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ABSTRACT  

Thin-walled, composite elements subjected to axial compression were the subject of conducted research. The 

samples were  articulately propped against the edges of their cross section. The scope of the research included 

a numerical analysis and experimental verification of both critical  and weakly postcritical states. Numerical 

investigations were carried out in the elastic field, allowing for steady work of thin-walled structures  until they 

reached the point of  stability loss, with the simultaneous determination of critical forces values. For numerical 

calculations  software ABAQUS® was used. The main issue of the research was to determine a convergence of 

the results obtained by numerical and experimental examination, in the range of operational allowable loads. 

KEYWORDS: FEM, thin-walled elements, stability of thin-walled structures, composites, experimental 

investigations.  

 

NUMERYCZNO-DOŚWIADCZALNA ANALIZA PRACY ŚCISKANYCH ELEMENTÓW 

KOMPOZYTOWYCH 
 

STRESZCZENIE  

Przedmiot badań stanowiły cienkościenne elementy kompozytowe poddane procesowi osiowego ściskania.  

Próbki zamocowano przegubowo na krawędziach stanowiących ich przekrój poprzeczny. Zakres badań 

obejmował analizę numeryczną oraz weryfikację doświadczalną stanu krytycznego oraz słabo pokrytycznego. 

Badania numeryczne realizowano w zakresie sprężystym, pozwalającym na stateczną pracę cienkościennych 

konstrukcji do momentu osiągnięcia wyraźnej utraty stateczności, przy jednoczesnym wyznaczeniu wartości sił 

krytycznych. Do obliczeń numerycznych wykorzystano oprogramowanie ABAQUS®. Kluczowym aspektem 

badawczym było wyznaczenie poziomu zbieżności wyników uzyskanych drogą numeryczną oraz 

eksperymentalną, w zakresie dopuszczalnych obciążeń eksploatacyjnych. 

SŁOWA KLUCZOWE: MES, element cienkościenne, stateczność cienkościennych struktur, kompozyty, badania 

eksperymentalne. 

1. Wstęp 

Intensywny rozwój przemysłu wymaga od konstruktorów stosowania nowoczesnych materiałów 

posiadających korzystniejsze właściwości eksploatacyjne. Dąży się do redukowania masy elementów 

przy jednoczesnym zachowaniu lub zwiększeniu ich właściwości wytrzymałościowych  

i sztywnościowych. Grupę ustrojów nośnych charakteryzujących się powyższymi cechami stanowią 

konstrukcje cienkościenne. Ustroje tego typu cechują się dodatkowo wadą powszechnie określaną, 
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jako utrata stateczności. Pomimo występowania zjawiska wyboczenia zachodzi możliwość pracy 

struktury nawet po jego osiągnięciu. Osiągnięcie powyższego zjawiska związane jest ze zmianą 

liniowego stanu pracy struktur na nieliniowy. W pracy przeanalizowano stateczny stan pracy 

konstrukcji poddanych obciążeniu ściskającemu. Analizami zagadnienia stateczności konstrukcji 

cienkościennych w warunkach eksploatacyjnych obciążeń statycznych zajęto się m.in. w pracach [2,9-

14,17-18,23-28,32-33]. 

Literatura dotycząca cienkościennych kompozytowych konstrukcji nośnych jest ograniczona, 

dominują prace o charakterze teoretycznym i numerycznym, bardzo mało jest prezentacji wyników 

badań doświadczalnych. W pracy zajęto się słupami kompozytowymi o powszechnie występujących 

profilach przekroju poprzecznego. Analizie poddano dwa wybrane ustroje o przekroju ceowym 

i omegowym, które poddano osiowemu obciążeniu ściskającemu. Badania obejmowały stan krytyczny 

i słabo pokrytyczny celem wyznaczenia wartości sił, dla których struktura doznaje utraty stateczności. 

Istnieje wiele publikacji poświęconych badaniu stanu krytycznego, cienkościennych ustrojów 

kompozytowych, w aspekcie stateczności konstrukcji [4-9,19-20,25-26,30,33]. 

Praca skupia się na analizie porównawczej charakterystyk zachowania badanych struktur na 

drodze numerycznej oraz eksperymentalnej. W ramach tego odpowiednio odwzorowano rzeczywiste 

warunki brzegowe słupów adekwatne do idealnego założenia modelu MES. Kluczowym aspektem było 

wyznaczenie wartości sił krytycznych, do których wyznaczenia niezbędna jest znajomość wybranych 

metod aproksymacyjnych. Powszechnie znanych jest wiele metod aproksymacyjnych, umożliwiających 

oszacowanie przybliżonej wartości obciążenia krytycznego, poczynając od najstarszych: metoda 

Southwella [21], Tereszowskiego [29], aż po bardziej aktualne jak metoda przecięcia prostych [20-34], 

stycznej pionowej [20,34], punktu przegięcia [20,34] P-wc
2 oraz P-wc

3 [20,34] a także metoda Koiter’a 

[20,31]. W przypadku analizy numerycznej konieczne było zastosowanie liniowego zagadnienia 

własnego, uwzględniającego kryterium minimum energii potencjalnej całego układu, celem 

wyznaczenia obciążenia krytycznego, natomiast w odniesieniu do przeprowadzonych badań 

eksperymentalnych, niezbędne było zastosowanie wybranych metod aproksymacyjnych. Finalnym 

etapem pracy, było określenie zbieżności otrzymanych wyników, w postaci charakterystyk stanu 

ugięcia od obciążenia w zakresie krytycznym. Głównym celem pracy było wyznaczenie poziomu 

zgodności analizowanego procesu na drodze numerycznej oraz doświadczalnej. 

 

2. Przedmiot i metodologia badań 

Przedmiotem badań były cienkościenne profile kompozytowe o zróżnicowanych kształtach 

przekroju poprzecznego oraz długościach. Analizowane struktury charakteryzowały się cechami 

mechanicznymi zgodnymi z parametrami materiałowymi kompozytu węglowego 

M12/35%/UD134/AS7. Ustroje cienkościenne były wykonane z jednokierunkowej taśmy systemu 

HexPly kompozytu węglowo epoksydowego. Właściwości mechaniczne kompozytu to w głównej 

mierze: Moduł Young’a w kierunku włókien wynoszący 130710 MPa, w kierunku prostopadłym do 

włókien 6360 MPa, współczynnik Poissona równy 0,32, wytrzymałość na ścinanie 100,15 MPa, moduł 

Kirchhoffa 4180 MPa oraz wytrzymałość na ściskanie w kierunku włókien 1531 MPa i prostopadle do 

włókien 214 MPa [4]. Wyznaczone drogą eksperymentalną parametry mechaniczne kompozytu, 

pozwoliły na możliwość dalszego definiowania modelu w odniesieniu do obliczeń numerycznych. 

Ustroje tego typu są powszechnie stosowane w przemyśle lotniczym, jako wzmocnienia poszycia 

kadłuba samolotów pasażerskich. Zastosowanie profili o wybranej geometrii pozwala na skuteczne 

zmniejszenie masy konstrukcji przy jednoczesnym jej wzmocnieniu, takie rozwiązanie umożliwia 

redukowanie naprężeń pochodzących od sił wzdłużnych podczas pracy całej konstrukcji. 

W pracy poddano analizie dwa zróżnicowane typy profili wykonane z tego samego materiału 

kompozytowego. Badania doświadczalne i numeryczne dotyczyły ustroi o otwartych przekrojach 
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poprzecznych. Profile o wysokim poziomie sztywności to struktury ceowe i omegowe. Analiza dotyczyła 

dwóch typów struktur, z których pierwszą stanowił słup ceowy, natomiast drugą profil omegowy 

posiadający dodatkowe dwie krawędzie przekroju poprzecznego, które w znaczny sposób go 

usztywniają. Wybrane profile kompozytowe istotnie wpływają pod względem eksploatacyjnym na 

zwiększenie trwałości oraz wytrzymałości konstrukcji na wszelkie obciążenia ściskające. Rzeczywiste 

struktury oraz szkice przekrojów poprzecznych słupów poddanych badaniom, przedstawiono na 

poniższych rysunkach. 

 
a)                                                                          b) 

  
 

Rys. 1. Model rzeczywisty z parametrami przekroju poprzecznego:  
a) próbka ceowa, b) próbka omegowa, wymiary w mm 

 

Profile cienkościenne charakteryzowały się zróżnicowanymi konfiguracjami ułożenia warstw 

kompozytu. Grubość pojedynczej warstwy w obydwu strukturach była jednakowa i wynosiła 0,131 mm. 

Kompozyt składał się z 8 warstw o zróżnicowanej konfiguracji ułożenia włókien laminatu względem 

płaszczyzny środkowej. W odniesieniu do profilu omegowego zastosowano konfigurację ułożenia 

warstw [90/-45/45/0]s. Słup ceowy charakteryzował się konfiguracją warstw laminatu  

[0/-45/45/90]s.  

Próbki badawcze posiadały określone parametry geometryczne przekroju poprzecznego, które 

przedstawione zostały na rysunku 1, natomiast wysokość słupa omegowego wynosiła 180 mm, przy 

czym słupa ceowego 143 mm. Wykonano również tożsame modele MES dla każdego z badanych 

przypadków, które w pełni odwzorowane zostały numerycznie w systemie Abaqus, celem możliwości 

realizacji badania w oparciu o metodę elementów skończonych. Analiza stanu krytycznego i słabo 

pokrytycznego została przeprowadzona na maszynie wytrzymałościowej Zwick Z100 o sile 

maksymalnej 100kN w temperaturze pokojowej, przy stałej prędkości trawersy górnej, wynoszącej  

2 mm/min. Precyzyjne odwzorowanie rzeczywistych warunków brzegowych, zgodnych jednocześnie  

z idealnym założeniem MES, było związane z klasycznym podparciem przegubowym. O dokładności 

warunków brzegowych zrealizowanych w ramach eksperymentów badawczych decydowało 

zastosowanie odpowiednich głowic, o płaskich powierzchniach roboczych, wraz z zastosowaniem 

podkładów panelowych oraz podkładów z tworzyw sztucznych, wpływających bezpośrednio na 

poprawne ułożenie się przekrojów końcowych profili, podczas procesu ściskania. Realizacja 

zastosowanych warunków brzegowych w odniesieniu do analizy doświadczalnej została przedstawiona 

na poniższym rysunku. 
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a)                                                                         b) 

  
Rys. 2. Doświadczalne warunki brzegowe: a) próbka ceowa, b) próbka omegowa 

 

Pełne odwzorowanie warunku brzegowego w analizie MES było możliwe wyłącznie dzięki 

przypisaniu obciążenia ściskającego przyłożonego równomierne do górnych krawędzi przekroju 

poprzecznego oraz zablokowaniu stopni swobody, adekwatnych do stanu rzeczywistego. Kluczowym 

zabiegiem w badaniu numerycznym było przeprowadzenie poprawnej dyskretyzacji modelu. Model 

powłokowy charakteryzował się typem elementu skończonego oznaczonego, jako S8R – element 

powłokowy o kwadratowej funkcji kształtu ze zredukowanym całkowaniem. Technika zredukowanego 

całkowania jest jedną z najstarszych technik aproksymacji rozwiązań stanu przemieszczeniowo-

naprężeniowego w elemencie. Zredukowane całkowanie pozwala na usuwanie fałszywych form 

deformacji elementów skończonych dzięki zastosowaniu wielomianów wyższych rzędów w opisie 

funkcji elementu [[35]]. W przypadku profilu omegowego przypisano około 4000 elementów siatki, 

w elemencie ceowym liczba sięgała rzędu 5700. Poniżej ukazano modele numeryczne po dyskretyzacji 

z warunkami brzegowymi. 

 
a)                                                                        b) 

  

Rys. 3. Model numeryczny: a) profil ceowy, b) profil omegowy 
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3.  Wyniki  

W ramach przeprowadzonych badań doświadczalnych i numerycznych zostały wyznaczone 

wartości sił krytycznych, podczas procesu osiowego ściskania. W odniesieniu do badań numerycznych, 

wyznaczenie precyzyjnych wartości sił krytycznych wiązało się z rozwiązaniem liniowego zagadnienia 

własnego. W ramach tego uzyskano wyniki na podstawie kryterium minimum energii potencjalnej 

rozpatrywanych struktur. W przypadku wyznaczenia wartości sił krytycznych podczas 

przeprowadzonych prób eksperymentalnych, nie można było jednoznacznie i dokładnie określić 

wartości sił krytycznych na podstawie otrzymanych charakterystyk obciążeń od odkształceń. Celem 

uzyskania przybliżonych wartości sił powodujących utratę stateczności, konieczne było zastosowanie 

znanych metod aproksymacyjnych. Proces aproksymacji w odniesieniu do zrealizowanych badań, 

polegał na opisaniu efektywnych zakresów charakterystyk obciążeń od odkształceń w postaci 

określonych funkcji, zgodnie z wybranymi metodami aproksymacyjnymi [[20]]. W odniesieniu do 

próbki ceowej oraz omegowej przybliżona, doświadczalna wartość siły krytycznej została wyznaczona 

na podstawie sześciennej metody Koiter’a. Wyznaczenie oczekiwanego parametru, polegało na 

aproksymowaniu efektywnego fragmentu zakresu charakterystyki siły od odkształceń (w postaci 

funkcji modułu z różnicy odkształceń na tensometrach) wielomianem trzeciego stopnia, tak by 

współczynnik korelacji R2 był zbieżny w ponad 95% z postacią pierwotnej krzywej. Miejsce przecięcia 

funkcji aproksymacji z pionową osią wykresu, opisującą obciążenie ściskające, wyznaczyło przybliżoną 

wartość siły krytycznej. Proces numerycznego oraz doświadczalnego wyznaczania wartości sił, przy 

których następuje wyboczenie, wykazał bardzo wysoki poziom zbieżności uzyskanych wyników 

w przypadku każdej z próbek. Poniższe rysunki przedstawiają wartości sił krytycznych dla każdego 

z rozpatrywanych przypadków na podstawie danych z eksperymentu przeprowadzonego na maszynie 

wytrzymałościowej. 

 
a)                                                                         b) 

 
 

Rys. 4. Doświadczalne wyznaczenie przybliżonych wartości sił krytycznych:  
a) profil ceowy, b) profil omegowy 

 

Określanie stanu krytycznego pracy konstrukcji, polegało na wyznaczaniu poziomu wartości 

obciążenia pod wpływem, którego struktura doznaje przeskoku na nieliniowy charakter jej pracy. 

Zastosowanie metody aproksymacyjnej pozwoliło na określenie poziomu zbieżności wyników analiz 

doświadczalnych w zestawieniu z przeprowadzoną analizą numeryczną. Aproksymacji dokonano 

zaawansowaną metodą Koiter’a ze względu na to, iż stanowi ona jeden z najkorzystniejszych sposobów 

wyznaczania przybliżonych wartości obciążeń krytycznych dla próbek cechujących się wysoką 

sztywnością. Numerycznie wyznaczone wartości sił krytycznych w oparciu o zadanie jednostkowego 

obciążenia, pozwalającego na precyzyjne ich wyznaczenie przy uwzględnieniu zagadnienia własnego, 

przedstawiono na poniższych rysunkach. 
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a)                                                                        b)    

  
Rys. 5. Numeryczne wyznaczenie sił krytycznych: a) profil ceowy, b) profil omegowy 

 

Badanie MES było związane z uwzględnieniem nieliniowego zagadnienia numerycznego, celem 

uzyskania precyzyjnych wyników badań, w oparciu o metodę Newtona-Raphsona, stanowiącą 

iteracyjny algorytm wyznaczania przybliżonych wartości pierwiastków funkcji opisujących dany 

problem [[35]]. Na podstawie przeprowadzonych badań wykazano bardzo wysoki poziom zbieżności 

wyników dotyczących wartości sił krytycznych. W przypadku profilu o przekroju omegowym, błąd 

parametru siły krytycznej między obliczeniami MES i wynikiem uzyskanym na drodze doświadczalnej 

wynosił 1,11 %. Profil ceownika także wykazał wysoki poziom zbieżności wyników na poziomie 3,33 %. 

Kolejny etap badań wiązał się z wyznaczeniem stanu zgodności ugięcia każdej z próbek pod wpływem 

zadanych warunków brzegowych. Określenie poziomu zbieżności rezultatów badawczych, było 

możliwe dzięki uzyskaniu charakterystyk obciążeń od ugięć na drodze doświadczalnej i MES. Ugięcia 

były związane z oddziaływaniem wcześniej wyznaczonych sił krytycznych, na podstawie, których 

adekwatnie wyznaczono oczekiwane parametry. Poniżej zaprezentowano uzyskane rezultaty. 

  
a)                                                                        b) 

  
Rys. 6. Charakterystyki obciążenia od ugięcia: a) profil ceowy, b) profil omegowy 

 

Na podstawie przeprowadzonych badań zostało zauważone, iż występuje duży poziom zgodności 

przebiegów otrzymanych drogą numeryczną oraz doświadczalną, charakterystyk obciążenia od ugięć 

występujących w strukturach. Badanie eksperymentalne odbiega w przebiegu charakterystyki od stanu 

idealnego uzyskanego numerycznie, z powodu imperfekcji geometrycznych próbek rzeczywistych oraz 
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stopnia odwzorowania warunków brzegowych. Rzeczywista struktura początkowo podczas procesu 

obciążania, przechodzi etap dopasowywania się do warunków brzegowych na maszynie 

wytrzymałościowej, z czego w głównej mierze wynikają rozbieżności między eksperymentem 

i obliczeniami numerycznymi.  

4. Wnioski 

W pracy przedstawiono problematykę nieliniowej stateczności pracy profili cienkościennych 

poddanych osiowemu ściskaniu. Analiza numeryczna wykazała zbieżności wynikające w obrębie 

badanego stanu krytycznego struktur. Na podstawie przeprowadzonych badań sformułowano 

następujące wnioski: 

 możliwe jest określanie poziomu sił krytycznych na drodze numerycznej w odniesieniu do 
kryterium liniowego zagadnienia własnego w oparciu o minimum energii potencjalnej 
układu, 

 metody aproksymacyjne pozwalają na wyznaczanie przybliżonych wartości sił krytycznych 
z przeprowadzonych badań eksperymentalnych, 

 wysoki poziom zbieżności wyników sił krytycznych uzyskanych drogą numeryczną  
i doświadczalną świadczy o stopniu dokładności przygotowania modeli numerycznych oraz 
zastosowanych metod określających krytyczny zakres pracy struktur, 

 zbieżność rezultatów badawczych związanych z pracą profili w odniesieniu do 
charakterystyki obciążeń od ugięć wynika z precyzyjnego odwzorowania warunków 
brzegowych zgodnych z idealnym założeniem z MES. 

Otrzymane rezultaty analizy MES ukazują bardzo szerokie możliwości nie tylko obserwacji, ale 

również wnikliwego badania stanów deformacji profili cienkościennych w pełnym zakresie obciążenia. 

Analizy numeryczne stanowią potężne narzędzie do badania stanu nośności oraz wytężenia 

zachodzącego w strukturach cienkościennych pod wpływem zdefiniowanych obciążeń. 
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