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Liczba chromatyczna Thue’go

Streszczenie. W artykule przedstawione jest pojecie ciaggu niepowtarzalnego wraz z klasycz-
nym twierdzeniem Axela Thue’go. Tematyka ciagéw niepowtarzalnych w polaczenia z pewnymi
aspektami teorii graféw doprowadzila do powstania pojecia tzw. liczby chromatycznej Thue’go
grafu. Ma ona kilka nieoczywistych wlasnosci, ktore zostalty zaprezentowane w drugiej czesci tek-
stu.

Stowa kluczowe: teoria graféw, liczba chromatyczna, liczba chromatyczna Thue’go, ciagi niepowtarzalne.

1. Wstep

Podobno ostatnim naukowcem, ktéry gteboko rozumial kazdy istotny aspekt matematyki swoich cza-
sow byt David Hilbert. W ciggu ostatnich stu lat nastapit tak gwaltowny rozwéj tej dyscypliny, ze nawet
najlepsi wspoélczesni matematycy nie sa w stanie powtorzy¢ jego osiagniecia. Gatezie matematyki sa tak
bogate i réznorodne, ze badanie tylko jednej z nich moze by¢ fascynujacym zajeciem, na ktore moz-
na poswieci¢ cale swoje naukowe zycie. Czasami jednak pojawiaja sie zaskakujace polaczenia miedzy
dwoma (bardziej lub mniej) odleglymi teoriami matematycznymi, co prowadzi do powstawania cieka-
wych wnioskéw. Celem niniejszego artykutu jest przedstawienie pojecia liczby chromatycznej Thue’go —
zagadnienia z pogranicza kombinatoryki i teorii grafow.

2. Ciagi niepowtarzalne

Skoriczony ciag (a,) o wyrazach ay, as, as, ag, ..., a,;, bedziemy zapisywa¢ w postaci
ai1azas3ayq ... Q.

Dlugoscia ciagu nazywamy liczbe jego elementéw.

Powtoérzeniem w ciagu (a,) nazywamy podciag zlozony z dwoch identycznych sekwencji wystepu-
jacych zaraz po sobie. Bardziej formalnie, jest to podciag

ApOk41 -+ Akt j—10k 45 Q4541 - - - Ak 4251,
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w ktorym j > 1 oraz dla kazdego i € {0,j — 1} zachodzi

Af+i = Qk4j+i-

Ciag, ktory nie zawiera powtérzen nazywamy ciggiem niepowtarzalnym.
Przyktadowo, ciag
81717041255412

zawiera powtorzenia 1717 oraz 55, natomiast ciag
12012

jest ciagiem niepowtarzalnym.

Rozwazmy sytuacje, w ktoérej elementami ciggu moga by¢é tylko liczby 0 i 1. Nietrudno zauwazy¢,
ze majac do dyspozycji tylko te dwie liczby, nie da si¢ skonstruowaé ciggu niepowtarzalnego o dtugosci
wiekszej niz 3. Co sie zmieni, gdy zwiekszymy liczbe dostepnych elementéw? Nieoczywista odpowiedz na
to pytanie daje tzw. twierdzenie Thue’go:

Mozna skonstruowaé dowolnie dlugi cigg niepowtarzalny o wyrazach ze zbioru tréjelementowego.

Powyzszy wynik zostal opracowany ponad sto lat temu przez norweskiego matematyka Axela Thue’go
[5]. Pomyst Thue’go polegal na zwiekszaniu dtugosci danego ciagu niepowtarzalnego poprzez zastepowanie
kazdego z jego elementéw pewnym ciaggiem niepowtarzalnym.

Niech bedzie dany zbior X = {1,2,3} oraz skonczony ciag (a,) o elementach ze zbioru X. Kazdy
element ciagu (a,) zastapmy pewnym ciagiem zgodnie 7 zasada

112312,
2 -5 131232,
3 — 1323132.

W ten sposéb otrzymujemy nowy (dluzszy!) ciag. Thue udowodnil, ze jezeli tak przeksztatcimy ciag
niepowtarzalny, to otrzymamy ciag ktéry rowniez jest niepowtarzalny.
Dla zobrazowania tej metody rozwazmy niepowtarzalny ciag 12. Stosujac powyzsze podstawienie,
otrzymujemy
12 — 12312131232,

zatem z niepowtarzalnego ciagu o dlugosci 2 otrzymali§my niepowtarzalny ciag o dlugosci 11. Warto
tutaj doda¢, ze z niepowtarzalnego ciagu dowolnej dlugo$ci mozna w prosty sposob otrzymacé krotsze
ciagi tego typu. Zatem dysponujac ciagiem dlugosci 11, automatycznie otrzymujemy ciagi dtugosci 10, 9,
8 itd.

Ponownie stosujac powyzsze podstawienie, otrzymujemy

12312131232 —
— 12312131232 132313212312 13123212312 1323132 12312131232 1323132 131232,

wiec z niepowtarzalnego ciagu o dlugosci 11 otrzymaliSmy niepowtarzalny ciag o dlugosci 65.
Zatem, powtarzajac podstawianie na ciaggach niepowtarzalnych, mozna otrzymywa¢ dowolnie dlugie
ciagi o tej wlasnosci.
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3. Liczba chromatyczna Thue’go

Relatywnie niedawno zagadnienie ciggdéw niepowtarzalnych zostato zaadaptowane do teorii grafow, co
poskutkowato kilkoma zaskakujacymi wynikami oraz hipotezami, na ktére do dzis nie znamy odpowiedzi.
Zanim jednak o nich opowiemy, musimy przypomnie¢ kilka podstawowych zagadnien zwigzanych z teoria

grafow.

Grafem I' nazywamy pare (V ('), E(T)), gdzie
V(L) = {v1,v2,...,vn}

to tak zwany zbior wierzcholkéw, natomiast

E() C {{vi,vj}: ije {1,...,n},z’7éj}

to zbioér krawedzi grafu I'. W dalszej czesci artykutu krawedz {v;,v;} bedziemy oznaczali przez v;v;.
Jezeli do grafu I' nalezy krawedz v;v;, to wierzcholki v; i v; nazywamy sasiednimi.

Stopniem st(v) wierzchotka v nazywamy liczbe wierzchotkéw sasiednich z wierzchotkiem v.

Sciezka w grafie nazywamy cigg wierzchotkéw (vy,...,vs) taki, ze dla kazdego i € {1,...,k — 1}
istnieje krawedz v;v;41. Jezeli wszystkie wierzcholki w Sciezce sa rézne, to nazywamy ja droga, a jezeli
v1 = v 1 wszystkie pozostale wierzcholki sa rézne, to nazywamy ja cyklem.

Grafem spé6jnym nazywamy graf w ktérym kazde dwa wierzchotki mozna potaczyé¢ Sciezka.

Wygodna forma przedstawiania grafu jest jego reprezentacja graficzna, czyli rysunek, na ktérym wierz-
cholki sg punktami, a linie je laczace — krawedziami.

2 3
Obok znajduje sie rysunek przykladowego grafu @ takiego, {
ze V(®)=1{1,2,3,4,5} oraz E(®) = {12,14,23,34,35,45}. Zauwazmy, 1
ze st(1) = st(2) = st(5) = 2 oraz st(3) = st(4) = 3.
]
4 5

Jednymi z podstawowych typow grafow sa cykle i drogi. Przez P,, oznaczamy droge o n wierzchotkach.
Dla n > 3 przez C,, oznaczamy cykl o n wierzchotkach.

Ao

B C Cy

Kolorowaniem grafu I' nazywamy funkcje f : V(I') — C, ktora dla kazdych dwoch sasiednich
wierzchotkéw przyjmuje rézne wartosci. Zbior C' nazywamy zbiorem koloréw, natomiast jego elementy
kolorami.

Kazdy graf da sie pokolorowaé¢. Wystarczy, ze kazdemu jego wierzchotkowi przypisany zostanie inny
kolor — wtedy warunek réznych koloréw dla sasiednich wierzchotkéw bedzie spetniony.
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Rozpatrzmy ponownie graf ® oraz funkcje

2 3
f: V(@) — {@0,00,0}
taka, ze 1
) f2)=e, f(3)-e, ; ]
fo=e. f)=o, f5)=e. ! °

Z teoretycznego punktu widzenia w powyzszym ,naiwnym” kolorowaniu grafu (kazdy punkt ma inny
kolor) poza walorami estetycznymi nie ma nic ciekawego. Zagadnienie kolorowania staje sie bardziej
interesujace, gdy wymagamy od funkcji f spelniania pewnych dodatkowych warunkéw.

Liczba chromatyczna x(I') nazywamy najmniejszq liczbe koloréw potrzebna do pokolorowania gra-
fu I'. Zauwazmy, ze dla kazdego grafu I liczba chromatyczna jest nie wieksza niz liczba jego wierzchotkow:

x(I) < V().

Rowno$é zachodzi tylko w przypadku graféw, w ktorych kazda para wierzchotkéw jest polaczona
krawedzia (tzw. grafy petne).
Graf @ pokolorujmy teraz funkcja

g: V((I)) - {.v o, .} 2 3
taka, ze
(2) (3) :
N g(2)=0, g(3)=@,
s(L=e, ga)-e, 4(5)-. )
/ 5

Nietrudno zauwazy¢, ze grafu ® nie da sie pokolorowaé¢ za pomocay tylko
dwoch kolorow. Zatem x(®) = 3.
Prostym ¢wiczeniem jest okreslenie liczby chromatycznej dla drog i cykli. Oczywiscie

1 dlan=1 2 dla n parzystych
x(P,) = oraz x(Cr) = .
2 dlan>2 3 dla n nieparzystych.
*—1~ao—»
; A I:I Q <:>
@ O & @ & @
F; & Cy Cs Ch

Grafem planarnym nazywamy graf, ktory mozna
narysowa¢ na plaszczyznie tak, aby zadne dwie krawe-
dzie sie nie przecinaly. Oczywiscie nie kazdy graf jest gra-
fem planarnym. Najprostszymi przypadkami graféw nie-

planarnych sg grafy, tradycyjnie oznaczane jako K3 oraz
K3 3, przedstawione na rysunku obok. K Ky

Wszystkie drogi i cykle sa grafami planarnymi.
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Jednym z najdonioslejszych wynikéw dotyczacych liczby chromatycznej jest twierdzenie o czterech
barwach:

Jezeli T jest grafem planarnym, to x(T) < 4.

Tematyka kolorowania graféw po raz pierwszy zostala powigzana z twierdzeniem Thue’go w arty-
kule [1], w ktérym pierwotnie rozpatrywano kolorowanie krawedzi grafu. W wielu pézniejszych pracach
zaczeto jednak sie skupia¢ przede wszystkim na kolorowaniu wierzchotkéw (na przyklad w przegladowej
pracy [4]).

Kolorowanie grafu nazywamy niepowtarzalnym, jezeli ciagg koloréw kazdej drogi w tym grafie jest
ciggiem niepowtarzalnym.

Liczba chromatyczna Thue’go 7(T") nazywamy najmniejsza liczbe kolorow potrzebnych do niepo-
wtarzalnego pokolorowania grafu T'.

Oczywiscie liczba chromatyczna Thue’go jest dla kazdego grafu nie mniejsza od liczby chromatycznej
tego grafu, a zarazem nie wieksza niz liczba wierzchotkéw grafu:

x(I) < m(I') < [V(D)].

Ile wynosi liczba chromatyczna Thue’go dla $ciezek i cykli? O ile dla graféw P, odpowiedZ wynika

wprost z twierdzenia Thue’go, o tyle w przypadku grafow C,, juz wcale nie jest taka oczywista.

Aby pokolorowaé §ciezke P,, w sposob niepowtarzalny, wystarczy skorzysta¢ z niepowtarzalnego ciggu
dtugosci n. Rozpatrzmy Sciezke Piy oraz ciag 1231213123. Kazdej liczbie wystepujacej w tym ciagu
przypiszmy kolor zgodnie z reguta: 1 — ®, 2 — @ oraz 3 — @, a nastepnie pokolorujmy kolejne wierzchotki
grafu Py zgodnie 7z kolejnymi elementami danego ciagu:

@ S & & o & & & O &

Powyzsze kolorowanie jest oczywiscie kolorowaniem niepowtarzalnym.
Zatem z twierdzenia Thue’go wynika, ze minimalna liczba koloréw niezbedna do pokolorowania kazdej
Sciezki o dlugosci nie mniejszej niz 4 wynosi 3. Istotnie

1 dlan=1
w(P,) = 2 dlane€{2,3}
3 dlan>4.

Zauwazmy, ze w przypadku grafu C),, mozna uzyskaé¢ niepowtarzalne kolorowanie w nastepujacy spo-
s6b: n — 1 wierzcholkow kolorujemy trzema kolorami w sposoéb niepowtarzalny (w sposob analogiczny do
przedstawionego powyzej), a ostatni wierzcholek — dodatkowym czwartym kolorem. Zatem

m(Cp) < 4

dla kazdego n.

Rozpatrujac kilka przypadkéw, mozna szybko doj$é¢ do wnio-
sku, ze trzy kolory nie wystarczaja do niepowtarzalnego pokoloro-
wania grafu Cj, natomiast do pokolorowania Cg juz tak (przykla-
dowe kolorowania na rysunku obok).
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Co ciekawe, réwnosé¢ m(Cy,) = 4 zachodzi wylacznie dla n € {5, 7, 9, 10, 11, 14,17}, a w pozostatych
przypadkach 7(C,,) = 3, co zostato udowodnione w [2].

Podczas rozwazan na temat liczby chromatycznej Thue’go naturalnie nasuwa si¢ pytanie, czy mozna
sformutowa¢ dla niej odpowiednik twierdzenia o czterech barwach:

Czy istnieje stata C taka, ze dla kazdego grafu planarnego T zachodzi nieréwno$é n(T) < C'?

Pamietamy, ze dla klasycznej liczby chromatycznej ta stata wynosi 4. Moze-
my w prosty sposéb skonstruowaé graf planarny o wiekszej liczbie chromatycznej
Thue’go: do grafu C5 dodajmy wierzchotek potaczony krawedziami z wszystkimi
pozostatymi. Oczywiscie ten wierzchotek musi mieé¢ kolor inny niz reszta wierzchot-
kéow — w zwiazku z tym otrzymany graf ma liczbe chromatyczna Thue’go réwna 5
(rysunek obok).
Na chwile obecng najlepszym wynikiem cze$ciowym jest logarytmiczne ograniczenie gérne wzgledem
liczby wierzchotkéw planarnego grafu I':

7(1) < 8 (1+Togy ), [V(T)])

zaprezentowane w pracy [3]. Do dzisiaj nie wiadomo, czy stala C w ogdle istnieje.
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