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Streszczenie. Ciągniki rolnicze są wyposażone w powietrzne instalacje hamulcowe do 
sterowania i napędu układów hamulcowych pojazdów ciągnionych.  W niniejszej pracy przedstawiono 
model matematyczny uruchamianego hydraulicznie zaworu sterującego hamulcami przyczepy. Wyniki 
testu statystycznego Kołmogorowa-Smirnowa oceny zgodności doświadczalnych i symulowanych 
przebiegów czasowych ciśnienia podczas badania czasu reakcji obwodu sterującego ciągnika Pronar 
1531A potwierdziły adekwatność opracowanego w Matlabie-Simulinku modelu komputerowego. 
Model komputerowy może być wykorzystany jako podsystem do analizy metodami symulacyjnymi 
procesów przejściowych w procesie projektowania powietrznych układów hamulcowych ciągników 
rolniczych. 
 
1. Wprowadzenie  
 Obecnie w ciągnikach rolniczych poruszających się z prędkością do 50-60 km·h-1 
stosuje się przede wszystkim hamulce wielotarczowe mokre uruchamiane hydraulicznie [24].  
W ciągnikach małej i średniej mocy stosuje się proste i niedrogie hydrauliczne układy 
hamulcowe bez wspomagania. Układy takie uruchamiane manualnie pracują przy niskim 
ciśnieniu roboczym i małej wymaganej objętości rozpieraków hydraulicznych [14].  
Natomiast w ciągnikach większej mocy stosuje się przede wszystkim układy hydrauliczne 
wspomagane z układu hydrauliki siłowej traktora [15, 18]. Te hydrauliczne układy 
hamulcowe umożliwiają dostarczanie strumienia cieczy pod ciśnieniem z pompy 
hydraulicznej ciągnika do cylindrów hamulców zasadniczych w zakresie od małych do 
dużych objętości w stosunkowo krótkim czasie. Oprócz zasadniczego i postojowego układu 
hamulcowego dzisiejsze ciągniki są zaopatrzone w pneumatyczne instalacje hamulcowe do 
uruchamiania powietrznych układów hamulcowych agregatowanych przyczep lub maszyn 
rolniczych. Często są to tzw. instalacje kombinowane [29], umożliwiające współpracę 
zarówno z jedno-, jak i dwuprzewodowymi układami hamulcowymi pojazdów ciągniętych. 

Typowa powietrzna instalacja hamulcowa ciągnika rolniczego składa się z dwóch 
zespołów: zespołu zasilającego i zespołu sterującego. Rolą zespołu zasilającego jest sprężanie 
i oczyszczanie powietrza oraz utrzymanie odpowiedniego ciśnienia powietrza w zbiornikach 
ciągnika i przyczepy w celu zapewnienia wymaganej skuteczności hamowania przyczepy. 
Zespół sterujący pozwala na płynny stopniowy proces hamowania zespołu ciągnik-przyczepa. 
Współdziałanie hydraulicznego układu hamulcowego ciągnika i powietrznego układu 
hamulcowego przyczepy zapewnia uruchamiany hydraulicznie zawór sterujący hamulcami 
przyczepy (rys.1). 
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Układy hamulcowe pojazdów rolniczych poruszających się po drogach publicznych 
muszą spełniać szereg specyficznych wymagań [3, 4] dotyczących między innymi 
skuteczności hamowania, czasu reakcji podczas hamowań nagłych (max 0,6 s) oraz 
kompatybilności hamowania łączonych pojazdów [27]. 

Zachowania się układu hamulcowego ciągnika i przyczepy, w tym również w stanach 
nieustalonych,  można badać metodami symulacyjnymi już na wczesnym etapie 
projektowania. Podstawową korzyścią projektowania w oparciu o modele (Model-Based-
Design) jest zwiększenie szybkości i efektywności testowania nowych rozwiązań, możliwość 
konfrontowania ich z przyjętymi wymaganiami oraz wcześniejsze niż w przypadku budowy 
prototypów materialnych wykrywanie błędów wynikających ze złego funkcjonowania lub źle 
przyjętych założeń [25]. 

W modelowaniu matematycznym wieloobwodowych układów hamulcowych elementy 
pneumatyczne o dyskretnej naturze (filtry przewodowe, elementy złączne), jak i elementy  o 
parametrach rozłożonych (przewody pneumatyczne), są zazwyczaj zastępowane elementami 
idealizowanymi w postaci objętości i oporów skupionych [9, 13, 19]. Dzięki temu otrzymuje 
się model matematyczny jako układ równań różniczkowych zwyczajnych, możliwych do 
rozwiązania w większości oprogramowania do symulacji cyfrowej, w tym programów 
zorientowanych obiektowo [12, 30]. Dużym utrudnieniem w modelowaniu powietrznej 
instalacji hamulcowej ciągnika rolniczego jest brak odpowiednich modeli matematycznych 
niektórych zespołów i komponentów, a szczególnie zaworu sterującego hamulcami 
przyczepy. Większość znanych z literatury modeli zaworów hamulcowych dotyczy typowych 
powietrznych zaworów hamulcowych stosowanych w pojazdów użytkowych [6, 22, 28] i 
przyczepach [8, 10, 11, 21, 23]. 

W niniejszej pracy opisano modelowanie matematyczne zaworu hamulcowego 
sterującego hamulcami przyczepy uruchamianego ciśnieniem płynu hamulcowego z układu 
hydraulicznego hamulców zasadniczych ciągnika rolniczego. W modelu matematycznym i 
komputerowym tego zaworu uwzględniono wymianę ciepła, tarcie i siły bezwładności 
elementów ruchomych, zazwyczaj pomijane w procesie modelowania [6, 22, 28]. 
Zrealizowany w Matlabie-Simulinku model komputerowy zaworu wykorzystano do badania 
czasu reakcji zespołu sterującego typowej instalacji powietrznej hamulcowej ciągnika. Do 
modelowania zespołu zasilającego wykorzystano zależności opisane w pracy [12]. 
Opracowany model zaworu hamulcowego może być wykorzystany w procesie projektowania 
ciągnika do obliczeń dynamicznych jego instalacji hamulcowej. 
 
2. Stanowisko do badania instalacji hamulcowej ciągnika  
 Uproszczony schemat kombinowanej instalacji pneumatycznej ciągnika rolniczego 
Pronar 1531A [26], wyposażonego w hydrauliczny napęd hamulców roboczych, 
przedstawiono na rys.1. W skład zespołu zasilającego wchodzi filtr 1, sprężarka 2, regulator 
ciśnienia 3 i zbiornik sprężonego powietrza 4. Sprężone powietrze jest podawane do zespołu 
sterującego, który zawiera proporcjonalny zawór hamulcowy 11 i inwersyjny zawór 
hamulcowy 7. Zawór 11 sterujący hamulcami przyczepy jest połączony poprzez porty 41 i 42 
z hydrauliczną instalacją 12 hamulców zasadniczych ciągnika. Kiedy pedał hamulca jest 
naciskany, hydrauliczne ciśnienie sterujące oddziałuje na zawór 11, co powoduje otwarcie 
tego zaworu i wzrost ciśnienia powietrza w przewodzie ze złączem 10, sterującym 
dwuprzewodowym układem przyczepy. Przewód zasilający układu hamulcowego przyczepy 
jest podłączony do złącze 9.  Do sterowania jednoprzewodowym układem hamulcowym 
przyczepy służy zawór inwersyjny 7, który przy wzroście ciśnienia w przyłączu sterującym 4 
powoduje spadek ciśnienia w przewodzie zasilająco-sterującym ze złączem 8. 
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Rys.1. Schemat kombinowanej instalacji powietrznej ciągnika rolniczego Pronar 1531A wraz 
układem pomiarowym do sprawdzania czasu reakcji obwodu sterującego: 1 – filtr, 2 –  
sprężarka 601.23.931 FOS Polmo Łódź, 3 – zawór odciążający (regulator ciśnienia) 51 
10 011 Visteon, 4 – zbiornik powietrza 20 dm3 , 5 – zawór odwadniający, 6 – manometr, 7 – 
zawór sterujący hamulcami przyczepy inwersyjny 45 10 016 Visteon, 8 – złącze przewodów 
w układzie jednoprzewodowym (czarne), 9 – złącze zasilające (czerwone), 10 –  złącze 
sterujące (żółte), 11 – zawór sterujący hamulcami przyczepy 329 020 311 Haldex, 12 – układ 
hydrauliczny hamulców zasadniczych, 13 – zbiornik 385 cm3, 14 – przewód o długości 2.5 m 
i średnicy wewnętrznej 13 mm, 15 – przetwornik ciśnienia, 16 –przetwornik siły na pedale 
hamulca, 17 – adapter wejściowo-wyjściowy, 18 – komputer z kartą pomiarową 
 

Elementy układu pomiarowego do sprawdzania czasu reakcji zespołu sterującego 
instalacji ciągnika w układzie dwuprzewodowym wyróżniono na rys.1 szarym tłem. Ciśnienie 
w wybranych miejscach powietrznej instalacji hamulcowej mierzono przy użyciu 
przemysłowego przetwornika ciśnienia 10 typ MBS 32 firmy Danfoss (zakres pomiarowy: 
0÷10 bar, zakres sygnału wyjściowego: 0÷10 V, klasa dokładności: 0,3). Tensometryczny 
czujnik siły na pedale hamulca 16 typ CL 23 z przemysłowym wzmacniaczem typ CL10D 
firmy ZEPWN (zakres pomiarowy: 0÷1 kN, zakres sygnału wyjściowego: 0÷10 V, klasa 
dokładności: 0,1) użyto do pomiaru siły na pedale hamulca. Przetworniki są zasilane 
napięciem z adaptera wejściowo-wyjściowego 17. Wyjściowe sygnały napięciowe z 
przetworników siły i ciśnienia są zbierane z adaptera przy użyciu karty pomiarowej Senga 
MC1212 (rozdzielczość 12 bit) i następnie bezpośrednio przetwarzane do danych ciśnienia i 
siły przy użyciu zintegrowanego oprogramowania zainstalowanego w komputerze 18 do 
gromadzenia danych podczas uruchamianych pomiarów. 
 
3. Modelowanie uruchamianego hydraulicznie zaworu hamulcowego sterującego 
hamulcami przyczepy  

W obwodzie sterującym układu pneumatycznego ciągnika Pronar 1531A jako zawór 
sterujący hamulcami przyczepy 11 (rys.2) zastosowano zawór hamulcowy 329 020 311 firmy 
Haldex [5] o identycznej konstrukcji jak zawór 470 015 firmy Wabco [29].  Schemat budowy 
tego zaworu hamulcowego uruchamianego hydraulicznie pokazano na rys. 2.  
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Rys. 2. Zawór hamulcowy sterowany hydraulicznie: 1 – tłok sterujący pneumatyczny, 2 – 
grzybek talerzykowy, 3 – tłok stopniowany hydrauliczny, 4 – sprężyna powrotna grzybka, 5 – 
sprężyna powrotna tłoka, 6 – mechanizm włączania hamulców postojowych [13] 
 

Kiedy pedał hamulcowy jest naciskany wzrasta ciśnienie zarówno w rozpierakach 
hydraulicznych kół jezdnych ciągnika, jak i w hydraulicznych komorach sterujących V41 i V42 
zaworu, połączonych z bliźniaczą (równoległą) pompą hamulcową ciągnika. Pod wpływem 
ciśnienia płynu hamulcowego tłok stopniowy 3 i tłok 1 przemieszczają się do dołu, 
powodując otwarcie zaworu wlotowego 2. Sprężone powietrze z komory wejściowej V1 
przepływa do komory wyjściowej  V2  o zmiennej pojemności jako strumień masowy 21−m& . 
Wypływający z komory wyjściowej V2 strumień 2m&  jest kierowany do zespołu sterującego 
układu hamulcowego przyczepy, powodując zadziałanie hamulców przyczepy. Do komory 
wejściowej V1 o stałej objętości dopływa z obwodu zasilającego masowy strumień powietrza 

1m& . 
Podczas odhamowania, wywołanego spadkiem hydraulicznego ciśnienia sterującego, 

tłok 1 podnosi się z powrotem do góry pod działaniem sprężyny 5.  Zawór grzybkowy 2 
zamyka się (odcięcie komory wejściowej od wyjściowej) i następuje otwarcie wylotu do 
atmosfery między gniazdem w tłoku 1 a grzybkiem 2.  Komora wyjściowej V2 jest 
odpowietrzana. Sprężone powietrze z zespołu sterującego wraca do komory wyjściowej jako 
strumień 2m&  (zmiana kierunku przepływu), skąd wypływa do atmosfery jako strumień 32−m& . 

Odpowietrzenie komory wyjściowej i zespołu sterującego powoduje spadek siły hamującej 
przyczepy. Działanie nadążne (śledzące) jest osiągane dzięki ujemnemu sprzężeniu 
zwrotnemu w postaci ciśnienia powietrza p2 działającego na tłok sterujący 1. 

Przy tworzeniu własnego modelu matematycznego zaworu sterującego hamulcami 
przyczepy przyjęto szereg typowych założeń upraszczających [11, 13], w tym: 

• sprężone powietrze jest traktowane jako gaz termodynamicznie doskonały (tj. 
podlegający prawu Clapeyrona) a jednocześnie lepki i ściśliwy, 
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• element nastawczy zaworu, niezależnie od konstrukcji, jest traktowany jako opór 
miejscowy (dysza), którego efektywne pole przepływu (konduktancja) zależy od 
wzniosu grzybka , 

• przepływ powietrza przez element nastawczy traktuje się jako jednowymiarowy i 
adiabatyczny, 

• właściwości powietrza są jednorodne zarówno w poszczególnych komorach zaworu, 
jak i w całym przekroju przepływu przez opór miejscowy, 

• w fazie otwarcia zaworu pomija się oddziaływanie siłowe między grzybkiem a 
tłokiem sterującym 1 oraz luz między tym tłokiem a tłokiem hydraulicznym, co 
oznacza, że wszystkie elementy poruszają się razem jako jedna masa (ht=hp), 

• pomija się oddziaływanie obudowy na tłok sterujący w jego położeniach krańcowych 
– zatrzymanie tłoka jest realizowane poprzez logikę sterowania przyspieszeniem (hard 
stopping),  

• w komorze nad tłokiem 1 a pod tłokiem 3 panuje cały czas ciśnienie atmosferyczne, 
• wymiana ciepła między powietrzem w układzie a otoczeniem ma charakter konwekcji 

swobodnej przy stałej temperaturze ścianek, równej temperaturze otoczenia, 
• pomija się przepływy powietrza i płynu hamulcowego przez nieszczelności komór, 
• pomija się zmianę temperatury płynu hamulcowego. 

Zgodnie z zasadą zachowania materii zmianę masy płynu hamulcowego w komorach 
sterujących V41 i V42 oraz masy powietrza w komorze wejściowej V1 i komorze wyjściowej V2 
(rys.2) opisują równania: 
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gdzie: im& - strumień masowy dopływający (znak +) lub wypływający (znak -) z danej komory 

[kg·s-1]; poszczególne indeksy strumieni są zgodne z konwencją oznaczania przyłączy komór 
zaworu hamulcowego (małe cyfry obok przyłączy zaworu na rys.1). 

Przepływ masowego strumienia powietrza przez miejscowe opory pneumatyczne 
opisano zależnością Saint-Venanta i Wantzela [2] w postaci uogólnionej: 
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gdzie: (µAm) – konduktancja, czyli iloczyn współczynnika wydatku µ i powierzchni przekroju 
przepływowego Am [m2], pm – ciśnienie przed oporem [Pa], Tm – temperatura powietrza przed 
oporem [K],  R – stała gazowa dla powietrza, R=288 [J·kg-1K-1], Ψmax – maksymalna wartość 
funkcji przepływu Saint Venanta i Wantzela dla krytycznego ilorazu ciśnienia σ*  za i przed 
oporem: 
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gdzie: κ – wykładnik adiabaty; dla powietrza κ=1.4. 
Zamiast bezwymiarowej, dwuzakresowej funkcji przepływu Ψ(σ) Saint Venanta: 
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zastosowano dogodniejszą do obliczeń numerycznych a jednocześnie wystarczająco 
dokładną, jednozakresową funkcję hiperboliczną Miatluka-Avtuszki [19, 20] z typową dla 
układów hamulcowych wartością parametru b=1,13: 

( )
σ
σσ

−
−=Ψ

b
b

1

                                                     
(5) 

Wykorzystując zależność (3) i (5), uzyskuje się następujące równania strumieni masowych 
przepływających przez zawór hamulcowy: 
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Pole przekroju przepływowego A12 (podczas hamowania) i A23 (podczas odhamowania) 
zależy od przemieszczenia hp tłoka 1 i odległości hv grzybka 2 od gniazda zaworu: 
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gdzie: Dsv, Dsvw – średnia i wewnętrzna średnica gniazda nieruchomego [m], Dspz – 
zewnętrzna średnica gniazda ruchomego (w tłoku) [m], hvo, hvm – położenie talerzyka zaworu 
odpowiadające początkowi otwarcia (z uwzględnieniem deformacji uszczelnienia talerzyka) i 
położenie odpowiadające osiągnięciu maksymalnej wartości pola przepływu [mm], Dsp – 
średnia średnica gniazda ruchomego [m], Dw – wewnętrzna średnica tulei grzybka 
talerzykowego [m], ds – średnica zewnętrzna śruby mechanizmu włączania hamulców 
postojowych [m], hpo, hpm – położenie tłoka odpowiadające początkowi otwarcia przelotu do 
atmosfery (z uwzględnieniem deformacji uszczelnienia) i położenie, w którym pole 
przepływu osiąga wartość maksymalną [m]. 

Między przemieszczeniem hp tłoka sterującego 1 a przemieszczeniem hv grzybka 2 
istnieje związek: 
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gdzie: ho – maksymalna odległość (luz) między grzybkiem a tłokiem 1 znajdującym się w 
górnym skrajnym położeniu [m]. 

Przy przyjętych uproszczeniach elementy mechaniczne zaworu hamulcowego można 
rozpatrywać jako układ dynamiczny o jednym stopniu swobody ze zmienną masą, opisany 
następującym równaniem ruchu: 

fpvspapH
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z FFFFF
dt
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                                                (11) 

gdzie: mz – masa zredukowana [kg] elementów poruszających się wraz tłokiem, FH – siła 
ciśnienia płynu hamulcowego na tłok 3 [N], Fp2a – siła ciśnienia działającego na tłok 1 [N], 
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Fsp – siła działania sprężyny powrotnej 5 tłoka [N], Ffp – siła tarcia tłoków o obudowę [N], Fv 
– siła nacisku grzybka talerzykowego [N]. 

Masa zredukowana elementów poruszających się wraz z tłokiem 1 wynosi: 

  ( )



>+++++
≤+++

=
opsvspvph

opspph

z hhmmmmmm

hhmmmm
m

4/

4/

ρ

ρ
                              (12) 

gdzie: mh – masa tłoka różnicowego [kg],  mp – masa tłoka sterującego 1 [kg], mv – masa 
grzybka talerzykowego 2 z tuleją prowadzącą [kg], msv – masa sprężyny 4 dociskającej 
grzybek 2 [kg], msp – masa sprężyny powrotnej 5 tłoka [kg], mρ – masa płynu hamulcowego w 
obu komorach sterujących [kg]. 

Siły ciśnienia działające na tłoki wynoszą: 
( )

42

22

41

2

44
p

DD
p

D
F mbm

H

−+= ππ
                                       (13) 

( ) ( )( )a
sppspp

a
sp

a
p

ap pp
DD

p
DD

p
D

p
D

F −
−

−=
−

−−= 2

22

2

2222

2 4444

ππππ
                   (14) 

gdzie: p41, p42 – ciśnienie (nadciśnienie) płynu hamulcowego w komorach sterujących 
hydraulicznych [Pa], pa – ciśnienie atmosferyczne [Pa],  p2 ciśnienie powietrza w komorze V2 
[Pa],  Dm, Db – średnice tłoka stopniowego 3 [m], Dp – średnica tłoka 1 [m],  
Siłę nacisku sprężyny powrotnej 5 na tłok 1 wylicza się z zależności: 

( )ppsposp hcFF +−=                                        (15) 

gdzie: Fspo – siła wstępnego napięcia sprężyny 5 dla hp=0 [N], cp – sztywność sprężyny  
[N·m-1]. 

Przyjmując, że zawór ma konstrukcję odciążoną (Dsp≈Dz) siłę nacisku grzybka na tłok 
opisuje zależność: 

( )[ ] ( ) ( )








>



















+








−

−
−−−+−

≤
=

op
p

vcv
pspsv

opsvsvo

op

v hh
dt

dh
kF

dt

dhDD
pphhcF

hh

F
sgn

4

0
22

21

π    

(16) 
gdzie: Fcv – siła tarcia kinetycznego prowadnicy [N], csv – sztywność sprężyny 4 [N·m-1], kv – 
współczynnik tarcia wiskotycznego [N·s·m-1]. 

Przy wykorzystaniu modelu tarcia statyczno-kinetycznego Karnoppa [1] siła tarcia 
tłoków o ścianki obudowy wynosi:  

( ) ( )













∆≥















∆−⋅+⋅









∆<⋅
−=









v
dt

dh
v

dt

dh
kF

dt

dh

v
dt

dh
FFF

F
dt

dh
F

pp
vcp

p

p
espe

e
p

fp

gdysgn

gdy,minsgn

,                      (17) 

Sumaryczną siłę tarcia statycznego Fsp oraz siłę tarcia kinetycznego Fcp tłoków, jak i siłę 
tarcia kinetycznego Fcv prowadnicy grzybka zaworu 2 opisano przy użyciu modelu 
empirycznego: 

( ) ( ) ( )4242412 pkfDppkfDppkfDF ssbssmasspsp ++−++−+= πππ  

( ) ( ) ( )4242412 pkfDppkfDppkfDF ccbccmaccpcp ++−++−+= πππ                   (18) 

( )acczcv ppkfDF −+= 1π  
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gdzie: Fe – sumaryczna siła zewnętrzna [N],  fs, fc – siła tarcia statycznego i kinetycznego 
przypadająca na jednostkę obwodu tłoka, niezależna od różnicy ciśnienia po obu stronach 
tłoka [N·m-1], ks, kc –  współczynniki proporcjonalności [m]. 

Na podstawie zasady zachowania energii dla układów otwartych otrzymuje się, 
pomijając energię kinetyczna i potencjalną, równania zmiany energii wewnętrznej powietrza 
w objętościach kontrolnych V1 i V2 w postaci: 

2111
1

−−+= HHQ
dt

dU
&&&                                                       (19) 

322212
2

−− −++= HHHWQ
dt

dU
&&m&&&                                              (20) 

gdzie: Ui  – energia wewnętrzna powietrza w danej komorze [J], iQ& –  strumień ciepła 

wymienianego z otoczeniem [W], iH& – strumień entalpii dopływającej (+) lub wypływającej 

(-) z poszczególnych komór [W], iW& – strumień pracy zewnętrznej wykonanej przez 

powietrze w komorze [W] : 

( )iwiiiii

mpiiivVi

TTAQVpW

TcmHTcmU

−⋅=⋅−=

⋅=⋅=

α&&&

&&

                                           (21) 

gdzie: cv, cp – ciepło właściwe powietrza przy stałej objetości i stałym ciśnieniu: cv=717  
[J·kg-1K-1], cp=1005 [J·kg-1K-1], Tm – temperatura strumienia [K] (dla strumienia 
wypływajacego z komory Tm=Ti ), αi – współczynnik wymiany ciepła [W·m-2K-1],  Ai – 
powierzchnia wymiany ciepła [m2], Tw – temperatura ścienek zaworu równa temoperaturze 
otoczenia Ta [K]. 

Po rozpisaniu różniczki energii wewnętrznej oraz wykorzystaniu równań (2) i 
równania Clapeyrona w postaci różniczkowej [16]: 

dt

dp
V

dt

dV
p

dt

dT
mT

dt

dm
R i

i
i

i
i

ii
i +=







 +                                   (22) 

uzyskuje się różniczkowe równania zmian ciśnienia i temperatury w komorze: 

( )( ) ( )11112111
1

1 1
1

TTAQHHQ
Vdt

dp
w −=−+−= − ακ &&&&                       (23) 

( )




 −−= −21111
11

11 mmRT
dt

dp
V

Vp

T

dt

dT
&&                         (24) 

( )( ) 




 ⋅−−+−= −− dt

dV
pHHHQ

Vdt

dp 2
2322212

2

2 1
1 κκ &&m&&                       (25) 

( )




 −−+= −− 322212
2

2
2

2
22

22 mmmRT
dt

dp
V

dt

dV
p

Vp

T

dt

dT
&&m&                         (26) 

Korzystając ze związku między strumieniem masowym a objętościowym płynu 
hamulcowego ( ρ/mmV && = ) oraz rozpisując różniczkę masy w zależnościach (1): 

ρρ ⋅+⋅= dVVdm  
uzyskuje się, po uwzględnieniu modułu ściśliwości cieczy i podatności obudowy [7], 
następujące zależności na strumienie objętościowe: 

dt

dp

B

V

dt

dhD
m

z

pm
V

4141
2

41 4
⋅+=± π

&                                             (27) 

( )
dt

dp

B

V

dt

dhDD
m

z

pmb
V

4242
22

42 4
⋅+−=± π

&                                 (28) 
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gdzie: Bz – moduł sprężystości cieczy wraz z obudową [Pa]. 
 

4. Przykład symulacji instalacji pneumatycznej ciągnika  
Do walidacji modelu komputerowego zaworu sterującego hamulcami przyczepy, jak i 

innych komponentów, wykorzystano wyniki doświadczalne sprawdzania czasu reakcji 
dwuprzewodowej instalacji hamulcowej ciągnika Pronar 1531A (rys.1). Czas reakcji 
wyznaczano wg metodyki Regulaminu 13 ECE [4] na podstawie zmian siły na pedale 
hamulca oraz ciśnienia  na końcu przewodu o długości 2,5 m i średnicy 13 mm (imitacja 
przewodu sterującego przyczepy) podłączonego do złącza sterującego. 

Modele komputerowe większości komponentów zespołu zasilającego i sterującego 
powietrznej instalacji hamulcowej utworzono w postaci podsystemów graficznych typu S-
function zapisanych w m-plikach programu Matlab, na podstawie własnych algorytmów i 
procedur [9, 12]. Do modelowania matematycznego przewodów hydraulicznego układu 
hamulcowego zastosowano metodę linii transmisyjnej, opisaną przez Krusa [17]. 
Zarejestrowane podczas badań doświadczalnych rzeczywiste przebiegi czasowe siły na pedale 
hamulca Fp (sygnał wymuszający) oraz przebiegi ciśnienia (sygnały wyjściowe) w 
pokazanych na rys. 1 punktach instalacji pneumatycznej, w tym: ciśnienia pte w zbiorniku 
powietrza 4, ciśnienia pse w zbiorniku kontrolnym 13 i ciśnienia pce na końcu przewodu 14 
podłączonego do złącza sterującego 10 wprowadzono do modelu komputerowego w postaci 
komponentów źródłowych typu From File. 

Przykładowe wyniki badań symulacyjnych (linie ciągłe) i doświadczalnych (linie 
przerywane) podczas sprawdzania czasu reakcji zespołu sterujacego układu hamulcowego 
ciągnika Pronar 1531A przedstawiono na rys. 3. Z punktu widzenia celu modelowania, tj. 
obliczania czasu reakcji zespołu sterującego na podstawie ciśnienia teoretycznego pv, można 
przyjąć, że opracowany model jest wystarczająco dokładny.  
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Rys.3. Eksperymentalne i symulacyjne wyniki badań procesów przejściowych w 
pneumatycznym układzie hamulcowym ciągnika: Fp – rzeczywista siła na pedale hamulca, p41 
– ciśnienie modelowe w hydraulicznej komorze sterującej zaworu,  pt, pte – ciśnienie 
modelowe i doświadczalne w zbiorniku powietrza,  ps, pse – ciśnienie modelowe i 
doświadczalne w zbiorniku kontrolnym na końcu przewodu zasilającego, pc, pce – ciśnienie 
modelowe i doświadczalne na końcu przewodu sterującego 
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Świadczą o tym uzyskane wartości statystycznych wskaźników oceny zgodności [31] 
czasowych przebiegów ciśnienia modelowego pc i doświadczalnego pce (wskaźnik 
determinacji R2>98%, średni względny błąd procentowy MAPE<5%), a przede wszystkim 
małe przesunięcie czasowe (mniejsze od 0,01 s) obu krzywych przy ciśnieniu równym 75% 
wartości ciśnienia asymptotycznego. Adekwatość modelu komputerowego została również 
potwierdzona wynikami testu Kołmogorowa-Smirnova przy poziomie istotności 5%. 

Uzyskane wyniki walidacji modelu komputerowego układu hamulcowego ciągnika 
świadczą również pośrednio o przydatności modelu matematycznego i komputerowego 
zaworu hamulcowego w symulacji procesów przejściowych w pneumatycznych układach 
hamulcowych pojazdów.  

 
4. Podsumowanie 

W modelowaniu matematycznym zaworu sterującego hamulcami przyczepy 
uwzględniono w szereg zjawisk towarzyszących pracy zaworów hamulcowych zazwyczaj 
pomijanych na etapie tworzenia modelu fizycznego lub modelu komputerowego.  W 
różniczkowych równaniach zmian ciśnienia i temperatury powietrza, w poszczególnych 
komorach zaworu, uwzględniono wymianę ciepła z otoczeniem, a w różniczkowym równaniu 
ruchu tłoków uwzględniono również siły tarcia statyczno-kinetycznego i siły bezwładności. 
Opisane równania modelu zaworu hamulcowego można wykorzystać do sformułowania 
modeli matematycznych i komputerowych innych zaworów hamulcowych o podobnej 
konstrukcji. 

Uzyskane wyniki testu Kołmogorowa-Smirnowa oraz wartości wskaźników 
statystycznych R2, MAPE oceny zgodności doświadczalnych i modelowych przebiegów 
ciśnienia na końcu przewodu sterującego potwierdziły adekwatność zrealizowanego w 
Matlabie-Simulinku modelu komputerowego instalacji pneumatycznej ciągnika Pronar 1531A 
podczas sprawdzania czasu reakcji obwody sterującego. 

Opracowany model komputerowy może być wykorzystany do badania procesów 
przejściowych w instalacji powietrznej hamulcowej ciągników rolniczych z hamulcami 
hydraulicznymi oraz prognozowania właściwości dynamicznych powietrznych układów 
hamulcowych zespołu ciągnik-przyczepa (szybkość, synchronia działania) przy użyciu metod 
symulacyjnych. 
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