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Streszczenie

W referacie przeanalizowano problemy wyznaczania parametréw
ortogonalnej regresji liniowej i przedstawiono metod¢ wyznaczania
niepewnos$ci wspotczynnikéw oraz przewidywanych wartosci regresji.

Stowa kluczowe: niepewnos¢, regresja, ortogonalna.

Uncertainty of linear orthogonal
regression

Abstract

In the paper the problems of linear orthogonal regression parameters
calculation are discussed and method of uncertainties of coefficients and
regression line is presented.
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1. Wstep

W praktyce pomiarowej podczas badania uktadéw (na przyktad
czujnikéw) z wielko$ciami wejsciowa oraz wyjsciowa w celu
wyznaczania ich funkcji przetwarzania czg¢sto nalezy uwzgledniac
nie tylko niepewno$ci wynikéw pomiaru wielkosci wyjsciowej
(wartosci funkcji), co ma miejsce w zwyklej aproksymacji metoda
najmniejszych kwadratéw [1],[2], ale réwniez tez i niepewnoSci
pomiaru (lub formowania) wielkosci wejsciowe] (argumentu). W
takim przypadku dla  wyznaczania najlepszej  funkcji
aproksymacyjnej nalezy wykorzysta¢ regresje ortogonalng [3].
Regresja ortogonalna rézni si¢ od zwyklej tym, ze parametry linii
aproksymacyjnej

y=F,(x)=a,+ax. 6]

sa obliczane na podstawie minimalizacji sumy kwadratow
odchylen A; (rys.1)
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punktéw (xl.; y,.) eksperymentalnych od poszukiwanej linii
regresji (1) (gdzie wx, oraz vy, - odchylenia punktu
eksperymentalnego wzdtuz odpowiednich wspétrzednych (rys.1)).

Oznacza to, ze przy regresji ortogonalnej sa uwzgledniane
niepewnosci wynikéw pomiaru u(y) oraz u(x) zaréwno
wielkosci wyjsciowej (y) jak i wielkoéci wejsciowej (x).
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Rys. 1. Regresja ortogonalna
Fig 1. Orthogonal regression

Oczywistym jest, ze warunek minimalizacji (2) dla regresji
ortogonalnej (1) zdecydowanie r6ézni si¢ od warunku

minimalizacji w przypadku regresji zwyklej: livy? = MIN .

n =

2. Wartosci  wspotczynnikow
regresji ortogonalnej

liniowej

W przypadku regresji ortogonalnej odstep A; i-go punktu od
poszukiwanej linii (1) réwna si¢ dtugosci odcinka lezacego na
linii prostopadlej mierzonego od punktu (xl.; yl.) do punktu
(xol.; yo[) (rys. 1). Roéwnanie linii prostopadlej opisuje sig
wzorem Y, =Y, —(x—xi )/ a, dlatego odleglos¢ punktu

(xol.; Y();) od poszukiwanej prostej wzdtuz osi Ox jest rowna:

ax; —(y; —ay)

WX, =X; —X,; =@ >
a; +1

3)
Poniewaz odlegto$¢ punktu (xol.; )’0,') od poszukiwanej prostej
wzdtuz osi Oy wynosi Oy, =y, — y,; =—Ux, /a, , wtedy kwadrat

odlegtoéci punktu eksperymentalnego (xi; y,.) od linii (1) we

wzorze (2) osiaga wartosc:

)

1

2 2
Ux; ax. —(y. —a
h =} +oy} =ox] +—- _lax, (zy’ ol @

a, a; +1

Wartosci wspdtczynnikéw a, oraz a, linii regresji mozna
znalez¢ z rozwiazania warunku minimalizacji (1) po podstawieniu
do niego wyrazenia (4). Jednak istnieje problem realizacji takiego
zagadnienia, zwiazany z niejednakowa wymiarowoscia wielko$ci
wejsciowej (x) i wyjsciowej (y). Na przyktad podczas badania
rezystancyjnego czujnika temperatury, w ktérym wielkos$cia
wejsciowa jest temperatura, a wielkoScia wyjsciowa jest
rezystancja, we wzorze (1) wystgpuje suma kwadratéw dwéch
réznych wielkos$ci (temperatury i rezystancji). Oprécz tego, we
wzorze (2) wymiarowo$¢ wspdlczynnika @, jest réwna

stosunkowi wymiarowosci wielkosci wyjsciowej (y) oraz
wejsciowej (x). W wyniku tego w mianowniku wzoru (1) w
oglélnym przypadku wystepuje suma kwadratu wielkosci
wymiarowej i bezwymiarowe;.
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W celu eliminacji tego problemu wartosci wielkosci wejsciowej
oraz wyjsciowej nalezy przeksztatci¢ w taki sposéb zeby staty si¢
one  bezwymiarowymi.  Takie  przeksztalcenie = mozna
przeprowadzi¢ na wiele sposobdéw, na przyklad poprzez
unormowanie wynikéw pomiaru warto$ci wejsciowej oraz
wyjsciowej do warto$ci normujacych: X, - dla wielkosci
wejSciowej oraz Y, - dla wielkoSci wyjsciowej. Jezeli
odchylenia eksperymentalnych wynikéw od ich wartosci
rzeczywistych sa spowodowane niedoskonatoscig ich pomiaréw
(wpltywem zrédet niepewno$ci zwiazanych z pomiarami tych
wielkos$ci za pomoca odpowiednich przyrzadéw pomiarowych)
wtedy jako normujace warto§ci mozna przyja¢ odpowiednie
zakresy pomiarowe X, oraz Y, przyrzadéw, ktérymi zostaty

zmierzone warto$ci wielko$ci wejsciowej oraz wyjsciowe;j:
XN=Xk orazYN=Yk. 5)
W takim przypadku przed aproksymacja wartosci wielkosci

wejsciowej oraz wyjsciowej nalezy przeliczy¢é zgodnie z
zalezno$ciami

» N . (6)

Inny sposéb unormowania wartosci wielkosci wejsciowej oraz
wyjSciowej polega na ich standaryzacji (centrowaniu i
unormowaniu) wg wzoréw:

X-ZT oraz yl-,: ,i=1,2,..,n, (@)

n

. 1 _ 1 &
gdzie X = —Z X, iy= ;Z y; - wartosci $rednie;  (8)
n = i=1

s2=L13(x-%). 52
n -

Z(- y) -

:|-

eksperymentalne centralne momenty drugiego rzedu wielkosci
wejsciowej oraz wyjsciowej.

W takim przypadku kwadrat odstgpu punktu z unormowanymi
wspéirzednymi (6) od poszukiwanej prostej

y =a,+ax (10)
opisuje si¢ podobnym do (4) wyrazeniem

2
hifz — le-,z +Uy:2 [ (yz _ao)] (11)
241

Poniewaz dla wartoSci srednich we wzorze (10) zachodzi
s T - .
zalezno$¢: y =a, +a,-x warunek minimum sumy kwadratow

(2) ma postac:

RIS

a’s’ — 2a1R +S2
- = MIN.
?+1

.(12)

gdzie
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= %Z(x —7)(%' —7)= PuySay Syys (13)

a Py jest wspdtczynnikiem korelacji pomigdzy unormowanymi
wartosciami wielkosci wejsciowej oraz wyjsciowe;.
Ze wzoru (12) otrzymuje si¢ warto$¢ wspodtczynnika al/ :

a/ _ 2p Xy
1 2 2
Sx'y' + \/S Xy + 4p Xy

14

gdzie eryf = Sx//Sy, - Sy,/SX,

Warto$¢ wspétczynnika a(') oblicza sig z rownania (10) dla

wartos$ci $rednich:

ag=y - ' X (15)

2 2
Sy +4S2 +4p%,

W przypadku zwyklej regresji liniowej: y =b, +b/x",
uwzgledniajac niepewnosci pomiaru tylko wielkosci wyjsciowej,
wartosci wspotczynnikéw tej linii mozna obliczy¢ ze wzoréw:

b(')y|x :;'—bl';'. (16)

Sy
ly‘ pxy S ’

3. Standardowe niepewnosci
wspotczynnikow

Standardowe ztozone niepewnosci u,(ay) oraz u,(a;)
wspolczynnikéw liniowej ortogonalnej regresji mozna obliczy¢
bezposrednio ze wzoréw (14) oraz (15) wg metody obliczania
niepewnosci wynikéw pomiaru posrednich [2], a mianowicie:

2 2
AN || da) , oa’ ,
u>(a))= . ax'l u® (ux) + 3 Py | an
j=1 j Y
oraz
oa) ) o,
, a , a ,
ul(ay)=> 5 01w+ > Ol ut ) |, as)
=% Yi

’ ’ ’ ’
da, da, da, Oa,

, 0 VRl V) ’
o, dy; ox; 9y
odpowiednich warto$ci wielko$ci wejsciowej 1 wyjsciowej;

2 ’ 2 ’
u (vx;) oraz u”(vy;)

Uy; unormowanych wynikéw pomiaru tych wielkosci.

- pochodne wyznaczane wzgledem

- wariancje sktadowych odchylen vx_'/. i

Na podstawie zalezno$ci (14) pochodne we wzorze (17)
WYynosza:

da,  a; |Se(, = il
a—xl=ﬁ ;;(y,-—y)—Z(xj—X) D 19)

J
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a . ’ Sx"' ’ 7 ’ 7
ﬁzn-a—é}y. Z;(xj—x)+2(yj—y) . (20)

. 2 2
gdzie Cx/y/ = Sx' : Sy» ’ Sx'y' + 4px’y' :

Jezeli wyniki pomiaru charakteryzuja si¢ jednakowymi dla
wszystkich punktéw eksperymentalnych wariancjami sktadowych
odchylen:

w? (o) = u’ (ux) oraz u? (WY)) =u*(vy). @1

1 sq wzajemnie niezalezne pomigdzy soba, wtedy po podstawieniu
zaleznosci (19) 1 (20) do wyrazenia (17) po przeksztalceniu
otrzymujemy  wyrazenie dla  standardowej niepewnosci

L . ’
wspoétczynnika a, :

7
a

[GES 2w )S:
px'y' n

u.(a;) = 22)

Poniewaz na podstawie zaleznosci (15) pochodne dla
wspotczynnika a(') Wwynosza:

da, da, = a, da, 1 daj—=
0 - —Ly_-ZL. D—__ 1y @
ox’, ox’ n dy, n Iy

J

wtedy po podstawieniu tych zaleznosci do wyrazenia (18) i
przeksztatceniu otrzymujemy wzor na obliczanie standardowej
niepewnosci wspétczynnika a(') :

u,(a}) = afz~[1+ 5 ]“i(”x'){”“1’2(;')2Jui(vy’) 24)
028

xXy'M2x

W przypadku, kiedy standardowe niepewnosci u(vx”) oraz
u(Uy') wynikéw pomiaru warto$ci wejsciowej oraz wyjsciowej
nie sa znane, ich wartoéci sa oceniane metoda typu A na
podstawie  wstgpnego  obliczenia  odchylen  punktéw

eksperymentalnych od linii regresji ortogonalnej wzdtuz
wspoétrzednej y [2]:

(57~ + aix)F

us(y) == — . 25)

Stad oceny wariancji wynikéw pomiaru sa rowne:

’ 2 2 ’,

200 7 a, 2, 7 2., s u,(y)
u (') = — | u,(y). u ~ A (26)

1+a?) Y ) (1+a?)

Po podstawieniu zaleznosci (26) do wzoréw (22) oraz (24)
otrzymujemy wzory na obliczenie standardowych niepewnosci
wspotczynnikéw linii regresji ortogonalne;j:

NEHSYSE w,

px'y' : Sf' \/;

, (@7

oraz
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’ uA(y,)
u (a,)=
() 1-i-a]'2 An

2
oy

” 2 /02 7\?
1+af4+a]'2—al +S:/8 [Si] (28)

y=b,+bx

standardowe niepewnosci wspdtczynnikéw opisuje si¢ wzorami:

W przypadku zwyklej regresji liniowej

u (by,,) = . (29)

V7w, 5B (V5B
S ) \/; ly‘x er\/z

X
gdzie ui(y'; b,.') jest estymata wariancji, obliczonej na odstawie
odchylen punktéw eksperymentalnych od znalezionej zwyklej
linii regresji y = b, + b,x" wg wzoru, podobnego do (25).

4. Standardowe oraz rozszerzone
niepewnosci przewidywanych wartosci
funkciji

Standardowa niepewno$¢ przewidywanych wartosci funkcji
(10) mozna obliczy¢ wykorzystujac znalezione wyzej wartosci
standardowych niepewno$ci wspétczynnikéw (27) oraz (28):

? (v, () =0 (@) )+ 27, ula) Jula) - +u?(a]) 22, GO)

gdzie Fagar - wspoétczynnik korelacji pomigdzy wspoétczynnikami

4 ’ s .. . ¥4
a, oraz a,, dla ktérego ma miejsce zaleznos¢:

Tsar u(a(') )u(a]' ) =—x"u’ (al' ) . Dlatego standardowa niepewno$¢

wartosci linii ortogonalnej regresji opisuje si¢ zaleznoscia:

u,(y, (&)=
’ 4 A (31)
”A(’Y) 1+a:4+a;2alz+§j/s"2',- X —Xx .
1+a’Nn pry S,

Standardowa niepewno$¢ przewidywanych wartosci zwyklej
regresji mozna obliczy¢ na podstawie wzoru:

(32

Niepewno$¢ rozszerzona réwna si¢ iloczynowi niepewnosci
standardowej (31) oraz wspétczynnika rozszerzenia k P

U,(y,(x)=k,uy,(x) (33)

W przypadku rozktadu normalnego wynikéw pomiaru wartosci
wejsciowe] oraz wyjsciowej warto§¢ wspélczynnika rozszerzenia
réwna si¢ odpowiedniemu kwantylowi z rozktadu Studenta:
k,=t,(n-2) [21.

Warto$ci wspétczynnikéw linii regresji pierwotnej (2) mozna
obliczy¢ na podstawie odwrotnego podstawiania znalezionych
wartosci wspélezynnikéw a; oraz a; do wzoréw (6):

Y
— ’ — N ’
a, =Yy -a,oraz a, =——-aq. 34)
Xy
Standardowe niepewnosci

u.(a,) oraz wu.(a;) tych

wspétczynnikéw sa réwne standardowym niepewnosciom



34

wsp6iczynnikéw a(', (27) oraz al' (28) przeskalowanym na
odpowiednie wartosci Y, oraz Y, /X . Z tego wynika, ze

standardowa niepewno$¢ linii regresji ortogonalnej (2) mozna
obliczy¢ na podstawie wzoru:

w (5, ()=, [y [X_D _

a4 +SY/SY [x—}j

l1+a*+a
1 1 2 2
p x'y'Sx' X N

(35)

_ Y,()
(i+ a’ Nn

5. Przyktad

Dla zadanych n =12 par wynikéw pomiaru:
wartosci wejsciowej x;=: 10,072; 10,556; 11,099; 11,522; 11,953;
12,568; 12,975; 13,535; 13,902; 14,455; 15,018; 15,568;
oraz wartosci wyjsciowej y=: 24,304; 24,424, 25,736;26,020;
30,020; 33,208; 34,172; 34,884; 36,260; 37,164; 40,860; 46,504
nalezy wyznaczy¢ parametry ortogonalnej regresji liniowej i
obliczy¢ ich niepewnosci a takze otrzymane wyniki poréwnaé z
wynikami dla zwyklej regresji liniowe;j.

Pomiary warto$ci wielkosci wejsciowej dokonano na zakresie
pierwszego miernika X, =20, a wielkosci wyjSciowej na
zakresie pomiarowym drugiego miernika ¥, =50 . Wymiarowo$¢
wielkoéci wejsciowej oraz wyjsciowej sa rézne. Wyniki pomiaru
nie sa skorelowane pomigdzy soba a ich rozklad
prawdopodobiefistwa jest normalnym. Niepewnosci rozszerzone
nalezy obliczy¢ dla poziomu ufno$ci p=0,95.

Rozwiqzanie

1. Unormowane warto$ci wynikéw pomiaru wg (7):
X/ =1 0,50360; 0,52780;0,55495; 0,57610; 0,59765; 0,62840;
0,64875; 0,67675; 0,69510; 0,72275; 0,75090; 0,77840;
v, = 0,48608; 0,48848; 0,51472; 0,52040; 0,60040; 0,66416;

0,68344; 0,69768; 0,72520; 0,74328; 0,81720; 0,93008.
2. Wartosci srednie (8):

7 1 = ’ 7 1 = ’
X == x/=0,638429; y'=—)"y/=0,655927.
nig n'ig
3. Warto$ci momentéw drugiego rzgdu (9), (13):

§2= li (x/ = X" =7.264421-10;
n i

§% = %Zl (y; = ¥') =17,87024510°;

IS N =

—Z(x,. -x Xy,. -y ):11,127424~10'3.
ni-

4. Warto$¢ wspélczynnika korelacji z (13):

R, =

R,
L 0,976627.
S

Py = S, ,
5. Wartos$¢ parametru
Sey=S:/Sy =S, /S, =-0930848.
6. Warto$¢ wspétczynnika q/ (14):
, 20,
“ Sy + \/ Sk +4ps,

=1,5843.

7. Wartos¢ wspodtczynnika a(') (15):
a) =y —dx =-0355545.

6. Wartosci wspétczynnikéw zwyktej regresji liniowej (16):
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b, = 1,531717, b, =-0,3220.
8. Wartosci wspéiczynnikow a(') oraz b, réznia sig 0 -9,4%, a
a oraz b —0-3,3%.
9. Wartosci wspoétczynnikéw pierwotnej linii prostej (33):

’ Y ’
ay =Yy -ag=-17777; a,= XN -a] = 3,960783.

N

10. Ekwiwalentna standardowa niepewnos$¢ ui( y) (25):

n

> (v =(ag +alx))?
=l ~0,031855.
n—-2

11. Standardowa niepewnos¢ linii regresji (31):
u,(y, (x))= 03539 4/1+03616- (x—12.769)" .
(rys.2 linia punktowa).
3

u(y) =

Uo.95(}’a(X;b1))_ e

L5

0
15 - Upos(Ya(x;b))™ = = o s
(Xl; YI) -
X
73 10 11 12 13 14 15 16

Fig.2. Standard and expanded uncertainties of orthogonal linear regression
Rys.2. Standardowa oraz rozszerzona niepewnosci ortogonalnej liniowej regresji

12. Niepewno$¢ rozszerzona
koos =1995(12—1)=2,228:

regresji  liniowej dla

Uy os(7,(x)) = 0.7886 -1+ 0.3618 - (x —12.769)"

(rys.2 linia ciagta).
13. Niepewno$¢ rozszerzona zwyklej regresji liniowej:

Uy os(y,(x:5))= 1,0122- \/1 +0,3441-(x—12,769) ,

(rys.2 linia kreskowana).

6. Uwagi koincowe

Jezeli podczas pomiaru wielkosci wejsciowej oraz wyjsciowej
wystepuja jednoczes$nie zrédta niepewnosci to dla uzyskania
poprawnych wynikéw aproksymacji nalezy wykorzysta¢ metode¢
regresji ortogonalne;j.

Zaprezentowane zalezno$ci pozwalaja na podstawie wynikow
pomiaru wielko$ci wejsciowej oraz wyjsciowej obliczy¢ najlepsze
(wzglgdem minimalizacji sumarycznego wptywu niepewnoS$ci
wynikéw pomiaru obydwu wielko$ci) wartosci wspdtczynnikow
linii regresji ortogonalnej oraz ich niepewnosci a takze
niepewnosci przewidywanych wartosci funkcji.
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