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ZAKRZYWIONE PR ETY CIENKO SCIENNE
O PRZEKROJU BISYMETRYCZNYM

W pracy przedstawiono geometrycznie nielingoveore wstpnie skeconych

i zakrzywionych w przestrzeni @dw cienkdciennych. W przyktadach nume-
rycznych analizowano pty kotowe w zakresie liniowym dla dwoéch warunkow
brzegowych: (1) podparcia widetkowego na obuidarh oraz (2) zamocowania na
jednym kacu. Zastosowano 3<eamtowy element izoparametryczny z catkowaniem
zredukowanym dla 2 punktow Gaussa. Poréwnania wéymilnumerycznych
Z rozwizaniami analitycznymi pokazupiewielkie ré&nice miedzy nimi. Z kolei,
jezeli dodatkowo przyjmiemy hipotezBernoulliego dla zginania i Wiasowa dla
skrecania, z prezentowanej teorii vm@ prosto wyprowadéiréwnania réniczko-
we gktno-sketnej utraty stateczrioi tukdéw kotowych.. Wzory na uogoélnione od-
ksztalcenia g tak sformutowaneze mazemy réwnie w prosty sposob uwzgd-
nia¢ wptyw imperfekcji geometrycznych ¢a.

Stowa kluczowe: zakrzywione pgty cienkdcienne, przekrdj bisymetryczny,
aproksymacja drugiego ¢gadu skaiczonych obrotéw przekroju, model Reissnera,
sformutowanie izoparametryczne MES, rozzénie analityczne, pty kotowe

1. Wprowadzenie

W prezentowanej pracy przedstawiono geometrycziabniowe sformu-
towanie wariacyjne zakrzywionych giébw cienkdciennych o bisymetrycznym
przekroju poprzecznym. Przyp zatazenie,ze obroty przekrojow poprzecznych
w trakcie deformacji g opisane przez niezalee od przemieszcadiniowych
parametry a deformacja paczenia przez nienaled skecenia przekroju funk-
Cje paczenia. Podobnie jak w pracy Bijak, Kotodzigj féoria jest ograniczona
do zakresu matych obrotow (Reissner [5]). W dalszesci bedziemy s¢ po-
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woltywaé na wyniki pracy [7]. Samo sformutowanie teoriitj@sodyfikacp pracy
Gruttmann i inni [6]. Po pierwsze przyp aproksymagj drugiego rzdu scistej
macierzy obrotu. Druga modyfikacja polega na tyggnmazemy uogélnione od-
ksztatcenia wyznaczaza pomog zmiennych zwgzanych z uktadem odniesienia
e (rys. 1.) peta idealnego, tj. gta o projektowanej krzywhie.

Pochodne bytyby woéwczas liczone po wspgdize] S preta idealnego. Jest
to podobne do teorii powtok o matej krzyamie Marguerre (Washizu [3]). Kosz-
tem pewnej dokladrigi obliczer prowadzi to do prostszego uwgdhienia im-
perfekcji geometrycznych w analizie numerycznejnWejszej pracy &dziemy
analizow& prety idealne. Wptyw wsipnych imperfekcji geometrycznych jest
przedmiotem osobnego opracowania [4], korzysego z formut wprowadzo-
nych w tej pracy [1, 2].

Rozpatrzmy pgt cienkdcienny o przekroju bisymetrycznym pokazany na
rysunku (rys. 1.). Do opisu deformacji wykorzystaopyis Lagrange’a. Wpro-
wadzimy trzy lokalne uktady wspékdnych kartezjaskich: (1) nieruchomy
uktad zwizany z fikcyjnym pgtem o projektowanym zakrzywieniu (idealny);
(2) uktad odniesienia zwitany z przekrojem przed deform@ej pret idealny
z imperfekcjami geometrycznymi; (3) ruchomy ukiat#diny zwirzany z prze-
krojem w trakcie deformacji. W konfiguracji przedfdrmacj wektory bazowe
s3 zbudowane w nagpujagcy sposéb: wersor jest styczny do krzywej odnie
sienia, lgdacej zbiorem punktow $rodkéw ckzkosci przekroju. Dwa wzajem-
nie prostopadte wektory bazowk, Az lezg w plaszczynie prostopadtej do
krzywej odniesienia i pokrywajsie z osiami gtobwnymi przekroju.

— r(S)
e e = e e,
G .
S‘) 'l II 15
__________ L .
——————————— &z Ry(S,) e
R A ll

Rys. 1. Konfiguracja pta zakrzywionego w przestrzeni
Fig. 1. Configuration of spatially curved rod

Wektory bazowe zwgizane z przekrojem po deformadiji &, as] budujemy
w analogiczny sposob, przy czym werdonie musi pozostawastyczny do
krzywej odniesienia gta po deformacji.
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W tak okrélonych uktadach m@emy zdefiniowd potazenie dowolnego punktu
materialnego pta przed deformagij(rys. 1.):

R (S X, X3) =R(S) + X,A,(S) + X3A;5(9) 1)
oraz po deformaciji:
rg (S, X5, X3) =1(S) + X,2,(S) + X3a3(S) —a(X,, X3) ASL(S) (2

gdzie:
R(S) — wektory wodzce punktu na krzywej odniesienia przed deformacj
r(S —jw. dla krzywej odniesienia po deformacji,
S— dhluga¢ tuku krzywej odniesienia przed deformgcj
(X2, X3) — zadana funkcja paczenia (np. wspgdra wycinkowa),
p(S) — nieznana amplituda paczenia.

2. Sformutowanie wariacyjne

Sktadowe tensora odksztalcenia Greena-Lagrangeznacgzamy analo-
gicznie jak w pracy Gruttman i inni [6]:

SH (9,19, -G, [G,)/2
E=|2E,|=| 9,1¢,-G, [5G, (3
2E,, 0,19, -G, G,

Podobnie kowariantne wektory bazowe w konfigurpojideformaciji [6]:

9,=0rg /0S=r® + X aP + X a - awp™t - apt™” (4a)
O =0rg/0X,, =a, —w,pt, ("2, 3) (4b)
gdzie:

) = 6K/oS< —k-ta pochodna po wspokdnejS,
w m— pochodna ctkowaw (X2, X3) po wspotrzdnej Xn, (Mm=2,3).

W dalszych analizach pomijamy podiomy wyraz we wzorze (4a). Dla
konfiguracji przed deformagjkowariantne wektory bazow&; wyznaczamy
zamieniagc w (4a, b)yg naRg [6]. Przygto definicje sit przekrojowych z wcze-
$niejszej pracy [7], zmienigg niektére oznaczenia. Na okienie bimomentu
zamiastBy przyjeto My, natomiasil odnosi s} do momentow skicajgcych. Na-
lezy podkrali¢, ze parametry uogolnionych odksztatdg(S), ko(S), ka(S nie
rzeczywistymi krzywiznami (poniewadzniczkujemy po diugeci tuku krzywej
odniesienia przed deformagja jedynie je aproksymaj Sktadowe wektorow
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bazowych po deformaciji [tpaas] (wzor 16) wyznaczono w sposéob przylolny,
za pomog aproksymacji drugiego ¢du scistej macierzy obrotu (wzor (4.2) [7]).

2.1. Praca sit wewegtrznych w zakresie spezystym

Praeg sit wewretrznych rozdzielamy na ¢z wynikajaca z odksztatcé
osiowych 611h) i odksztatcé stycznych §I12):

Adl =dl1, +dl, (5)
A1, = [ (NG+M, &k, + Mk, +M,dr)dS (6)
a1, = ILTsvdeS+ IL (V, 0y, +Vsdy, +T,,,,)dS @

Najpierw sformutujemy zalsosci pomkedzy sitami przekrojowymi
a uogolnionymi odksztatceniami, wynilgaymi z odksztatce osiowych. Dla
sprezystego, izotropowego materiatu pemmy je zapisaw formie macierzowe;j:

N| | EA O O 0] e

M, _ El,, 0 0 ||k, —-K, ®)
M, El;z 0 || k;—K;
M, | [symm El, X

gdzie:E — modut spgzystdéci podiuznej,
A — pole przekroju poprzecznego,
N, e — sita osiowa i odpowiadgie jej uogolnione odksztatcenie (9a),
I22, I33 — gldwne momenty bezwiadée odpowiednio wzgidem osi 2, 3,
M., Mz — momenty zginage odpowiednio wzgblem osi 2, 3,
Kz, Kz — krzywizny przed deformagj13b),
ko, ks — quasi-krzywizny po deformacji (13a),
lw — moment bezwtadioi gietno-sketny,
Mw, ¥ — bimoment i odpowiadage mu uogolnione odksztatcenie (9b).

e=y1—F1+i,2)(b2—Bz)/2, x=-p® (9a, b)

gdzie:ip= (I,/A)%5— biegunowy promie bezwtadnéci,
Ip = l22+l33— biegunowy moment bezwiadiu,
I'1, y1 — parametry odksztalcenia wyznaczone w p. 2.2,
B, b — wstpne skecenie przekroju i quasi-seenie po deformacji (13a, b).

Catkowity moment skicajgcy T rozdzielamyna moment skicania swo-
bodnego St. Venanit&, i moment skgcania skgpowanegdlw:

T=T,+T, (10)
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W przypadku spzystego, izotropowego materiatu otrzymujemy:

\Z GA, 0 0 v2 =17

T, =Gl; (b-B), Vil=| 0 GA 0 ||p-1 (11a, b)
T, | 0 o cD,| p,

D,=1p—It, I+ :IA[(Xz —@3)° + (X3 + w,)°]dA (12a, b)

gdzie:G — modut spgzystasci poprzecznej,
Az, As — pole przekroju czynnego prgginaniu wzdha osi 2, 3,
Vs, V3 — sity poprzeczne na kierunku osi 2, 3,
y2, y3, 12, ['3— parametry odksztatcenia od sit poprzecznych,(bfia
I+ — moment bezwitadioi skrecania St. Venanta (12b),
Dw— moment bezwladioi skrecania skgpowanego (12a).

2.2. Uogolnione odksztatcenia w zakresie matych aiiow

Uogolnione odksztalcenia wyznaczamy ze wzorow [6, 7

(1S) ] [af @, | (B9 [AP@,]
k,(S)|=| af’ @ |, K,(S)|=| AP LT (13a, b)
k()] |-af ] | Ks(9)] |-AP D]
()] [r®a | (9] [ RO |
72(S) |=|r P @, |, r,(S)|=|RYMA, (14a, b)
_)’3(8)_ r® F _Fs(S)_ R® [A,
Py =(O-B)-p (15)

Ograniczymy si do zakresu matych obrotow przekroju, ponigwtan gra-
niczny wytkowania konstrukcji budowlanych wyklucza w pratgyprzypadki
skaaczonych obrotow. Na podstawie [7] wektory bazowedeformaciji mae-
my aproksymowawzorami:

t=(1-62/2-602/2)T+6,A,-0,A, (16a)
a, = (=6, + 0,P)T + L0212+ $2 I2)A, +(§ + 0,0, 12)A, (16b)
8y = (0, +O,9)T + (=P + 0,0, 12)A, + (1-6; 12- 9 I2)A, (16¢)

Podstawiajc (16) do (13a, b), (14a, b) otrzymujemy wzory mgalnione
odksztatcenia (jawne wykania przedstawiono w [7]).
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Ponizej podajemy wybrany wzoér, z ktéregedziemy korzysta w p. 3.2
przy rozpatrywaniu stateczém pocztkowej tukdw kotowych. W przypadku
braku wsgpnego skgcenia B = 0) otrzymujemy [7]:

kK, —K, =08 + K9+ 08¢ - K, (02 12+ ¢212)+ K 0,0, 12 (17)

Reissner [5] i Gruttman i inni [6] w modelu oblicsewym wyznaczaj
71(S) bezpdrednio z (14a). W prezentowanej pracy pgiyjnatomiast aproksy-
macg st = 1, zastosowanw programie ABAQUS [12]gjest wersorem stycz-
nym do krzywej odniesienia w konfiguracji po defamji). Podstawiajc do
wzoru nay:(S) s zamiast otrzymujemy:

n(S) = ® (18)
gdzie: |- | — dhuga¢ wektora,s=r®/|r®].
3. Statyka liniowa i stateczné¢ poczatkowa preta
o projektowanym zakrzywieniu

Jezeli rozpatrujemy pgt o projektowanym zakrzywieniu, bez imperfekc;ji
geometrycznych to z (14b) otrzymujemy rasljgce zalenosci:

ry(s)=|R%|=1, I,(S)=T5(S)=0 (193, b)

3.1. Analiza liniowa pretéw prostych i kotowych

Rozpatrzmy pt kotowy zakrzywiony w ptaszczpie prostopadiej do werso-
raAs (rys. 1.). W tym przypadkB = K> = 0, Ks= 1/Rs (Rs jest promieniem krzy-
wizny). Do obliczé przyjmiemy liniowe czsci uogdlnionych odksztalég7]:

e u® - Kyv, b ¢ - K.0,
Vo |=| v+ Kqu -6, , k, |=|69 +K,¢ | (20a,b)
V3 v +6, ks = Ky 65

Uwzgledniajac (8, 11a, b) praca sit wewtnznych (6, 7) wyraa st odpowiednio
za pomog wzorow (21), (22):

al, = J-L (BEAe+ J,El 5.k, + A;El55(ks = K3) + PPEI, p¥)dS (21)

al, = IL DGl bdS+ jL (Oy,GAY, + OysGAY, + &, GD, p,,)dS (22)

Do obliczeér numerycznych przgjo 3-wezlowy element izoparametryczny.
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Uogolnione przemieszczenia punktéw na krzywej cglaiga przed deformagi
(uV2,V3,0,02,65,p) 3 aproksymowane nagtujacymi funkcjami ksztattu (rys. 2a):

Ni(€)=(E/(E-D,  N(&)=(£/2)(E+D),  Ny(&)=1-¢* (23ac)
gdzie:¢ 0O [-1, +1] — wspohrzdna naturalna,

Po uwzgtdnieniu zalenosci S = (LJ/2)(&+1) (rys. 2a) otrzymujemy wyra-
zenia na pochodne ®

f@®=(2/L,)of /10 (24)

W celu uniknégcia tzw. ,blokady”scinania i skecania, zastosowano catko-
wanie zredukowane dla dwéch punktéw Gaussa (Hughes

L

b)

Rys. 2. a)3-weztowy element izoparametryczny, bktpkotowy zakrzywiony w planie - widok
Z gory c) pet kotowy zakrzywiony w planie - widok z boku

Fig. 2. a) 3-node isoparametric finite element,cifular beam (curved in plane) — top view
¢) circular beam (curved in plane) — side view

Zaprezentowane sformutowanie zaimplementowano, jatagram MES
dziatapcy w srodowisku Maxima [13]. Przeprowadzono liczne tastynerycz-
ne weryfikupce poprawn& programu, poréwngg otrzymane wyniki z uzy-
skanymi w innych, sprawdzonych pakietach MES [1®)] 2 rozwjzaniami ana-
litycznymi znanymi z literatury (Bbrowski [10]).

Przyktad 1

W pierwszym przykiadzie analizujemy tuk kotowy pediy widetkowo na
koncach, o naspujacych parametrach geometrycznych (rys. B.x 300 cm,
Rs= 430 cm,® = 0,6981 rada = b = L/2. Pkt jest obcizony skupionym mo-
mentem skgcajacym o wartdci T = 150 kNcm. tuk podzielono na 10 elemen-
tow skarczonych. Do obliczg przyjeto profil IPE200.

Analogicznie jak w pracy [10] wprowachy parametry opisage geomets
preta (rys. 2b):
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S S L a __ b

W=, yU=—, 0=—, a=—, a=— (25&€)
Ry Ry Rs Ry Ry

k=S =1 (26a, b)
El, 1+ (kRy)

Otrzymane wyniki MES zestawiono z roz@@niem analitycznym zapre-
zentowanym w pracy dbrowskiego [10], w ktorej przedstawiono odpowiednio
funkcje bimomentu oraz momentu séajcego (rys. 3-6):

T@-7) sinhkb sina

M,1(S) =  SinhKkL S|nhkS+T/7R smz/l (27a)
T,(5) =TSN - cosy (27b)
sin@
M, ,(S)= Td-n) sinhka .1 is +T/7R sina sm177 (28a)
‘ k  sinhkL
T,(S) = - ?20 cosy (28b)

Gdy R; dazy do nieskaczondci otrzymujemy wzory dla ptow prostych,
zawarte w pracy [8]. Poigj przedstawiono poréwnanie wykresow otrzymanych
z analizy MES i réwn@& (27, 28) dla bimomentu (rys. 3.) i momentucshiacego.

80 analityczne T[kNcm] ——
MES:T[kNcm] ——

40 -
20 +

[kNcm]
o
T

-20 +
-40 +

-60 5

-80

1 1 1 1 1
-150 -100 -50 0 50 100 150
s[cm]

Rys. 3. Wykres momentu skajcego — poréwnanie wynikbw MES i wg wzoréw analitycz
nych, na podstawie [10]

Fig. 3. Torsion chart - comparison of MES resultd analytic approach, based on [10]
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7000 F

analitycznie: BWw[kNcm2] —+—
MES: Bw[kNcm2] —=—

T

6000
5000
4000

[kNcm2]

3000
2000
1000

0

1 1 1 1 1
-150 -100 -50 0 50 100 150
s[cm]

Rys. 4. Wykres bimomentu — poréwnanie wynikow MB&gi wzoréw, na
podstawie [10]

Fig. 4. Bimoment chart — comparison of MES resultsl analytic ap-
proach, based on [10]

Przyktad 2

Rozpatrzmy wspornikowy tuk kotowy o parametractorgetrycznych (rys.
2.):L =392, 7 cmR:= 500 cm,@ = 7/4, a = b = L/2. Pet jest obcizony skupio-
nym momentem skcagcym o wartéci T = 100 kNcm. tuk podzielono na 10
elementow skiaczonych. Przyjto profil IPE200 jak w przyktadzie 1.

100 F analitycznie: T[kNcm] —+—
U MES:T[kNcm] ———
80
'E' 60
O
z
= 40
20
0 -
1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
s[cm]

Rys. 5. Wykres catkowitego momentu @ajgcego — poréwnanie wyni-
kow MES i wg wzoréw analitycznych, na podstawie][10

Fig. 5. Torsion chart - comparison of MES resutigl analytic approach,
based on [10]
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analitycznie: BW[kNcm2] —+—
MES:Bw[kNcm2] —+—

4000

2000

[kNcm?2]

-2000

-4000

-6000

1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
s[cm]

-8000

T

Rys. 6. Wykres bimomentu — poréwnanie wynikow ME&jiwzoréw analitycznych, na podstawie [10]
Fig. 6. Bimoment chart — comparison of MES resaitsanalytic approach, based on [10]

Widoczna jest bardzo dobra zgod@avynikéw otrzymanych z programu
MES opracowanego na podstawie sformutowania praedishego w niniejszej
pracy oraz rozwizan analitycznych z pracy [10]. W analizowanych pragddch
wzgledne r@nice nie przekraczaj0,25%.

3.2. Getno-skretna utrata stateczndgci pretow kotowych

Rozpatrzmy pgt kotowy zakrzywiony w ptaszczyie prostopadtej do wer-
soraA: (rys. 1,B = Kz= 0, Kz = 1/R,). Pomijamy wptyw przemieszciaev ptasz-
czyznie tuku (U = vz = 6= 0). Warunek gitno-sketnej utraty stateczroi cien-
kosciennych pgtéw kotowych maemy zapisaw formie:

Ay, =l + Ay, + Ay =0 (29)

Wyrazy w roéwnaniu (29) zalee od liniowej czsci uogolnionych odksztatée
przedstawimy nagpujaco:

Ay = I,_ (Kg Elgzky +PUEI,pY)dS (30)
Ay = I,_ d, Gl b dS +I,_ (V2 GAYo + O, GD,, Py )dS (31)
ka =050 — K¢ (32a)

b, =¢® +K,6, Yo = =6 +V§), Pu =bL =P (32b-d)
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Wzory (32a+d) otrzymano na podstawie zaldci wyprowadzonych
w pracy Bijak, Kotodziej [7]. Ostatni czton rownan(29) wynika z efektéw nie-
liniowych:

Ay :J‘L(N&N + Mk, )dS (33)

ey =(v)12+i2b7 12, Koy =080 —K,(6212+¢%12) (34a, b)

gdzie:en , kon — g nieliniowymi czsciami uogélnionych odksztatae, ko.

Jezeli przyjmiemy hipoteg Bernoulliego dla zginania i Wiasowa dla gkr
cania otrzymamy naghujace wzory na uogoélnione odksztatcenia [7]:

Ya =0, Pw =0 (35a, b)
6y = v, ks =V =@ /R,, p=b =¢® +v{/R, (36ac)

Calkujc przez cesci rownanie (29), zmodyfikowane za pomaaleznoici
(35), (36), otrzymujemy rownaniasdiczkowe odpowiadage rownaniom (17),
(18) w pracy Pi, Bradford [11].

4. \Wnioski

W 3-weztowym elemencie izoparametrycznym catkowanie zkediane
dla dwoch punktow Gaussa (Hughes [9]) pozwala uikaw. ,blokady” sci-
nania i skecania. Dz¢ki temu rozwizanie numeryczne ma bardzo dphbiez-
nos¢ do wynikow analitycznych. Prezentowane sformutoegest bardzo ela-
styczne i mana je w prosty sposéb wykorzyétdo rozwizania rénych szcze-
gbtowych zagadnie zwigzanych z mechanikpretow cienkdciennych (np. sta-
teczndci pocztkowej tukéw kotowych).

W poprzedniej pracy autorow [7] przyp wzory na odksztatcenia na pod-
stawie teorii aywanej przez system Abaqus [12], upraszgzg¢ dla zakresu
matych obrotéw przekroju. W przypadkueta idealnego prezentowane sformu-
towanie pokrywa si z wynikami pracy [7]. Ma jednake tprzewag nad po-
przednim,ze na jej podstawie mioa w prosty sposob analizogvarety z imper-
fekcjami geometrycznymi. W tym przypadku(S) # 1, 12(S) # 0, I3(S) # 0
(por. (19)).
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BISYMMETRIC CURVED THIN-WALLED RODS

Summary

In the paper it was presented nonlinear theorynitfally twisted and bended thin walled
rods in three dimensional space. Theory was basisnplementation of computer program, which
employs 3-node isoparametric finite element witlueed numerical integration (Gaussian inte-
gration at 2 points). In numerical examples, ciacubds were analyzed in a linear range for two
boundary conditions: 1) circular arch with forkkalisupports at the ends 2) fully restrained canti-
lever. Result were compared then with analytic smhst and good consistency was observed.
On the other hand, additional assumption of Bernloyliothesis for bending and Wlasov theory
for twisting allows for easy derivation of differtéad equations of lateral-torsional buckling for
circular arches. Expressions for generalized strame formulated in a manner which allows tak-
ing into consideration influence of geometric infpetions of the rods in the analysis.

Keywords: space-curved thin-walled rods, bisymmetric crassiens, second-order approxima-
tions of finite rotations, Reissner model, isoparaiméormulation, circular arch, analytic solution
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