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Streszczenie 
 
Przedmiotem artykułu jest zaprezentowanie modelu matematycznego krystalizacji równoosiowej. W tym celu został stworzony aparat 
matematyczny pozwalający na opis pola stężenia danego pierwiastka w niesferycznym Elementarnym Polu Mikrodyfuzji (EPMD) na 
przykładzie przemiany eutektycznej i perytektycznej w stopie Fe-C oraz przemiany perytektycznej w stopie Pb-Bi. Cechą 
charakterystyczną tego modelu jest uwzględnienie losowych kontaktów pomiędzy sąsiednimi EPMD, co powoduje powstanie 
niesferycznego kształtu tak krystalizujących ziaren. W celu opisania tak powstałych struktur zastosowano wielościany Voronoia. Ścianami 
takiej figury są fragmenty symetrycznych do odcinka łączącego dwa sąsiednie ziarna. Dokładny kształt tak powstałej bryły jest zależny od 
położenia najbliższych zarodków w stosunku do ziarna centralnego. Struktura taka powstaje podczas natychmiastowego zarodkowania 
ziaren i ich sferycznego wzrostu i została nazwana Uśrednionym Wielościanem Voronoia. 
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1. Wprowadzenie 
 
Większość zaawansowanych mikromodeli wzrostu ziaren 

równoosiowych podczas krystalizacji, stosowanych do symulacji 
wzrostu jednofazowego, przemiany perytektycznej lub eutektycz-
nej o strukturze typu żeliwa z grafitem kulkowym, pozwala na 
jednoczesne uwzględnienie zjawiska dyfuzji zarówno w zanikają-
cej fazie ciekłej, jak i w fazie stałej (tzw. dyfuzja wsteczna). 
Modele te najczęściej bazują się na sferycznym kształcie Elemen-
tarnego Pola Mikro-Dyfuzji (EPMD) [1-5]. Niestety, ze względu 
na pomięcie odchylenia kształtu EPMD od idealizowanego kształ-
tu sferycznego w miarę oddalania się od środka ziarna, co jest 
wywołane przez kontakty z sąsiednimi ziarnami, odwzorowanie 

rozkładu składu chemicznego wzdłuż promienia ziarna pogarsza 
się w miarę zwiększenia odległości od środka ziarna.   

Równoosiowa struktura ziaren, powstająca podczas krystali-
zacji stopu, może być opisana za pomocą wielościanów Voronoia. 
Podziałem przestrzeni na wieloboki Voronoi nazywa się taki 
podział obszaru zawierającego zbiór n punktów, nazywanych 
dalej środkami komórek, na n obszarów wielobocznych w taki 
sposób, że każdy punkt w dowolnym z tych wieloboków znajduje 
się bliżej określonego środka ze zbioru n punktów, niż od pozo-
stałych n-1 punktów. Utworzone w ten sposób wieloboki mają 
nazwę wieloboków lub komórek Voronoia, a procedura podziału 
jest nazywana teselacją Voronoia. 

Ścianami wieloboków Voronoia są wycinki lokalnych 
płaszczyzn symetrii wytyczonych dla par najbliższych środków 
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komórek. Wskazują one miejsca, gdzie ziarna pierwotnie kuliste, 
rosnące z jednakową szybkością, stykają się ze sobą.  

Przykład takiego podejścia w dwuwymiarowym modelu 
procesu krystalizacji został przedstawiony w pracach [6, 7]. 
Dyfuzja składników podczas krystalizacji w tych pracach była 
analizowany w obszarach trójkątnych tworzonych przez połą-
czenie wierzchołków komórki Voronoia z miejscem zarodko-
wania ziarna (jej środkiem). Podobne podejście zostało 
zastosowane też w przestrzeni trójwymiarowej, gdzie zamiast 
wieloboków były użyte wielościany Voronoia [8]. Modele 
krystalizacji oparte na diagramach Voronoia można również 
znaleźć w pracach [9,10].  

 
 

2. Opis modelu 
 
W proponowanym modelu zakłada się, że wewnątrz obszaru 

EPMD, w dowolnym punkcie i w dowolnym momencie czasu 
stężenie danego pierwiastka C może być opisane jako funkcja 
odległości od środka EPMD (zarodka) r i czasu τ. 

 
    ,, rfrC  (1) 

 
Oznacza to, że strumienie dyfuzyjne są skierowane promie-

niowo, podczas gdy strumienie boczne są pomijane. Założony 
również został zerowy strumień dyfuzyjny przez zewnętrzne 
granice EPMD, czyli przez granice oddzielające od siebie sąsied-
nie ziarna. Zależności matematyczne i cechy tej bryły niezbędne 
do rozwiązania problemu jednowymiarowego zjawiska 
mikrodyfuzji składników w EPMD, wyznaczono na podstawie 
statystycznej teorii krystalizacji Kolmogorova [11]. Zgodnie z tą 
teorią, w przypadku natychmiastowego zarodkowania n ziaren 
w jednostce objętości i ich sferycznego wzrostu z jednakową (ale 
niekoniecznie stałą) prędkością, objętość materiału znajdującego 
się w odległości nie przekraczającej r od miejsca zarodkowania, 
można wyznaczyć za pomocą następującej zależności: 
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gdzie: n – liczba ziaren przypadająca na jednostkę objętości. 

Funkcja ta opisuje średnią objętość, która została nazwana 
jako objętość wewnętrzna Uśrednionego Wielościanu Voronoia 
(UWV).  

Pole powierzchni, oddzielającej wewnętrzną część UWV V(r) 
od jego części zewnętrznej, bardziej oddalonej od miejsca zarod-
kowania, może zostać opisane jako: 
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Zgodnie z zależnością (2) dla małego promienia r objętość 

wewnętrzna UWV zbliżona jest do objętości kuli o tym samym 
promieniu. Natomiast, wraz ze wzrostem promienia ziarna r 
objętość kuli o tym promieniu będzie rosła do nieskończoności, 
natomiast objętość wewnętrzna UWV będzie dążyć do 1/n (patrz 
rys. 1a). Tak samo, jak w przypadku objętości wewnętrznej, dla 

małej wartości promienia r, pole powierzchni oddzielającej 
zbliżone jest do powierzchni kuli o tym samym promieniu, 
Natomiast, gdy promień ziarna rośnie, powierzchnia rozdzielająca 
kule rośnie do nieskończoności, ale powierzchnia oddzielająca 
obszar wewnętrzny UWV od części zewnętrznej dąży do zera 
(rys.1 b). 
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 Względny promień EPMD R = r/RVP 

Rys.1. Względna objętość wewnętrzna (a) i względna 
powierzchnia oddzielająca w UWV, dla kształtu sferycznego 

(linia przerywana) i UWV (linia ciągła) w funkcji względnego 
promienia [12, 13] 

 
Dokładny opis modelu można znaleźć w pracy [14]. Przykład 

zastosowania takiego modelu do celów analizy rozkładu węgla 
wzdłuż promienia ziarna eutektycznego w żeliwie z grafitem 
kulkowym przedstawiono w pracy [15]. 

 
 

3. Wyniki modelowania 
 

Symulacje komputerowe z użyciem zaproponowanego 
modelu matematycznego zostały przeprowadzone dla stopu 
nadperytektycznego Pb-Bi oraz dla stopu podwójnego Fe-C o 
dwóch różnych składach początkowych równych punktowi 
perytektycznemu i eutektycznemu.  

 Wyniki symulacji dla stopu Pb-Bi skonfrontowano 
z wynikami eksperymentów. 
 
 
3.1. Modelowanie rozkładu bizmutu w stopie 
Pb-Bi 
 

Modelowanie zostało przeprowadzone dla stopu nadperytek-
tycznego Pb-32% mas. Bi. z użyciem parametrów przedstawio-
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nych w tab. 1. W obliczeniach przyjęto krok siatki przestrzennej 
równy 1 μm. Wyniki symulacji uzyskane z modelowania zostały 
pokazane na rys. 2 i rys. 3. 

Szybkość odprowadzania ciepła, zastosowana w symulacji 
komputerowej, została określona na podstawie prawa Newtona  
wraz z uwzględnieniem liniowej zależności od czasu wartości 
współczynnika przenikania ciepła: 

 
   OTTaaT  10'  (4) 

 
gdzie: T – temperatura próbki; °C, T0 – temperatura otoczenia 
(20°C); a0, a1 – współczynniki wyznaczone doświadczalnie,  
a0 = -7.87∙10-5 s-1, a1 = 1.3810-9 s-2. 
 

Współczynniki a0 i a1 zostały wyznaczone za pomocą metody 
najmniejszych kwadratów na podstawie pomiarów 
temperaturowych. Rysunek 2 a) przedstawia pozycję interfejsu 
pomiędzy fazą stałą (faza Pb) a cieczą po rozpoczęciu 
krystalizacji, jak również pozycję granicy międzyfazowej 
pomiędzy fazą perytektyczną ε a zanikającą cieczą oraz pomiędzy 
fazą pierwotną Pb (która również zanika) a fazą perytektyczną w 
funkcji czasu. Na rys. 2 b) przedstawiona natomiast została 
zmiana objętości poszczególnych faz w funkcji czasu. 

 
Tabela 1. 
Termofizyczne parametry użyte w modelowaniu 

Współczynnik dyfuzji bizmutu w: m2/s Źródło 
– cieczy DL 1.3∙10-9 [16] 
– fazie ε Dε 1∙10-14 [17] 

– fazie Pb DPb 1∙10-14 [17] 
Entalpia przemiany fazowej: J/m3 

– ciecz w fazę Pb ΔHL→Pb 6.0∙107 * 
– ciecz w fazę ε ΔHL→ε 5.7∙107 * 

– faza Pb w fazę ε ΔHPb→ε 5.8∙107 * 
Gęstość, kg/m3 

– cieczy ρL 10∙103 [19] 
– fazy ε ρε 9.8∙103  

– fazy Pb ρPb 11.3∙103 [19] 
Ciepło właściwe J/(m3∙K) 

– ciecz cv,L 1.38∙106 * 
– faza ε cv,ε 1.31∙106 * 

– faza Pb cv,Pb 1.33∙106 * 
* dane otrzymane za pomocą oprogramowania Thermo-CALC® 

 
Liniowa szybkość wzrostu fazy pierwotnej jest największa 

w początkowym etapie krystalizacji, ale wraz ze zwiększaniem 
się objętości fazy stałej jej szybkość maleje. Natomiast, szybkość 
wzrostu objętości zakrzepłej pozostaje praktycznie bez zmian. 
Tuż po rozpoczęciu przemiany perytektycznej można zaobser-
wować krótkie zwiększenie szybkości przemieszczania się inter-
fejsu ε/ciecz. Szybkość ta zmniejsza się wraz z czasem, co 
związane jest ze wzrostem grubości warstwy fazy ε. W tym 
samym czasie promień ziaren fazy pierwotnej zmniejsza się na 
skutek jego rozpuszczania się w fazie ε. 

Ilościowa analiza metalograficzna przeprowadzona metodą 
punktową wykazała, że udział objętościowy bizmutu w próbce 
zamrożonej w temperaturze 171.5°C jest równy 4.9%, a w próbce 
zamrożonej w temperaturze 120°C wynosi 2.53%. W tempe-

raturze eutektycznej faza ciekła jest w równowadze z czystym 
bizmutem i fazą ε o stężeniu 43.0 % Bi. Z reguły dźwigni, 
pomijając różnicę gęstości tych faz, można wyznaczyć udział 
objętościowy Bi w eutektyce w temperaturze eutektycznej. 
Wartość ta jest równa 0.22. Udziały objętościowe fazy stałej 
obecnej w próbkach przed rozpoczęciem krystalizacji eutekty-
cznej "faza ε – Bi” obliczone na podstawie tego parametru dla 
temperatury zamrożenia próbek 171.5°C i dla temperatury 
równowagi eutektycznej 125°C pokazane zostały na rys 2 b). 
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Rys. 2. Pozycja granic międzyfazowych w funkcji czasu (a) 
oraz zmiany udziałów objętościowych poszczególnych faz 

podczas krystalizacji pierwotnej i przemiany perytektycznej 
(b); linie – wyniki symulacji, punktami oznaczono wyniki 

doświadczalne. 
 
Na rys. 3 a) zostały pokazane wyniki symulacji rozkładu 

stężenia Bi wzdłuż promienia EPMD dla następującej tempe-
ratury: 
184.6°C – przed zakończeniem krystalizacji pierwotnej (powyżej 

przemiany perytektycznej), 
171.6°C – po zamrożeniu w wodzie, 
146.9°C – po zamrożeniu w wodzie,   
125.0°C – temperatura przemiany perytektycznej. 

Funkcja gęstości prawdopodobieństwa (rys. 3b) opisuje 
względną częstotliwość występowania obszarów z określoną 
zawartością Bi w próbce. Zgodnie z tym wykresem najwięcej 
miejsc o tym samym stężeniu znajduje się w odległości 83.8 μm 
od środka EPMD. Natomiast z wykresu dystrybuanty można 
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odczytać, że całkowity udział fazy stałej w temperaturze 
przemiany eutektycznej równy jest 85%.  
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Odległość od środka EPMD, µm 
Rys. 3. Rozkład stężenia bizmutu pod koniec krystalizacji 
pierwotnej (184.6°C), w trakcie przemiany perytektycznej 

(171.6°C i 146.9°C ) oraz w temperaturze przemiany 
eutektycznej (125°C) (a), wraz z rozkładem funkcji gęstości 

prawdopodobieństwa oraz dystrybuantą (b) w funkcji 
odległości od środka komórki 

 
 

3.2. Modelowanie rozkładu węgla w  stopie Fe-
C krystalizującego z przemianą eutektyczną 
 

Modelowanie zostało przeprowadzone dla stopu eutektyczne-
go Fe-C. Parametry termofizyczne dwuskładnikowego stopu Fe-C 
zastosowane w symulacji przedstawiono w tabeli 2. 

W obliczeniach dyfuzji węgla przyjęto krok siatki 
przestrzennej 1 µm. Założono również typową dla żeliwa 
z grafitem kulkowym gęstość ziaren n = 2∙1013 m-3. Zgodnie 
z zależnością zaprezentowaną w pracy [14] dla tej gęstości ziaren 
i stałej zaokrąglenia ε = 1∙10-3 wyznaczono promień charaktery-
styczny EPMD RUWV = 44 μm.  

Założono, że szybkość zmian temperatury jest opisana 
następującym równaniem:  

 
  310307.5exp082.5 cQ  (5) 

 
gdzie: c – objętościowe ciepło właściwe stopu J∙m-3K-1. 

 
Przyjęta powyżej szybkość odprowadzania ciepła jest typową 

wartością dla odlewu żeliwa z grafitem kulkowym o grubości 
ścianki 9 mm.  

 

Tabela 2. 
Termofizyczne parametry użyte w modelowaniu przemiany 
eutektycznej stopu Fe-C 

Współczynnik dyfuzji węgla, m2/s: Źródło 
– w cieczy DL 1.25∙10-9 [18] – w austenicie Dγ 1.67∙10-10 

Entalpia przemiany fazowej: J/m3 
– cieczy w austenit ΔHL→Pb 1.97∙109 [19] – austenitu w grafit ΔHL→ε 8.8∙105 

Gęstość, kg/m3 
– cieczy ρL 7.0∙103 [20] – austenitu ργ 7.3∙103 
– fazy Pb ρgr 2.2∙103 [19] 

Ciepło właściwe J/(m3∙K) 
– cieczy cL 5.6∙106 [19] 

– austenitu cγ 5.84∙106 [20] 
– grafitu cgr 1.78∙106 [19] 

 
Na rys. 4 została przedstawiona zmiana pozycji interfejsów 

austenit-ciecz i grafit-austenit, natomiast szybkość przemieszcza-
nia się tych interfejsów jest przedstawiona na rys. 6.  

Na rys. 5 można również zauważyć charakterystyczne przy-
śpieszenie szybkości przemieszczania się interfejsu austenit-ciecz 
pod koniec procesu krystalizacji. Wynik ten jest zgodny 
z zauważonym w literaturze zjawiskiem tworzenia się zabielenia 
w węzłach cieplnych odlewów żeliwnych [21]. 

 
 

3.3. Modelowanie rozkładu węgla w stopie Fe-
C krystalizującego z przemianą perytektyczną 
 

Wyniki symulacji dla staliwa o składzie perytektycznym 
(0,17% mas. C) pokazane są na rys. 6 i 7. Na rys. 6 przedstawione 
zostały zmiany odległości interfejsów międzyfazowych od środka 
UWV zarówno podczas krystalizacji pierwotniej, dla rosnącego 
ziarna ferrytu (α/L), jak i podczas przemiany perytektycznej, 
podczas której następuje rozpuszczanie się ziaren ferrytu (δ/α) 
oraz wzrost otoczki austenitu (γ/L). Natomiast na rys. 7 zostały 
przedstawione zmiany udziałów objętościowych poszczególnych 
faz w trakcie całego procesu krystalizacji. 
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Rys. 4. Zmiany pozycji interfejsów w funkcji czasu 

uzyskane z modelowani eutektycznego stopu Fe-C [22] 
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Rys. 5. Szybkości przemieszczania się poszczególnych granic 
uzyskane z modelowani eutektycznego stopu Fe-C [22] 
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Rys. 6. Zmiany pozycji interfejsów w funkcji czasu uzyskane 

z modelowani eutektycznego stopu Fe-C [13] 
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Rys. 7. Szybkości przemieszczania się poszczególnych 

granic uzyskane z modelowani eutektycznego stopu Fe-C 
[13] 

 
 

4. Wnioski 
 

1. Opracowany został model matematyczny, algorytm obli-
czeniowy oraz program komputerowy pozwalający na 
symulację pola stężenia składnika w ziarnach 
równoosiowych podczas krystalizacji kontrolowanej przez 
dyfuzję.  

2. Dzięki zastosowanemu podejściu możliwe było ujęcie dy-
fuzji zarówno w zanikającej fazie macierzystej, jak i tzw. 
efektu wstecznej dyfuzji w obrębie ziaren produktów 
przemian fazowych. Zaproponowany model pozwala na 
symulację krystalizacji jednofazowej oraz krystalizacji 

perytektycznej lub eutektycznej bez sprzężonego wzrostu 
faz. 

3. Wykazano możliwość zastosowania proponowanego mode-
lu dla symulacji krystalizacji eutektycznej w stopie typu 
żeliwa z grafitem kulkowym oraz dla symulacji krystalizacji 
perytektycznej w stopach Fe-C, jak również do 
modelowanie przemiany perytektycznej w stopie Pb-Bi. 
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Modeling of Diffusion-Controlled Growth of 
Equiaxed Grains Using Averaged Voronoi 

Polyhedron 
Abstract 

The aim of the paper is to present a mathematical model of the equiaxed grains growth. This model describes the solute concentration 
field in the real-shape Elementary Diffusion Micro-Field (EMDF) during the solidification of equaxed grains. Model can be used for 
different solidification mechanism: single-phase solidification, eutectic nodular graphite iron or  peritectic solidification. A characteristic 
feature of the used model is an accounting of the realistic shape of the equiaxed grains as a result of the stochastic contacts between 
adjacent grains. For a description of polycrystalline structures in the simulation the Voronoi polyhedrons are used. In this case, the walls of 
this polyhedron are fragments of planes perpendicular to the segments joining the "nuclei" and dividing these segments into two equal 
parts. The specific shape and volume of these polyhedra, as well as the number of faces and edges depend on the distribution of the nearest 
neighbouring "nuclei". Structure of this type is formed in the case of an immediate nucleation of the grains and their spherical growth at an 
equal rate. The shape of such a grain is called Averaged Voronoi Polyhedron (AVP). 
 


