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Streszczenie

Przedmiotem artykutu jest zaprezentowanie modelu matematycznego krystalizacji rownoosiowej. W tym celu zostal stworzony aparat
matematyczny pozwalajacy na opis pola st¢zenia danego pierwiastka w niesferycznym Elementarnym Polu Mikrodyfuzji (EPMD) na
przyktadzie przemiany eutektycznej i perytektycznej w stopie Fe-C oraz przemiany perytektycznej w stopie Pb-Bi. Cecha
charakterystyczna tego modelu jest uwzglednienie losowych kontaktow pomigdzy sasiednimi EPMD, co powoduje powstanie
niesferycznego ksztattu tak krystalizujacych ziaren. W celu opisania tak powstatych struktur zastosowano wielociany Voronoia. Scianami
takiej figury sa fragmenty symetrycznych do odcinka faczacego dwa sasiednie ziarna. Doktadny ksztalt tak powstatej bryly jest zalezny od
potozenia najblizszych zarodkéw w stosunku do ziarna centralnego. Struktura taka powstaje podczas natychmiastowego zarodkowania
ziaren i ich sferycznego wzrostu i zostala nazwana Usrednionym Wieloscianem Voronoia.

Stowa kluczowe: Modelowanie, Krystalizacja rownoosiowa, Dyfuzja, Wielo§ciany Voronoia, Segregacja

1. Wprowadzenie rozktadu sktadu chemicznego wzdluz promienia ziarna pogarsza
si¢ w miarg zwigkszenia odlegtosci od srodka ziarna.

Roéwnoosiowa struktura ziaren, powstajaca podczas krystali-
zacji stopu, moze by¢ opisana za pomoca wieloscianow Voronoia.
Podziatem przestrzeni na wieloboki Voronoi nazywa sig taki
podzial obszaru zawierajacego zbiér n punktow, nazywanych
dalej srodkami komorek, na n obszaréw wielobocznych w taki
sposob, ze kazdy punkt w dowolnym z tych wielobokow znajduje
si¢ blizej okreslonego $rodka ze zbioru n punktéw, niz od pozo-
statych n-1 punktéow. Utworzone w ten sposob wieloboki maja
nazwe wielobokow lub komorek Voronoia, a procedura podziatu
jest nazywana teselacja Voronoia.

Scianami wielobokéw Voronoia sa wycinki lokalnych
plaszczyzn symetrii wytyczonych dla par najblizszych $rodkow

Wigkszo$¢ zaawansowanych mikromodeli wzrostu ziaren
réwnoosiowych podczas krystalizacji, stosowanych do symulacji
wzrostu jednofazowego, przemiany perytektycznej lub eutektycz-
nej o strukturze typu zeliwa z grafitem kulkowym, pozwala na
jednoczesne uwzglednienie zjawiska dyfuzji zaréwno w zanikaja-
cej fazie cieklej, jak iw fazie stalej (tzw. dyfuzja wsteczna).
Modele te najczgsciej bazuja sig na sferycznym ksztatcie Elemen-
tarnego Pola Mikro-Dyfuzji (EPMD) [1-5]. Niestety, ze wzgledu
na pomigcie odchylenia ksztattu EPMD od idealizowanego ksztal-
tu sferycznego w miar¢ oddalania si¢ od srodka ziarna, co jest
wywotane przez kontakty z sasiednimi ziarnami, odwzorowanie
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komorek. Wskazuja one miejsca, gdzie ziarna pierwotnie kuliste,
rosnace z jednakowa szybkoscia, stykaja si¢ ze soba.

Przyktad takiego podejscia w dwuwymiarowym modelu
procesu krystalizacji zostal przedstawiony w pracach [6, 7].
Dyfuzja skladnikow podczas krystalizacji w tych pracach byta
analizowany w obszarach trdjkatnych tworzonych przez pola-
czenie wierzchotkow komodrki Voronoia z miejscem zarodko-
wania ziarna (jej Srodkiem). Podobne podejscie zostato
zastosowane tez w przestrzeni trojwymiarowej, gdzie zamiast
wielobokow byly uzyte wieloSciany Voronoia [8]. Modele
krystalizacji oparte na diagramach Voronoia mozna réwniez
znalez¢ w pracach [9,10].

2. Opis modelu

W proponowanym modelu zaklada sig, ze wewnatrz obszaru
EPMD, w dowolnym punkcie i w dowolnym momencie czasu
stezenie danego pierwiastka C moze by¢ opisane jako funkcja
odleglosci od srodka EPMD (zarodka) 7 i czasu t.

C(r,t)= f(r,ﬂ:) (1)

Oznacza to, ze strumienie dyfuzyjne sa skierowane promie-
niowo, podczas gdy strumienie boczne sa pomijane. Zalozony
réwniez zostal zerowy strumien dyfuzyjny przez zewngtrzne
granice EPMD, czyli przez granice oddzielajace od siebie sasied-
nie ziarna. Zalezno$ci matematyczne i cechy tej bryly niezbgdne
do rozwiazania problemu jednowymiarowego zjawiska
mikrodyfuzji sktadnikow w EPMD, wyznaczono na podstawie
statystycznej teorii krystalizacji Kolmogorova [11]. Zgodnie z ta
teoria, w przypadku natychmiastowego zarodkowania n ziaren
w jednostce objetosci i ich sferycznego wzrostu z jednakowa (ale
niekoniecznie stala) predkoscia, objgtos¢ materiatu znajdujacego
si¢ w odlegtosci nie przekraczajacej » od miejsca zarodkowania,
mozna wyznaczy¢ za pomoca nastgpujacej zaleznosci:

V(r):%[l_exp(_ngjj @)

gdzie: n — liczba ziaren przypadajaca na jednostke objgtosci.
Funkcja ta opisuje $rednia objgtos$¢, ktora zostala nazwana
jako objgtos¢ wewnetrzna Usrednionego Wielo$cianu Voronoia
owv).
Pole powierzchni, oddzielajacej wewnetrznag czes¢ UWV V(r)
od jego czgsci zewngtrznej, bardziej oddalonej od miejsca zarod-
kowania, moze zosta¢ opisane jako:

F(r): dV(r) =4’ -exp(—:nnr3j (3)

r

Zgodnie z zaleznoscia (2) dla malego promienia r objgtos¢
wewngtrzna UWV zblizona jest do objgtosci kuli o tym samym
promieniu. Natomiast, wraz ze wzrostem promienia ziarna r
objetos¢ kuli o tym promieniu bedzie rosta do nieskonczonosci,
natomiast objgtos¢ wewngtrzna UWV bedzie dazy¢ do 1/n (patrz
rys. la). Tak samo, jak w przypadku objgtosci wewngtrznej, dla

malej wartosci promienia », pole powierzchni oddzielajacej
zblizone jest do powierzchni kuli o tym samym promieniu,
Natomiast, gdy promien ziarna ro$nie, powierzchnia rozdzielajaca
kule ro$nie do nieskonczonosci, ale powierzchnia oddzielajaca
obszar wewngtrzny UWV od czg$ci zewngtrznej dazy do zera

(rys.1 b).
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Rys.1. Wzgledna objgtos¢ wewnetrzna (a) 1 wzgledna
powierzchnia oddzielajaca w UWV, dla ksztattu sferycznego
(linia przerywana) i UWYV (linia ciagta) w funkcji wzglednego
promienia [12, 13]

Doktadny opis modelu mozna znalez¢é w pracy [14]. Przyktad
zastosowania takiego modelu do celéw analizy rozkladu wegla
wzdluz promienia ziarna eutektycznego w zeliwie z grafitem
kulkowym przedstawiono w pracy [15].

3. Wyniki modelowania

Symulacje komputerowe =z uzyciem zaproponowanego
modelu matematycznego zostaly przeprowadzone dla stopu
nadperytektycznego Pb-Bi oraz dla stopu podwojnego Fe-C o
dwoch roéznych skladach poczatkowych réwnych punktowi
perytektycznemu i eutektycznemu.

Wyniki symulacji dla stopu Pb-Bi
z wynikami eksperymentow.

skonfrontowano

3.1. Modelowanie rozkladu bizmutu w stopie
Pb-Bi

Modelowanie zostalo przeprowadzone dla stopu nadperytek-
tycznego Pb-32% mas. Bi. z uzyciem parametréw przedstawio-
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nych w tab. 1. W obliczeniach przyjeto krok siatki przestrzennej
réwny 1 pm. Wyniki symulacji uzyskane z modelowania zostaly
pokazane na rys. 2 i rys. 3.

Szybkos¢ odprowadzania ciepla, zastosowana w symulacji
komputerowej, zostata okreslona na podstawie prawa Newtona
wraz z uwzglednieniem liniowej zalezno$ci od czasu wartosci
wspolczynnika przenikania ciepta:

T'=(a, +a,1)-(T-T,) 4

gdzie: T — temperatura probki; °C, T, — temperatura otoczenia
20°C); a,, a, — wspolczynniki wyznaczone doswiadczalnie,

0 4 po1CZyn Wy
a,=-7.8710"s", a, = 1.38107 5.

Wspotczynniki a, i a, zostaty wyznaczone za pomocg metody
najmniejszych ~ kwadratow  na  podstawie = pomiarow
temperaturowych. Rysunek 2 a) przedstawia pozycje interfejsu
pomigdzy faza stala (faza Pb) a ciecza po rozpoczgciu
krystalizacji, jak rowniez pozycj¢ granicy migdzyfazowej
pomigdzy faza perytektyczng € a zanikajaca ciecza oraz pomigdzy
faza pierwotna Pb (ktora rowniez zanika) a faza perytektyczna w
funkcji czasu. Na rys. 2 b) przedstawiona natomiast zostata
zmiana objgtosci poszczegdlnych faz w funkcji czasu.

Tabela 1.
Termofizyczne parametry uzyte w modelowaniu

Wspotczynnik dyfuzji bizmutu w: m”/s Zrodio
— cieczy D, 13107 [16]
— fazie & D, 1-10™ [17]
— fazie Pb Dpy 1-10™ [17]
Entalpia przemiany fazowej: J/m’
— ciecz w fazg Pb AH _pp 6.0-107 *
— ciecz w faze € AH; 5.7-107 *
— faza Pb w faze € AHpy_; 5.8:10 *
Gestose, kg/m3
— cieczy pL 10-10° [19]
—fazy ¢ Ds 9.8:10°
— fazy Pb Drb 11.3-10° [19]
Ciepto wiasciwe J/(m’’K)
— ciecz CyL 1.38-10° *
—faza g Cye 1.31-10° *
— faza Pb Cuph 1.33-10° *

* dane otrzymane za pomoca oprogramowania Thermo-CALC®

Liniowa szybko$¢ wzrostu fazy pierwotnej jest najwigksza
w poczatkowym etapie krystalizacji, ale wraz ze zwigkszaniem
si¢ objetosci fazy stalej jej szybko§¢ maleje. Natomiast, szybkos¢
wzrostu objgtosci zakrzeplej pozostaje praktycznie bez zmian.
Tuz po rozpoczgeiu przemiany perytektycznej mozna zaobser-
wowac krotkie zwigkszenie szybkosci przemieszczania sig inter-
fejsu e/ciecz. Szybko$¢ ta zmniejsza si¢ wraz zczasem, coO
zwigzane jest ze wzrostem grubosci warstwy fazy . W tym
samym czasie promien ziaren fazy pierwotnej zmniejsza si¢ na
skutek jego rozpuszczania si¢ w fazie €.

llosciowa analiza metalograficzna przeprowadzona metoda
punktowa wykazata, ze udzial objgtosciowy bizmutu w probce
zamrozonej w temperaturze 171.5°C jest rowny 4.9%, a w probce
zamrozonej w temperaturze 120°C wynosi 2.53%. W tempe-

raturze eutektycznej faza ciekla jest w rownowadze z czystym
bizmutem i faza & ostgzeniu 43.0 % Bi. Z reguly dzwigni,
pomijajac roznicg ggstosci tych faz, mozna wyznaczy¢ udziat
objgtosciowy Bi w eutektyce w temperaturze eutektycznej.
Wartos¢ ta jest rowna 0.22. Udzialy objetosciowe fazy stalej
obecnej w probkach przed rozpoczeciem krystalizacji eutekty-
cznej "faza € — Bi” obliczone na podstawie tego parametru dla
temperatury zamrozenia probek 171.5°C i dla temperatury
réwnowagi eutektycznej 125°C pokazane zostaty na rys 2 b).
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Rys. 2. Pozycja granic migdzyfazowych w funkcji czasu (a)
oraz zmiany udzialow objgtosciowych poszczegoélnych faz
podczas krystalizacji pierwotnej i przemiany perytektycznej
(b); linie — wyniki symulacji, punktami oznaczono wyniki
dos$wiadczalne.

Na rys. 3 a) zostaly pokazane wyniki symulacji rozktadu
stezenia Bi wzdluz promienia EPMD dla nastgpujacej tempe-
ratury:
184.6°C — przed zakonczeniem krystalizacji pierwotnej (powyzej

przemiany perytektycznej),
171.6°C — po zamrozeniu w wodzie,
146.9°C — po zamrozeniu w wodzie,
125.0°C — temperatura przemiany perytektycznej.

Funkcja ggstosci prawdopodobienstwa (rys. 3b) opisuje
wzgledna czgstotliwo$¢ wystgpowania obszaré6w  z okreslong
zawartoscia Bi w probce. Zgodnie z tym wykresem najwigcej
miejsc o tym samym stgzeniu znajduje si¢ w odlegtosci 83.8 pm
od $rodka EPMD. Natomiast z wykresu dystrybuanty mozna

ARCHIVES of FOUNDRY ENGINEERING Volume 14, Special Issue 3/2014, 15-20 17



odczytaé, ze calkowity udzial fazy stalej w temperaturze
przemiany eutektycznej rowny jest 85%.
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Rys. 3. Rozktad stgzenia bizmutu pod koniec krystalizacji
pierwotnej (184.6°C), w trakcie przemiany perytektycznej
(171.6°C i 146.9°C ) oraz w temperaturze przemiany
eutektycznej (125°C) (a), wraz z rozktadem funkcji ggstosci
prawdopodobienstwa oraz dystrybuanta (b) w funkcji
odleglosci od $rodka komorki

3.2. Modelowanie rozkladu wegla w stopie Fe-
C krystalizujacego z przemiang eutektyczng

Modelowanie zostato przeprowadzone dla stopu eutektyczne-
go Fe-C. Parametry termofizyczne dwusktadnikowego stopu Fe-C
zastosowane w symulacji przedstawiono w tabeli 2.

W obliczeniach dyfuzji wegla przyjeto krok siatki
przestrzennej 1 pm. Zatozono réwniez typowa dla Zeliwa
z grafitem kulkowym gesto$¢ ziaren n = 2:10" m™. Zgodnie
z zalezno$cia zaprezentowang w pracy [14] dla tej gestosci ziaren
1 stalej zaokraglenia € =1-10 wyznaczono promien charaktery-
styczny EPMD Rywy = 44 pm.

Zalozono, ze szybko$¢ zmian temperatury jest opisana
nastgpujacym rownaniem:

0=-5.082-c-exp(-5307-10" 1) (5)
gdzie: ¢ — objetosciowe ciepto wlasciwe stopu J-m>K ™.
Przyjeta powyzej szybko$¢ odprowadzania ciepta jest typowa

wartoécig dla odlewu zeliwa z grafitem kulkowym o grubosci
$cianki 9 mm.

Tabela 2.
Termofizyczne parametry uzyte w modelowaniu przemiany
eutektycznej stopu Fe-C

Wspotezynnik dyfuzji wegla, m’/s: Zrodio
— W cieczy Dy 1.25-107
L 0 (18]
— W austenicie D, 1.67-10
Entalpia przemiany fazowej: J/m’
— cieczy w austenit AH; _py, 1.97-10° [19]
— austenitu w grafit AH; _,, 8.8:10°
Gestose, kg/m3 .
— cieczy pL 7.0-10
— austenitu Py 7.3-10° [20]
— fazy Pb Par 2.2:10° [19]
Ciepto wiasciwe J/(m*K)
— cieczy oL 5.6:10° [19]
— austenitu c, 5.84-10° [20]
— grafity Cor 1.78-10° [19]

Na rys. 4 zostala przedstawiona zmiana pozycji interfejsow
austenit-ciecz i grafit-austenit, natomiast szybko$¢ przemieszcza-
nia sig tych interfejsow jest przedstawiona na rys. 6.

Na rys. 5 mozna rowniez zauwazy¢ charakterystyczne przy-
$pieszenie szybkosci przemieszczania si¢ interfejsu austenit-ciecz
pod koniec procesu krystalizacji. Wynik ten jest zgodny
z zauwazonym w literaturze zjawiskiem tworzenia si¢ zabielenia
w weztach cieplnych odlewow Zeliwnych [21].

3.3. Modelowanie rozkladu wegla w stopie Fe-
C krystalizujacego z przemiang perytektyczna

Wiyniki symulacji dla staliwa o skladzie perytektycznym
(0,17% mas. C) pokazane sa na rys. 6 i 7. Na rys. 6 przedstawione
zostaly zmiany odleglosci interfejsow migdzyfazowych od $rodka
UWV zaréwno podczas krystalizacji pierwotniej, dla rosnacego
ziarna ferrytu (o/L), jak i podczas przemiany perytektycznej,
podczas ktorej nastgpuje rozpuszczanie si¢ ziaren ferrytu (&/o)
oraz wzrost otoczki austenitu (y/L). Natomiast na rys. 7 zostaty
przedstawione zmiany udziatéw objgtosciowych poszczegdlnych
faz w trakcie catego procesu krystalizacji.
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Rys. 4. Zmiany pozycji interfejsow w funkcji czasu
uzyskane z modelowani eutektycznego stopu Fe-C [22]
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Rys. 5. Szybkosci przemieszczania sig poszczegdlnych granic

uzyskane z modelowani eutektycznego stopu Fe-C [22]
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Rys. 6. Zmiany pozycji interfejsow w funkcji czasu uzyskane

1.0

z modelowani eutektycznego stopu Fe-C [13]

0.8
IS
0.6 '(q_.i / )
c
\ 5
04 v £ <
A
0.2
0.0
0 50 100 150 200 250

Czas, s
Rys. 7. Szybkoéci przemieszczania si¢ poszczegdlnych
granic uzyskane z modelowani eutektycznego stopu Fe-C
[13]

4. Whnioski

1.
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Opracowany zostal model matematyczny, algorytm obli-
czeniowy oraz program komputerowy pozwalajacy na

symulacje  pola stezenia skladnika w  ziarnach
réwnoosiowych podczas krystalizacji kontrolowanej przez
dyfuzje.

Dzigki zastosowanemu podej$ciu mozliwe byto ujgcie dy-
fuzji zarowno w zanikajacej fazie macierzystej, jak i tzw.
efektu wstecznej dyfuzji w obrgbie ziaren produktow
przemian fazowych. Zaproponowany model pozwala na
symulacje¢ krystalizacji jednofazowej oraz krystalizacji

perytektycznej lub eutektycznej bez sprzgzonego wzrostu
faz.

Wykazano mozliwo$¢ zastosowania proponowanego mode-
lu dla symulacji krystalizacji eutektycznej w stopie typu
zeliwa z grafitem kulkowym oraz dla symulacji krystalizacji
perytektycznej w stopach Fe-C, jak rowniez do
modelowanie przemiany perytektycznej w stopie Pb-Bi.
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Modeling of Diffusion-Controlled Growth of
Equiaxed Grains Using Averaged Voronoi
Polyhedron

Abstract

The aim of the paper is to present a mathematical model of the equiaxed grains growth. This model describes the solute concentration
field in the real-shape Elementary Diffusion Micro-Field (EMDF) during the solidification of equaxed grains. Model can be used for
different solidification mechanism: single-phase solidification, eutectic nodular graphite iron or peritectic solidification. A characteristic
feature of the used model is an accounting of the realistic shape of the equiaxed grains as a result of the stochastic contacts between
adjacent grains. For a description of polycrystalline structures in the simulation the Voronoi polyhedrons are used. In this case, the walls of
this polyhedron are fragments of planes perpendicular to the segments joining the "nuclei" and dividing these segments into two equal
parts. The specific shape and volume of these polyhedra, as well as the number of faces and edges depend on the distribution of the nearest
neighbouring "nuclei". Structure of this type is formed in the case of an immediate nucleation of the grains and their spherical growth at an
equal rate. The shape of such a grain is called Averaged Voronoi Polyhedron (AVP).
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