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Streszczenie: W pracy przedstawiono analizy tzw. brazylijskiej próby ciskania walca 
dwoma liniowymi, równowacymi si obcieniami, przyłoonymi wzdłu tworzcych, 
pod ktem moliwoci prawidłowego wyznaczania wytrzymałoci na rozciganie. Analizy 
te zawieraj precyzyjnie wyznaczone pola napre, bez osobliwoci w miejscu przyłoenia 
siły, wyznaczenie naprenia krytycznego w wietle klasycznych oraz współczesnych 
kryteriów zniszczenia materiału kruchego oraz wyznaczenie połoenia punktu, w którym 
prawdopodobnie zostanie zainicjowana szczelina niszczca próbk. 

Słowa kluczowe: test „brazylijski”, mechanika betonu, mechanika skał, kryteria 
zniszczenia, wytenie materiału 

1. Wstp 
W pracy przedstawiono studia nad metod poredniego wyznaczania wytrzymałoci 

na rozciganie materiałów kruchych takich jak beton i skały. Najczciej tego typu badanie 
wykonuje si tzw. metod „brazylijsk”, przez cinicie walca na pobocznicy dwoma 
liniowymi równowacymi si obcieniami. Prostota tego testu i wygoda uycia rdzeni 
odwiertów jako próbek laboratoryjnych, uczyniły „metod brazylijsk” dominujc prób
wyznaczania wytrzymałoci na rozciganie skał naturalnych i betonu. Wytrzymało
materiału w tej próbie wyznacza si zwykle biorc maksymalne naprenie rozcigajce, 
osignite w momencie zniszczenia, jako miar tej cechy materiału. Naprenie to 
najczciej wyznacza si na podstawie rozwaania płaskiego zadania teorii sprystoci dla 
tarczy kołowej w płaskim stanie naprenia, ciskanej dwoma równowacymi si siłami 

działajcymi wzdłu rednicy, co daje:  max2
t

P
f

d hπ
= , gdzie Pmax jest sił niszczc próbk,  

d – rednic a h – wysokoci badanego walca. 
Wyznaczona w ten sposób wytrzymało na rozciganie wykazuje wartoci nisze ni

wyznaczana w bezporedniej próbie rozcigania. Powodem tego s nadmierne uproszczenia 
w wyznaczeniu pola napre oraz zaniedbanie wpływu napre ciskajcych, które maj
znaczcy wpływ na wytenie materiału. 

Problem okrelenia wytrzymałoci materiału i modułów sprystoci na podstawie 
wyników pomiarów wykonywanych w czasie próby brazylijskiej jest w dalszym cigu 
interesujcym tematem bada, co mona zaobserwowa w wielu pracach ukazujcych si
w czasopismach naukowych powiconym zagadnieniom mechaniki skał oraz betonu 
[1, 2, 3]. 
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Autorzy prezentowanej pracy podjli prób dokładniejszego wyznaczenia wytrzyma-
łoci na rozciganie przy wykorzystaniu testu brazylijskiego analizujc wytenie materiału 
na podstawie współczesnych oraz klasycznych warunków zniszczenia stosowanych 
w przypadku betonu jak i skał naturalnych. Przeanalizowano warunki Lame-Rankine’a, 
Coulomba-Mohra, Druckera-Pragera, Ottosena-Podgórskiego. 

2. Pole napre
Wyznaczenie wartoci napre w tarczy kołowej ciskanej wzdłu rednicy (Rys.1a) 

jest zagadnieniem klasycznym, rozwizanym w kocu XIX wieku przez Flamanda  
i Hertza [4].  
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Rys. 1. Zagadnienie ciskania tarczy kołowej – „próba brazylijska”, a) obcienie sił skupion,  
b) obcienie rozłoone wg Hondrosa 

Równania składowych tensora naprenia w kartezjaskim układzie współrzdnych 
wyrazi mona nastpujco [4, 5]: 
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Na Rys. 2 przedstawiono mapy pól napre w obszarach odpowiadajcych  
¼ ciskanego walca - w przypadku wykresu x , połowie walca w przypadku napre
ciskajcych y i stycznych τxy.  

Jak wida, w rodku przekroju (ξ=0, ζ=0) naprenia ciskajce y s co do wartoci 
bezwzgldnej 3 razy wiksze od napre rozcigajcych x, (y / x = −3). W punkcie 
przyłoenia siły skupionej wystpuj osobliwoci obu pól napre gdy y → -∞ , x → ∞. 
Wykresy tych napre w przekroju x = 0 przedstawione zostały na Rys. 3a. 

      
σx σy τxy

Rys. 2. Rozkład napre w tarczy kołowej ciskanej siłami skupionymi 

     
   a)     b) 
Rys. 3. Wykresy napre σx i σy w przekroju x = 0, a) dla obcienia skupionego, b) obcienia 
rozłoonego 

W rzeczywistym zadaniu obcienia walca, osobliwoci pól napre nie wystpuj, 
gdy zawsze mamy do czynienia z przyłoeniem cinienia na małym obszarze pobocznicy 
(Rys. 3b). Pole napre w tym przypadku wyznaczone zostało przez Hondrosa [1, 6] 
w postaci szeregu: 
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Rysunek 4 przedstawia izolinie pola napre a Rys. 3b wykres napre σx i σy

w przekroju x=0 tarczy kołowej obcionej cinieniem p, analogiczny do przedstawionego 
na Rys. 3a wykresu napre wywołanych działaniem siły skupionej. Widoczny jest tu brak 
osobliwoci w punkcie przyłoenia obcienia. W przypadku małej szerokoci „a” pasma 
obcionego cinieniem, rozkład napre w okolicach rodka tarczy nie odbiega znacznie 
od pokazanego na rys. 3a rozkładu σx i σy . 

    
σx σy τxy

Rys. 4. Izolinie składowych tensora naprenia w przypadku obcienia cigłego 

3. Kryteria zniszczenia materiału 

3.1. Kryterium Lame-Rankina 
Lame i Rankine przyjli załoenie, e o zniszczeniu materiału decyduje przekroczenie 

wytrzymałoci przez najwiksze naprenie główne: 

1c tf fσ≤ ≤ , 2c tf fσ≤ ≤ (3) 

Obwiedni graniczn tego warunku w obszarze „ciskanie-rozciganie” przedstawiono 
na rys.5 
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Rys. 5. Obwiednia warunku Lame-Rankina  

3.2. Kryterium Coulomba-Mohra 
Zgodnie z t hipotez o zniszczeniu decyduje maksymalne naprenie styczne, które 

przekracza warto kohezji powikszon o siły tarcia: 

max nc tgτ σ ϕ≤ − , (4) 

gdzie σn jest napreniem normalnym do płaszczyzny τmax , c oznacza kohezj a φ jest 

ktem tarcia wewntrznego. Wartoci parametrów c i tgφ wyznaczy mona na podstawie 
znanych wartoci wytrzymałoci na ciskanie – fc i rozciganie – ft .  
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Obwiedni graniczn warunku Coulomba-Mohra w obszarze 1 0σ ≤ , 2 0σ ≥   przed-
stawiono na rys. 6. 

-1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2
σ1 /fc

-0.2

0.0

0.2

Coulomb-Mohr
Test brazylijski

fc

ft

σ1 / fc

σ2 / fc

Rys. 6. Obwiednia warunku Coulomba-Mohra  

3.3. Kryterium Druckera-Pragera 
Warunek Druckera-Pragera [7] opiera si na analogicznej do kryterium Coulomba-

Mohra zalenoci wyraonej w postaci niezmienników w płaszczynie oktaedrycznej: 
τO ≤ c – b σO , (5) 

w równaniu tym σO = (σ1+ σ2+ σ3) / 3 jest rednim napreniem normalnym, 

22
3O
Jτ = jest oktaedrycznym napreniem stycznym, J2 oznacza 2-gi niezmiennik 

dewiatora naprenia , c i b s stałymi, które mona wyznaczy na podstawie znanych 
wartoci wytrzymałoci na ciskanie − fc i rozciganie − ft : 

( )
2 2

3 1cc f
η

=
+

, 12
1

b η
η

−=
+

, c tf fη = . 

Obwiedni graniczn warunku Druckera-Pragera w obszarze 1 0σ ≤ , 2 0σ ≥   przed-
stawiono na rys. 7. 
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Rys. 7. Obwiednia warunku Druckera-Pragera  
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3.4. Kryterium Ottosena-Podgórskiego (JP) 
Warunek Ottosena-Podgórskiego [7, 8] został zaproponowany w formie wyraajcej 

zaleno trzech alternatywnych zmienników tensora naprenia:  

( ) 2
0 0 1 0 2 0 0C C P J Cσ τ τ− + + = , (6)  

gdzie P(J) jest funkcj opisujc przekrój powierzchni granicznej płaszczyzn dewiatorow
σO = const. Ottosen [9, 10] zaproponował przyjcie tej funkcji w postaci: 

( ) ( )1
3cos arccosP J Jα= , analogicznej do funkcji generowanych przez warunki Ladego 

i Matsuoki [7].  Modyfikacja tej funkcji przez Podgórskiego [7, 8] pozwoliła lepiej 
dopasowa obwiedni powierzchni granicznej do danych dowiadczalnych dla betonu 
i jednoczenie uogólniła warunek tak aby obejmował on klasyczne warunki Tresca’i 
i Coulomba-Mohra: ( ) ( )( )1

3cos arccosP J Jα β= − . W równaniu (6) oznaczono:  

1
0 13 Iσ = ,  2

0 23 Jτ = ,  I1 – oznacza pierwszy niezmiennik tensora naprenia, 2 3,J J – 

niezmienniki dewiatora naprenia, 0 1 2, , , ,C C Cα β – s stałymi zalenymi od materiału. 
Proponowana metod wyznaczania tych stałych opisano we wczeniejszych pracach [9, 11]. 
Powierzchni graniczn warunku Podgórskiego oraz obwiedni w płaskim stanie naprenia 
przedstawiono na rys. 8. 
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Rys. 8. Powierzchnia graniczna warunku J. Podgórskiego i jej przekrój płaszczyzn płaskiego stanu 
naprenia σ3=0  

3.5. Wyznaczenie wytrzymałoci na rozciganie 
Porównujc rzdn punktu przecicia cieki obcienia w tecie brazylijskim 

(σ1 = κ σ2) z obwiedni warunku zniszczenia materiału (Rys. 5, 6, 7, 8) widzimy, e tylko 
w przypadku najprostszego kryterium Lame-Rankina moemy maksymalne naprenie 

rozcigajce otrzymywane w próbie brazylijskiej max
max

2P
d h

σ
π

= , uzna za wytrzymało na 

rozciganie ft = σmax , w pozostałych przypadkach mamy zawsze ft  > σmax , czyli 
max 1.

tf
σρ = <

Dla obcienia tarczy kołowej sił skupion na rodku tarczy otrzymamy rozkład 

napre, który daje σ1 = σy , σ2 = σx , 1

2
3.

σκ
σ

= =  W przypadku obcienia rozłoonego 

warto współczynnika κ róni si niewiele od 3,0. Poszukujc punktu przecicia prostych 
1
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−
=  i 1

2 1
σσ
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= + otrzymamy dla kryterium Coulomba-Mohra: 

max 1
1tf

σρ
γ

= =
+

, gdzie κγ
η

= . (7) 

Zakładajc κ = 3,0 i η = 10 otrzymujemy: ( ) max max1 1,3tf γ σ σ= + = , a wic wy-
trzymało na rozciganie dla materiałów podlegajcych kryterium zniszczenia Coulomba-
Mohra powinna by o 30% wysza od maksymalnego naprenia rozcigaj-cego 
wystpujcego w próbie brazylijskiej. 

W przypadku innych kryteriów otrzymanie tak prostego zwizku midzy σmax i  ft jak 
w równaiu (7) nie bdzie moliwe, ale obserwujc (Rys. 9) niewielkie rónice w połoeniu 
obwiedni opisanych warunkami Druckera-Pragera i JP a parabol o równaniu 

2
2 11
t cf f

σ σ 
= −  

 
mona z dostateczn dokładnoci załoy, e punkt przecicia paraboli ze 

ciek obcienia w tecie brazylijskim daje poszukiwan warto  σmax. 
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Naprenie niszczce otrzymamy wtedy za pomoc prostego zwizku: max fσ ρ= , 
gdzie: 
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Biorc znowu κ = 3,0 i η = 10 otrzymujemy ρ = 0,92328, a dokładne obliczenia dla 
warunku Druckera-Pragera daj warto ρ = 0,92332, wic odbiegajc mniej ni 4·10-5 od 
otrzymanej z równania (8). Wytrzymało na rozciganie obliczona przy uyciu warunków 
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3.4. Kryterium Ottosena-Podgórskiego (JP) 
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3.5. Wyznaczenie wytrzymałoci na rozciganie 
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JP i Druckera-Pragera bdzie, zatem ok. 8% wysza od wartoci σmax , czy-

li max
max1,083tf

σ σ
ρ

= ≈ . 

4. Powstawanie szczeliny niszczcej 

4.1. Kryterium inicjacji szczeliny 
Jako kryterium inicjacji szczeliny, która rozpoczyna proces zniszczenia materiału 

przyjto osignicie wytenia, które odpowiada punktowi w przestrzeni napre
znajdujcemu si na powierzchni granicznej opisanej równaniem (4), (5) lub (6) 
w zalenoci od przyjtego warunku zniszczenia. Załoono, e obcienie próbki ronie 
monotonicznie a proces zniszczenia rozpoczyna si w punkcie, w którym wytenie osiga 
warto najwiksz.  
Wytenie (µ) materiału definiuje si jako stosunek modułów wektorów rσ i rf :  

ff

r
r

σ σµ = =
r

r
, (9) 

gdzie rσ jest wektorem wskazujcym punkt (w przestrzeni napre) odpowiadajcy 
stanowi naprenia w analizowanym miejscu próbki, a rf jest wektorem wskazujcym punkt 
na powierzchni granicznej, który jednoczenie naley do cieki obcienia monotoniczne-
go (rys. 10). 
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Rys. 10. Definicja współczynnika wytenia µ,  a) na tle przekroju powierzchni granicznej JP, b) wartoci 
tego współczynnika na osi próbki ciskanej obcieniem rozłoonym w zalenoci od stosunku 
wytrzymałoci η ,  c) mapa współczynnika wytenia µ wg. kryterium JP, wyznaczona na podstawie 
analizy numerycznej MES. 

4.2. Lokalizacja miejsca inicjacji szczeliny 
Wytenie materiału próbki wyznaczone zgodnie z równaniem (9), po przyjciu pola 

napre opisanego równaniami Hondrosa (2), w punktach lecych na osi x = 0 przedsta-
wione zostało na rys. 10b. Zastosowano tu paraboliczn aproksymacj warunków Druckera-
Pragera i Ottosena-Podgórskiego, wyznaczajc krzywe wytenia przy rónych stosunkach 

η = fc/ft. Widoczne tu jest przesunicie punktu maksymalnego wytenia od rodka próbki, 
co jest widoczne przy duych wartociach η, do obcionego brzegu przy niszych od 15 
wartociach η. Połoenie tego punktu okrelone bezwymiarow współrzdn ζmax , dla 
rónych hipotez wyteniowych, przy ustalonym η = 10 przedstawione zostały w Tabeli 1. 
Dodatkowo podano take wartoci współczynników κ = σ1/ σ2 i ρ wyznaczonego zgodnie 
z równaniem (8). 
Tabela 1. Porównanie wyte w zalenoci od kryterium zniszczenia, przy η = 10 

Kryterium zniszczenia 
Siła skupiona Obcienie rozłoone 

ζmax
κ = 

σ1/ σ2
ρ ζmax

κ = 
σ1/ σ2

ρ

Coulomb-Mohr 0 3 0,769 0,593 5,167 0,659 
Drucker-Prager 0 3 0,923 0,566 4,885 0,834 
Ottosen-Podgórski 0 3 0,923 0,566 4,885 0,834 
Obwiednia paraboliczna 0 3 0,923 0,566 4,885 0,834 
Lame-Rankine, Norma 12390-6 0 3 1,0 0 3,112 1,0 

5. Podsumowanie i wnioski 
W pracy przedstawiono studia nad metod poredniego wyznaczania wytrzymałoci 

na rozciganie materiałów kruchych tzw. metod „brazylijsk”, przez cinicie walca na 
pobocznicy dwoma liniowymi równowacymi si obcieniami. Wytrzymało materiału 
w tej próbie wyznacza si zwykle biorc maksymalne naprenie rozcigajce, osignite 
w momencie zniszczenia. Takie oszacowania przyjmowane s zwykle w normach 
i standardach bada laboratoryjnych [12, 13, 14]. Jak pokazano naprenie to jest istotnie 
nisze od naprenia niszczcego próbk w jednokierunkowym stanie czystego rozcigania. 
Rónice te oszacowa mona na podstawie przyjtego warunku zniszczenia w złoonym 
stanie naprenia. Jak mona sdzi, na podstawie wyników analiz wytenia, rónica ta 
wynosi ok. 8%, przy załoeniu warunków Druckera-Pragera i Ottosena-Podgórskiego, 
a moe dochodzi do 30% przy załoeniu warunku Coulomba-Mohra. 

Ciekawym zagadnieniem jest te lokalizacja miejsca, w który inicjuje si szczelina 
niszczca próbk. Jak pokazano na wykresach wytenia materiału, miejsce maksymalnego 
wytenia zaley od stosunku η = fc/ft . Przy η < 17 punkt inicjacji zniszczenia przesuwa si
w kierunku obcionego brzegu próbki, przy η ≥ 17 punkt maksymalnego wytenia 
znajduje si w rodku próbki.  
Tabela 2. Połoenie punktu maksymalnego wytenia w zalenoci od stosunku wytrzymałoci η = fc/ft

η 5 7 10 13 15 16 17 20 
ζmax 0,668 0,638 0,566 0,439 0,293 0,170 0,0 0,0 
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Determination of tensile strength of concrete and rocks  
by using the Brazilian test in the confrontation with the 

failure criteria 
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Abstract: The paper presents the analysis of the Brazilian compression tests consider-
ing the possibilities of determining the proper tensile strength. These analyses include the 
precise designation of the stress field without singularity at the point of application of force, 
the evaluation of critical stress in the light of classical and contemporary failure criteria for 
a brittle material, and determination of the position of the point where the destructive crack 
is expected to be initiated in the sample. 
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