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SZACOWANIE RZEDU POCHODNEJ
MODELI SUPERKONDENSATOROW
O BARDZO DUZYCH POJEMNOSCIACH

Coraz cze¢sciej podstawowym elementem w zakresie gromadzenia energii wspolcze-
snych systemow zasilania rezerwowego, pojazdach elektrycznych czy systemow odzy-
skiwania energii sg superkondensatory. Dla potrzeb ich wlasciwej eksploatacji, diagnosty-
ki czy sterowania wymagana jest znajomo$¢ parametrow ich modeli zastepczych. Szcze-
g6lne wlasciwosci uzytych materiatdéw oraz zastosowanych rozwigzan powodujs, ze naj-
lepszym modelem opisujacym zalezno$¢ pomigdzy pradem, a napigciem na zaciskach
superkondensatora, jest model rézniczkowy utamkowego rzedu. Takie podejscie pozwala
na znaczne uproszczenie struktury samego modelu, zapewniajgc przy tym bardzo dobre
dopasowanie charakterystyk zmierzonych i obliczonych. W artykule zawarto wyniki es-
tymacji rzedu pochodnej modelu superkondensatora o pojemnosci 1200F , wyznaczonej
dla réznych wartosci pradow tadowania i roztadowywania. Przedstawiono strukturg i
wilasciwosci uktadu pomiarowego oraz algorytm prowadzenia badan.

SEOWA KLUCZOWE: superkondensatory, rézniczko—catka utamkowego rz¢du, mo-
delowanie

1. WPROWADZENIE

Rozwoj technologii w zakresie budowy superkondensatoréw pozwala dzisiaj
na ich powszechne zastosowanie w wielu dziedzinach naszego zycia. Szczegdl-
ne zdolnosci gromadzenia i wydawania ogromnych ilo$ci energii w bardzo
krotkim czasie predysponuja tego typu elementy do zastosowan np. w uktadach
odzyskiwania energii lub odnawialnych Zrodtach energii. Bardzo duza pojem-
no$¢ oraz niezawodno$¢ predysponuje je rowniez do ukladéw zasilania rezer-
wowego [2, 6, 7].

We wszystkich tych zastosowaniach istotnym czynnikiem pozwalajacym na
zapewnienie ich wlasciwego utrzymania i eksploatacji jest znajomos$¢ struktury
ich modelu matematycznego oraz wartosci wystepujacych w niej elementow.
Jednak zastosowanie klasycznego rachunku rézniczkowego wymaga zastoso-
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wania rozbudowanych struktur ztozonych z elementow RC dodatkowo zalez-
nych od czasu oraz napigcia. Zdecydowanie doktadniejsze wyniki mozna uzy-
ska¢ po zastosowaniu rachunku rézniczkowego ulamkowego rzedu. Dzigki
niemu model superkondensatora mozna przedstawi¢ w postaci typowej struktu-
ry RC, dobierajac jedynie rzad pochodnej. Takie podejscie znacznie upraszcza
struktur¢ modelu jak i procedur¢ estymacji nieznanych parametrow, zapewnia-
jac przy tym bardzo duza zgodnos$¢.

2. RACHUNEK ROZNICZKOWY ULAMKOWEGO RZEDU

Rachunek pochodnej lub catki niecatkowitego rzg¢du jest uogdlnieniem kla-
sycznego rachunku na rzad o, nalezacy do zbioru liczb rzeczywistych R [1,
3]. Operator rézniczko catki rzgdu a € R funkcji f(¢#) na przedziale [¢,,¢]
mozna zapisac¢ jako:

dzj;(t) dla a>0
t
W DF ()= f(@) da a=0, (1)

L’O fle)dz® dla a<0

przy zatozeniu, ze funkcja rzeczywista f(¢) jest okre$lona i wielokrotnie réz-
niczkowalna i catkowalna. Dla tak zdefiniowanego operatora (1) istnieje wiele
definicji jego realizacji zaproponowanych przez r6znych autoréw. Definicje te
ro6znig si¢ wlasno$ciami i obszarem stosowalnosci. Najbardziej popularne i naj-
czesciej stosowane to definicje Riemanna-Lioville i Caputo dla sygnatéw cig-
glych oraz Griinwalda-Letnikowa dla sygnatow dyskretnych.

Pochodng utamkowg funkcji f(¢) wedlug definicji Griinwalda-Letnikowa,
wyznacza si¢ rozpatrujagc warto$¢ tej funkcji w stosunku do zmiennej ¢, zdefi-
niowanej z jednakowym odstgpem £, z przedzialu [f,,¢]. Posta¢ tej funkcji
zdefiniowana jest wigc jako:

o . 1 t/h N4 .
WDr f(O=1im-— 2 (—1)"( _}/(r—]h), 2
h—>0h" j=0 J
gdzie uogolniony symbol Newtona okre§lony jest wzorem:
o 1 dla ;=0
{jJ: a(a—l)..j('a—j+1) da j>0° 3)

Uwzgledniajac posta¢ dyskretng réwnania (2) oraz wprowadzajgc metode
dyskretyzacji réznic wstecznych Eulera, pochodna utamkowego rzgdu w dys-
kretnych chwilach czasu & moze by¢ obliczona jako:
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o 1 & (o
A Xy = hajgo(_l)j(j}‘k—j- 4

Zgodnie z rownaniem (4), pochodna ulamkowego rzedu dla chwili 7, jest
sumg wszystkich wczesniejszych probek funkeji f(z), pomnozonych przez od-
powiednie wspolczynniki wagowe. Jest to podstawowa zaleta rachunku utam-
kowego w stosunku do catkowitego rzgdu. Jednak nieskonczona suma wszyst-
kich wczesniejszych probek, musi by¢ w rzeczywistych uktadach, ograniczona
do skonczonej wartosci L + 1, ze wzglgdu na ograniczong pami¢¢ oraz ograni-
czony czas obliczen. Z tego powodu, rzeczywista posta¢ rownania (4), jest

przedstawiana jako:

1 L N4

Nx,=—> (-1 . (5)
k ha /=0 ] k—j

Ograniczenie liczby probek, zmniejsza doktadnos¢ obliczen. Ma to szczegdlne
znaczenie dla systemow pracujagcych w sposob ciagly. Ograniczenie to w pewnym
stopniu mozna wyeliminowa¢ wprowadzajac algorytmy aproksymacji. W niniejszej
pracy — ze wzgledu na krotki czas obserwacji — wszystkie przedstawione wyniki
identyfikacji otrzymane sg na podstawie wszystkich uzyskanych probek.
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Rys. 1. Odpowiedz uktadu catkujacego (a) oraz rézniczkujacego (b) utamkowego rzedu
na skok sygnatu dla réznych wartosci rzedu rézniczko — catki

3. MODEL SUPERKONDENSATORA

W literaturze mozna spotka¢ wiele publikacji dotyczacych modeli superkon-
densatora. Uwzgledniajac jedynie rachunek rozniczkowy catkowitego rzedu dla
potrzeb doktadnego dopasowania odpowiedzi na zmiany sygnatu na jego wej-
$ciu, proponuje si¢ rownolegte potaczenie wielu gatezi RC . Dodatkowo w mo-
delach tych uwzglednia si¢ pojemnosci czy rezystancje o parametrach zalez-
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nych od poziomu napigcia superkondensatora. To wszystko sprawia, ze proces
identyfikacji takiego modelu jest bardzo ztozony [6].

Przyjmujac rachunek rézniczkowy utamkowego rzedu, model superkonden-
satora moze by¢ opisany jedynie trzema parametrami: o, C%, rg, tj. rzgdem
pochodnej, pojemnoscia zastgpcza oraz szeregowa rezystancja zastepcza
(rys. 2a). Dodatkowo model ten mozna rozszerzy¢ jeszcze o rezystancj¢ roOwno-
legla charakteryzujaca prad uptywu rp (rys. 2b) [1, 2, 8]. Jednak w artykule, ze
wzgledu na krotkie czasy cyklow tadowania i roztadowywania superkondensa-
tora, przyjeto model pierwszy.

= W u(t) T v

Is

T b)

Rys. 2. Podstawowy model zastepczy superkondensatora (a)
oraz uwzgledniajacy dodatkowo prad uptywu (b)

Ladujac superkondensator ze zrodla napigciowego przez rezystancje R
i uwzgledniajac rezystancje szeregowa rg, obiekt taki mozna traktowa¢ jako
obiekt korygujacy opdzniajacy faze, opisany transmitancja:
Tys* +1
Tis® +1
ze stalg czasowa 1) = (R+rg)C oraz T, =r¢C. Zasilajac za$ superkondensator

ze zrodta pradowego, zaréwno podczas cyklu tadowania jak i roztadowywania,
obiekt taki nalezy traktowac jako uktad calkujacy, opisany transmitancja:

1
G(s) = k(l + -~ j (7)

G(s) = (6)

gdzie k =7y oraz T =r¢C.

4. UKLAD I PROCEDURA BADAWCZA

Do pomiaru warto$ci parametrow superkondesatoréw zastosowano uktad
pomiarowy, ktorego schemat przedstawiono na rys. 3 oraz rys. 5. Aby proces
fadowania i roztadowywania kondensatorow o duzych pojemnosciach (tj. powy-
zej 1000F ) przebiegat stosunkowo szybko, potrzebne jest zrodto o odpowiednio
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duzej wydajnosci pradowej. W opracowanym systemie wykorzystano zasilacz
programowalny o maksymalnym pradzie wyjSciowym [/, =1504.

W celu umozliwienia tadowania i roztadowania kondensatora z jednego zro-
dta i o jednej polaryzacji, konieczne bylo zastosowanie uktadu, w ktérym byto
mozliwe zamienianie miejscami koncowek kondensatora. Zmiang biegunowosci
kondensatora wzgledem zrdédia zrealizowano w ukladzie mostka zbudowanego
z przekaznikow Pk, — Pk, . W przekatnej mostka wlaczony byt badany konden-

sator C*. W czasie tadowania kondensatora zalaczane byly przekazniki Pk,
i Pk,, a w czasie roztadowania odpowiednio przekazniki Pk; i Pk,. Zastoso-
wano uklad zasilacza napigcia i pradu E_ —/_, z programowang warto$cig mak-

symalnego pradu wyjsciowego /., 1 maksymalnego napigcia E_ .,  miedzy

koncoéwkami. Oznacza to, ze uktad zasilacza pracowal jako zrddlo napigcia
o wartosci F jezeli warto$¢ pradu ptynacego /. byla mniejsza od wartosci

zmax ?

zadanej I, , lub jako zrodlo pradowe o wydajnosci 1., jezeli warto$¢ na-

pigcia U, migdzy zaciskami byla mniejsza od wartosci zadanej E Zasila-

zmax °
cze tego typu w celu ochrony tranzystoréw przed wymuszeniem odwrotnej pola-
ryzacji napigcia na zaciskach, posiadaja dotaczona migdzy zaciskami diode D, .
Zainstalowanie tej diody wymusza z kolei zastosowanie w ukladzie pomiaro-
wym dodatkowych diod D; — D, polaczonych szeregowo, w celu uzyskania
spadku napigcia o wartosci nie mniejszej niz warto$¢ napigcia U,y » do ktorej
tadowany jest kondensator C%. Zapewnia to, ze przy zamianie koncowek nata-
dowanego kondensatora C* w celu jego roztadowania, napiecie tego kondensa-
tora nie wymusi zmiany polaryzacji napigcia U, na zaciskach zasilacza
E. 1.

Poniewaz w ukladzie do tadowania kondensatora C* stosowane sg duze war-
tosci pradu (nawet do 1504 ), dlatego diody D, — D, byly zamocowane na radia-
torach i dodatkowo chtodzone w uktadzie z wymuszonym obiegiem powietrza.

Prad I, plynacy przez kondensator C* mierzony byt z zastosowaniem
przektadnika hallotronowego PH . Warto$¢ tego pradu mierzona byta posrednio
przez pomiar napigcia U;. na rezystorze R obcigzajacym obwod wyjsciowy
przektadnika. Z kolei warto§¢ napigcia U na kondensatorze C“ byla mierzona

bezposrednio miedzy jego koncowkami z pomini¢ciem ewentualnego spadku
napiegcia na polaczeniach srubowych.
Wartos$¢ napigeia U, (¢) na zaciskach zasilacza E. — 1. w czasie ladowania

kondensatora C“ statym pradem I, mozna wyznaczy¢ z zalezno$ci
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U.()=nxUpp+Uc(1), (®)
a przy roztadowywaniu
U.()=nxUpp-Uc(1), 9)
gdzie Upp — napigcie na jednej diodzie ( D) — D,)) przy polaryzacji w kierunku
przewodzenia.
Dla prawidlowej 1 bezpiecznej pracy zasilacza musi by¢ spetniony warunek
U,(t)>0. (10)
Wynika z tego, ze liczba n diod musi by¢ taka, aby byt spelniony warunek
nXUDPZUCmaX’ (11)

gdzie U, ,,.x — maksymalna warto$¢ napigcia U, do ktorej byt tadowany kon-

densator C“.

k(Pk,,

Rys. 3. Schemat polaczen obwoddéw pradowych stanowiska pomiarowego do wyznaczania rzgdu
pochodnej utamkowej superkondensatoréw duzej pojemnosci — opis oznaczen w tekscie

—
R,

4
U

Caly cykl pomiarowy, przedstawiony na rys. 4, sktadat si¢ z czterech okre-
sow. W pierwszym okresie kondensator byt tadowany do napigcia nominalnego
U, ze zrédia pradowego o wydajnosci I; (CC"). Nastepnie superkondensator

zostat odlaczony od ukladu zasilania na czas ., rzedu kilkunastu sekund. Okres

ten zwigzany jest z tzw. redystrybucja tfadunku wewnatrz superkondensatora,
wynikajgca z materiatu elektrod. Po tym czasie nastgpowal pomiar napigcia na
zaciskach kondensatora i zostal on ponownie wlaczony do zasilacza, lecz tym
razem pracujacego juz jako zrédlo napigciowe, utrzymujace na zaciskach kon-
densatora zmierzong warto$¢ napigcia (CV). Po czasie kilkudziesieciu sekund,
nastgpowalto przelaczenie pracy zasilacza z trybu stabilizacji napigcia na tryb
stabilizacji pradu o statej wydajnosci, z jednoczesnym przetgczeniem przekaz-
nikow Pk, — Pk,, do trybu roztadowywania (CC ). Po osiagni¢ciu napigcia
minimalnego — w badanym systemie 0 V, nastapito ponowne przelaczenie prze-
kaznikéw do trybu tadowania (CC") i cykl pomiarowy si¢ powtarzat [4].

Caly system pomiarowy byl sterowany z karty pomiarowej NI PCI6529,
generujacej odpowiednie sygnaly sterujagce cyfrowe i analogowe oraz prowa-
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dzacej pomiary odpowiednich napigc 1 pradow (rys. 5). Catos¢ byta nadzorowa-
na przez odpowiednio opracowany w Matlab’ie algorytm, pracujacy w czasie
rzeczywistym z wykorzystaniem przybornika xPC, z czestotliwoscig probkowa-

nia tg =10 ms.
cv cc cc’ cv

Redystrybucja tadunku

U=const I,=const tadowanle U=const

Roztadowywanie I,=const

Rys. 4. Definicja przedzialow okreslajacych warunki pracy superkondensatora podczas badan

PC Host

D,...D,
—
- Ethernet
sterowanie + Pk, c Ypk, <X H H
{PH] —>

NI DAQ
Zasilacz

10V/150A

PC Target

Rys. 5. Konfiguracja systemu pomiarowego uzytego podczas procedury wyznaczania rz¢du
pochodnej superkondensatoréw duzej pojemnosci

Proces estymacji parametrow przeprowadzono dla superkondensatora zgod-
nie z rownaniem (7). Uwzgledniono w nim pochodng utamkowego rzedu obli-
czang zgodnie z rownaniem (5). Dlugos¢ przedziatu catkowania L+1 byla
réwna okresowi obserwacji.

5. ANALIZA WYNIKOW

Badania obejmowaty proces identyfikacji trzech parametrow modelu super-
kondensatora: a, C%, ry, o pojemno$ci C, =1200F i napi¢ciu nominalnym
U, =27V, podczas cyklu jego ladowania i rozladowywania w ukladzie ze
zrodtem pradowym, dla réznych wartosci pradow. Przyktadowy fragment cyklu
przedstawiajacy okres roztadowywania oraz tadowania superkondensatora
przedstawiono na rys. 6.
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Rys. 6. Przyktadowa zmiana napigcia superkondensatora podczas cyklu jego tadowania
i roztadowywania; C, =1200F , U, =2.7V , prad tadowania i rozladowywania i =i, =604

Powickszajac przedziatl czasu zwiazany z tadowaniem i roztadowywaniem
kondensatora (rys. 7a oraz 7b), wida¢, ze proces ten nie przebiega wzdhiz lini
prostej wynikajacej z catkowania catkowitego rzedu (o =—1). Dopasowanie
odpowiedzi modelu mozna natomiast fatwo uzyska¢ dobierajgc utamkowy rzad
catkowania (o # —1).

Procedura estymacji nieznanych parametrow modelu superkondensatora

zwigzana bylta ze znalezieniem wektora parametréw 6 = (a,C“,rS) [4, 8], za-
wartego w zbiorze dopuszczalnych rozwigzaf @, , minimalizujacego kryte-

rium kwadratowe J tak, ze:

min J, (12)
9€®d0p
gdzie
t
J=[e(r) We(r)dr . (13)
0

Jednoczesnie W' =W byta dodatnio okreslong macierza wagowa, a & defi-
niowala roéznice pomigdzy zmierzonym sygnalem wyjSciowym u.-, a estymo-

wang warto$cig odpowiedzi modelu ug” .

Sposrod dostgpnych wielu procedur wybrano metode punktu wewnetrznego
nieliniowej optymalizacji z ograniczeniami (funkcja fmincon pakietu Matlab).
Pozwala ona na znalezienie minimum funkcji skalarnej wielu zmiennych, roz-
poczynajac proces estymacji z punku poczatkowego 6, z uwzglednieniem
rownosciowych 1 nierdwnosciowych ograniczen.
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Rys. 7. Réznice w wlasno$ciach catkujacych superkondensatora podczas cyklu tadowania i rozta-
dowywania; C, =1200F , U, =2.7V , prad tadowania i roztadowywania i =i-, =704

Badania identyfikacji parametréw superkondensatora przeprowadzono
w zakresie od 0 V do 2.7 V dla cyklu fadowania oraz w zakresie od 2.5 V do 0
V dla cyklu roztadowania. Przyktadowy wynik oraz biagd estymacji
przedstawiono na rys. 8a oraz 8b dla cyklu roztadowania oraz na rys. 9a i 9b dla
cyklu tadowania.
0.05

0.025

—0.025

—0.05 L~
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

czas (s czas (s
a) b)

Rys. 8. Przyktadowe wyniki procesu estymacji parametréw modelu superkondensatora
oraz btad estymacji podczas cyklu roztadowywania; C,, =1200F , U, =2.7V,

prad roztadowywania i) =704

Zestawienie otrzymanych wynikow dla réznych wartosci pradu w zakresie
od 104 do 704 zawarto w tabeli 1 oraz tabeli 2 odpowiednio dla cyklu
roztadowywania oraz fadowania.

Na rysunkach 10 do 12 pordéwnano warto$ci estymowanych parametrow
superkondensatora dla przyjetych wartosci pradow, uzyskanych z procesu
identyfikacji podczas fadowania i roztadowywania superkondensatora [5].
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Rys. 9. Przyktadowe wyniki procesu estymacji parametréw modelu superkondensatora oraz btad
estymacji podczas cyklu fadowania; C, =1200F , U, =2.7V , prad tadowania i-, =704

Tabela 1. Wyniki estymacji parametréw modelu superkondensatora dla roznych
wartosci pradu roztadowywania

Tabela 2. Wyniki estymacji parametréw modelu superkondensatora dla roznych

Roztadowywanie

Lp. 1y a c* ESR €

A — F Q —

1 2 3 4 5 6
1 10 —-1.096 1916 0.00230 0.052
2 20 —-1.092 1735 0.00130 0.034
3 30 —1.086 1624 0.00076 0.042
4 40 —-1.090 1615 0.00071 0.081
5 50 —1.080 1528 0.00048 0.064
6 60 —1.081 1507 0.00039 0.053
7 70 —1.080 1473 0.00022 0.261

wartosci pradu fadowania

Ladowanie

Lp. I a c“ ESR £

A - F Q —

1 2 3 4 5 6
1 10 —0.8896 601 6.8e-13 0.337
2 20 —-0.8849 636 3.1e-11 0.094
3 30 —-0.9008 709 1.3e-11 0.088
4 40 -0.8739 660 5.2e-04 0.121
5 50 —0.8850 708 9.4e-12 0.114
6 60 —0.8824 714 6.0e-13 0.081
7 70 —-0.8781 715 3.7e-09 0.332




Szacowanie rzgdu pochodnej modeli superkondensatorow ...

45

—1.06

—1.07

—1.08

—1.09

—-1.10

—1.11

10 20 30 40 50 60 70
I[A]

a)

—0.87

—0.88

s —0.89

-0.9

—0.91

////
+ — +
Jr////
+
10 20 30 40 50 60 70
114

Rys. 10. Rzad pochodnej utamkowej wyznaczony podczas procedury identyfikacji parametrycz-
nej dla kondensatora C,, =1200F , U, =2.7V dla réznych wartosci pradéw, wyznaczony
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Rys. 11. Wartosci pojemnosci superkondensatora uzyskane podczas procedury identyfikacji
dla réznych wartosci pradu roztadowywania (a) i tadowania (b)
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Rys. 12. Wartosci szeregowej rezystancji zastgpczej ESR superkondensatora otrzymane podczas
procedury identyfikacji dla roznych wartosci pradu fadowania i roztadowywania
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6. UWAGI I WNIOSKI

Przedstawiona w artykule metoda modelowania superkondensatorow przy
pomocy rownan rézniczkowych niecatkowitego rzedu pozwala uzyskaé bardzo
dobra zgodno$¢ odpowiedzi modelu z charakterystyka rzeczywista, zaktadajac
jednoczesnie bardzo prostg struktur¢ modelu. Przeprowadzone pomiary i ich
analiza po raz pierwszy pokazuja utamkowy charakter superkondensatora
w uktadzie catkujacym, tj. podczas procesu tadowania i roztadowywania ze
zrodet pradowych. Ma to szczegélne znaczenie, gdyz takie warunki pracy sg
typowe wiasnie dla kondensatoréw bardzo duzych pojemnosci.

Mozliwo$¢ doktadnego modelowania zachowania si¢ superkondensatorow po-
zwala zaréwno na prowadzenie rdznego rodzaju analiz zwiazanych z pracami
projektowymi nowych rozwigzan, jak rowniez diagnostyki pod wzgledem oceny
niezawodno$ci juz pracujacych systemow. Ma to szczegoélne znaczenie, gdyz ze
wzgledu na praktycznie bezobstugowa eksploatacje, doktadna ocena stanu tech-
nicznego pozwala na wczesne wykrycie zjawisk $wiadczacych o rozpoczynaja-
cych si¢ procesach degradacyjnych prowadzacych do pozniejszych uszkodzen.
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ESTIMATION OF FRACTIONAL ORDER DERIVATIVE
OF SUPERCAPACITOR MODEL WITH VERY HIGH CAPACITY

The most important element of today modern energy systems, backup power, electric
vehicles and energy recovery systems are supercapacitors. For the purpose of their
proper operation, diagnostics and control are required to know the parameters of their
mathematical models. The specific properties of the materials and the applied solutions
make the best model to describe the relationship between current and voltage at the
terminals of the supercapacitor as the fractional order differentiation. This approach will
simplify the structure of the model, while providing a very good estimation of unknown
parameters. The paper present the results of the estimation of the order of the derivative
model for 1200F supercapacitor, for different values of the currents charging and
discharging. It describes the structure and properties of the measurement system and
implemented specific test algorithm.
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