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Ekstremum funkcji wielu zmiennych

Streszczenie. Szukanie ekstremum funkcji wielu zmiennych jest zadaniem czegsto spotykanym
w roznych problemach technicznych i ekonomicznych. Zagadnienie to rozpatruje sie w podstawo-
wym kursie analizy dla studentéw szkél wyzszych, lecz w zakresie ograniczonym do funkcji dwéch
zmiennych.
W tym artykule zostanie rozpatrzony ogdlniejszy przypadek, dla funkcji wielu zmiennych, z wy-
korzystaniem macierzy Hessego dla sformutowania warunkéw koniecznych i wystarczajacych dla
znalezienia ekstremum.

Stowa kluczowe: okreslono$¢ macierzy, pochodne czastkowe, hesjan, ekstremum.

1. Okreslonos¢ macierzy

Niech A bedzie macierzg kwadratowa, stopnia n, o elementach rzeczywistych. Zakladamy, ze A jest
macierza symetryczna, tzn. A = AT,

Definicja 1.
Funkcje f : R™ — R postaci
n
f(x) = f(z1,22,...,2,) = Z aijrir; =x-A-x’
i,j=1
nazywamy formgq kwadratowg n zmiennych. Macierz symetryczng A wystepujgcg w tym réwnaniu
nazywamy macierzq formy kwadratowej.

Definicja 2.
Macierz A (i skojarzong z nig forme kwadratowg) nazywamy:
a) dodatnio okreslong, jezeli x - A -xT > 0, dla kazdego x € R™ poza poczgtkiem uktadu,
b) ujemnie okreslong, jezeli x - A -xT < 0, dla kaidego x € R™ poza poczqtkiem uktadu,
¢) dodatnio potokreslong, jezeli x - A -xT >0, dla kaidego x € R™,
d) ujemnie potokreslong, jezeli x - A -xT <0, dla kaidego x € R™,
e) nieokreslong, jezeli nie zachodzi Zaden z powyzszych warunkdw.
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Przyktlad 1.

10
Macierz A = 0 9 jest dodatnio okreslona,

gdyz {xl 332] : ll 0] . [371] = 2% + 222 > 0 dla kazdego [1‘1 xz} # {0 0} .

0 2 T2
Przyktad 2.
-1
Macierz A = [ 0 3] jest ujemnie okreslona,
. -1 0 _:L'l 2 2 .
gdyz [xl :rz] : . = —x7 — 375 < 0 dla kazdego [xl xg} # {0 O} :
0 -3 )
Przyktad 3. )
-1 0
Macierz A = | 1 1 —2| jest nieokreslona, gdyz dla formy kwadratowe;j:
0 -2 0]
-1 1 0 1
f(x1,$2,1'3) = {.’El T2 Ig] . 1 1 -2 - o
0 -2 0 x3
= —x% + x% + 2x1x9 — 4dx9273
zachodzi f(1,0,0) = -1 1 f(0,1,0) = 1; czyli forma kwadratowa przyjmuje wartosci r6znych znakdw.

Uwaga 1. Latwiejszym warunkiem do badania okreslonoéci macierzy jest kryterium Sylvestera.

ail ai12 ... Q1p
. as1 a2 ... Qop . . . .
Niech A = . . . . bedzie macierza symetryczng, stopnia n, o elementach rzeczywi-
anp1 Aap2 B )
stych.
Okre$lamy tzw. minory gléwne macierzy A:
ayiy ... Qi
air a2
M1 = a1, MQ = ; Mk =
a1 a22
agr ... Qg

dla kazdego k € {1,2,...,n}.

Twierdzenie 1. (Kryterium Sylvestera)

Macierz symetryczna A (forma kwadratowa) jest:

a) dodatnio okreslona < dla kazdego k € {1,2,...,n} My > 0.

b) ujemnie okreslona < dla kaidego k € {1,2,...,n} (=1)*-Mj > 0.

¢) dodatnio polokreslona < wszystkie minory gldwne sq niewjemne i istnieje minor M; = 0.

d) dodatnio pélokreslona <  wszystkie minory gldwne stopnia parzystego sq nieujemne, stopnia
nieparzystego sqg niedodatnie i istnieje minor M; = 0.

e) nieokreslona, jezeli nie zachodzi Zaden z powyzszych warunkdw.
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Przyktlad 4.
1 -1
Dla macierzy A= | 1 1 0 | mamy:
-1 3
9 1 2 1 -1
M;=2>0, M2:|1 1‘:1>0, Mj; = 1 1 0|=2>0
-1 0 3
zatem A jest dodatnio okreslona.
Przyklad 5.
-2 0 0
Dla macierzy A= | 0 —1 0 | mamy:
0 0 -3
9 -2 0 0
M, =-2<0, M2_| 0 ) =2>0, M; = 0 -1 0|l=-6<0
0 0 -3
zatem A jest ujemnie okreslona.
Przyktad 6.
. 1 2 .
Dla macierzy A = l2 3] zachodzi:
1 2
M;=1>0, M, = =-1<0,
2 3
zatem A jest nieokreslona.
Przyklad 7.
. 1 -1 .
Dla macierzy A = [ ] ] zachodzi:
1 -1
M;=1>0, M, = =0,
-1 1

zatem A jest dodatnio péltokreslona.
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2. Macierz Hessego

Definicja 3.
Macierzq Hessego (hesjanem) dla funkcji n zmiennych f(x) = f(x1,22,...,2y), gdziex € D C R"™,

nazywamy macierz w postaci:

[0 f(x) P f() 0% f(z) T

0z3 0x10xy ~  0x10x,

*f(z) 0*f(x) 0%f(x)

022011 Ox3 T Oxe0zy,

Hy(x) =
Pf(z)  f(x) 0%f(x)
Oxn0x; Oxp,0xs 0z2
Uwaga 2. Przy zalozeniu, ze pochodne czastkowe rzedu 2 mieszane sg ciagle, z twierdzenia Schwarza

wynika ich réwnosé:

?f(x) _ 0*f(x)

= dlas B
Ox;0x;  Ox;0x; ai 7 J;

co implikuje, ze macierz Hessego jest symetryczna.

Przyktad 8.
Wyznaczy¢ hesjan funkcji f(z,y, z) = 222 + 2y? + 23 w punkcie (-1,2,3).

Obliczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego, w dowolnym punkcie (z,y, 2):

of 2 of of 2 2
— =2z + — =2 —_— = +
I rz +y°, 3y Ty, 92 T 3z

oraz pochodne czastkowe rzedu 2:

0% f 0% f 0% f 0% f 0% f 0% f
—= =2z, —= =2, —= =606z, =2y, = 2z, =
Ox? Oy? 072 0x0y 0x0z Oyoz
Macierz Hessego:
2z 2y 2z 6 4 =2
H¢(z,y,2)= |2y 2z 0] ; H¢(-1,2,3)=14 -2 0
2z 0 62 -2 0 18
Uwaga 3. Macierz Hessego jest macierza formy kwadratowej n zmiennych, bedacej rézniczka zu-

pelna rzedu drugiego funkeji f(z1,22,...,2n).
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3. Ekstremum lokalne funkcji n-zmiennych (maksimum lub mini-
mum)

Niech f: D — R, gdzie D C R"™.

Definicja 4.
Funkcja f ma w punkcie xg € D maksimum ( minimum) lokalne < istnieje takie sgsiedztwo punktu
xo: S(xo) C D, takie, zZe Y € S(xg) zachodzi f(z) < f(zxo) (dla minimum f(z) > f(zo)).

Uwaga 4. Jezeli w powyzszej definicji zastapimy nieréwnosci stabe nieréwnosciami ostrymi, to mowimy
o ekstremum wiadciwym.

Przyktlad 9.
Funkcja dwéch zmiennych:

flx,y) = (x—1)* + (y+2)?

ma minimum lokalne w punkcie (1, —2). Latwo zobaczy¢, ze:

f(z,y) > 0= f(1,—2) w punktach (z,y) # (1,-2).

Rysunek 1. z = (z — 1) + (y + 2)?

Powyzsza powierzchnie nazywamy paraboloida.
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Twierdzenie 2.

Jezeli funkcja f(x) = f(x1,21,...,2,) ma ekstremum lokalne w punkcie xq i istniejq wszystkie po-
chodne czgstkowe rzedu pierwszego w xg, to sqg one réwne zeru, czyli dla kazdegoi € {1,2,...,n} zachodzi
of

zo) = 0.
8:rz( O)
Dowdad.

Zal6zmy, dla ustalenia uwagi, ze funkcja f(z) ma w xyp maksimum. Zatem istnieje sasiedztwo punktu

xo 1 S(xo), takie, ze wartosci funkcji dla x € S(zg) spelniaja warunek f(z) < f(zg).

Niech zg = (xgo), a:io), .. ,xslo)) ix=(21,21,...,%,).
Jezeli 9 < z;, wtedy M <0,
' z; — 2¥
i

zatem, poniewaz pochodna czastkowa (x0) istnieje, poprzez przejécie graniczne 1imx-~>m(0) iz twier-
z i

K2

dzenia o zachowaniu nieréwnoéci w granicy, otrzymamy 3
K3

fz) — f(= of
0 ) 20
. L of o of
I () >
Ostatecznie, z faktu ze D (x0) >01i o,

7
“i” mamy teze twierdzenia. ]

Jezeli xgo) > x;, wtedy

3]
(z9) < 0 wynika ze 5’51- (z9) =

7 dowolnoéci wyboru

Uwaga 5. Powyzsze twierdzenie jest warunkiem koniecznym, ale nie jest wystarczajacym na istnienie
ekstremum. Ilustuje to ponizszy przyktad.

Przyklad 10.
Funkcja f(z,y) =y? — o

of _
or

2 ma w punkcie (0,0) obie pochodne czastkowe réwne zeru:

O 9y Yoy=0 po=o

2 oy ox y

Ekstremum jednak w tym punkcie nie ma. Biorac bowiem dowolne sasiedztwo S(0,0) i punkty x; = (z,0)
dla = # 0 oraz x5 = (0,y) dla y # 0 nalezace do tego sasiedztwa, mamy f(z,0) = —22 < 01 f(0,y) =
y? > 0, czyli istnieja punkty, w ktérych wartoéci funkcji sa mniejsze lub wigksze od f(0,0) = 0.

2

Rysunek 2. z =3 — x
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Uwaga 6. Funkcja n-zmiennych moze mie¢ ekstremum w punkcie xg, w ktérym nie istnieja pochodne
czastkowe rzedu pierwszego lub niektére pochodnie si¢ zeruja, a pozostale nie istnieja.

Przyktlad 11.
Funkcja f(z,y) = |z| + |y| ma minimum lokalne w punkcie (0,0), co latwo sprawdzié z definicji, ale
pochodne czastkowe rzedu 1 nie istnieja w tym punkcie.

Przyktad 12.
Funkcja f(z,y) = |z| + ¥? ma minimum lokalne w punkcie (0,0), gdyz f(x,y) > £(0,0) dla kazdego
punktu (z,y) # (0,0). Pochodna czastkowa 2—5(0,0) =0, ale %(0, 0) nie istnieje.

Uwaga 7. Funkcja moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w punktach krytycznych (stacjonarnych lub w
takich, w ktérych pochodne czastkowe rzedu pierwszego sie zeruja albo nie istnieja).

Twierdzenie 3.
Niech xg € U C D CR", gdzie U jest otoczeniem punktu xo;
f: D — R bedzie funkcjg takg, Ze:
a) wszystkie pochodne czastkowe rzedu pierwszego i drugiego sq ciggle w U ;
b) dla kazdego i € {1,2,...,n} zachodzi gi (zo) = 0.
Wtedy mamy:

1. jezeli macierz Hessego w punkcie xq jest dodatnio okreslona, to funkcja f(x) ma w punkcie xg
manimum lokalne.

2. jezeli macierz Hessego w punkcie xo jest ujemnie okreslona, to funkcja f(x) ma w punkcie xg
maksimum lokalne.

3. jezeli macierz Hessego jest nieokreslona w punkcie xg, to funkcja f(x) nie ma w punkcie xg ekstre-

mum.

Dowdad.
7Z zalozenia funkcja n zmiennych ma wszystkie pochodne czastkowe rzedu 2 ciggle w pewnym otoczeniu
punktu xg. Mozemy zatem rozwinaé ja z twierdzenia Taylora nastepujaco:

, ) | Eilzo)

gdzie rézniczki rzedu 1 i 2 liczone sa dla tych samych przyrostow zmiennych niezaleznych Az;, dla

i=1,2,...,n.

20 20 0y

Mamy: zo = (z; ', 27 ', ...

Az = a; — 20

i — Lj 3 )
To = (xgo) +O(x1 — x§0>), xéo) + O(x2 — acgo))7 a4 O(x, — :c%o)));
0<o<1

7 zalozenia

x=(T1,21,...,Zn),

(xg) = 0, stad:

K2
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i dalej:
2
F(2) ~ flzo) = 5 - f(ro) = 3 3 50T (n0) - Av, A, =

(2 —0) - Hy(we) - (x — z0)"

DO =

1) Zalézmy, ze hesjan Hy(xzo) jest dodatnio okrelony, czyli wszystkie minory gléwne sa dodatnie. Z
ciggtosci pochodnych czastkowych rzedu 2 w hesjanie wnioskujemy, ze réwniez Hy(xzg) bedzie dodatnio
okreslony (funkcje ciagte lokalnie zachowuja znak). Zatem, dla x # xo wynika, ze:

%(x—xo)lff(x@) (r—x0)T >0

a to implikuje:

f(x) = f(zo) > 0= f(x) > f(zo)

dla x z pewnego sasiedztwa xg. Zatem teza pkt.1) zostala udowodniona.

Dla dowodu pkt. 2) wystarczy zauwazyé, ze jezeli hesjan H jest ujemnie okrelony, to (—H) jest
dodatnio okreslony i dowdd przebiega analogicznie do przedstawionego wyzej.

Dla dowodu pkt.3) - jezeli H jest nieokreslony, to istnieja punkty z1,xo takie, ze:

(x—21) Hy(zo) (x —x1)T >0 i (x —x2) - Hy(zo) - (x — 22)T <0

czyli réznica f(x) — f(xo) nie jest stalego znaku, co uzasadnia brak ekstremum. a

Uwaga 8. Powyzsze twierdzenie stanowi warunek wystarczajacy na ekstremum lokalne funkcji wielu
zmiennych, ale nie dotyczy punktéow, w ktérych ktoras z pochodnych czastkowych nie istnieje.

Przyklad 13.
Wyznaczy¢ ekstremum funkcji

flxy,z) =2 =3z +y*+2+2°, D=R’®

Liczymy pochodne czastkowe rzedu 1:

of _
or

of of
322 — 3, - =2y +2, - =2
oy ~ Y 0z
Istnieja one w kazdym punkcie dziedziny. Nastepnie z warunku koniecznego, wszystkie pochodne musza

sig zerowa¢. Tworzymy uklad roéwnan:

322-3 =0
2y+2 =0
2z =0

z ktérego wyznaczamy tzw. punkty stacjonarne:

2 =1 r=1V x=-1
z=0 z=0
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Z powyzszego ukladu otrzymujemy dwa punkty stacjonarne; (1,-1,0) i (-1,-1,0). Nastepnie liczymy po-
chodne czastkowe rzedu 2:

0*f 0*f 0% f 0% f 0*f 0% f
L =6p, —> =2 L =2 =0, =0, =
Ox? Oy? 022 Oxdy 0x0z Oy0z
Na ich podstawie tworzymy macierz Hessego:
6z 0 O
Hi(z,y,2)=({0 2 0
0 0 2

Obliczamy warto$ci minoréw dla pierwszego punktu stacjonarnego:

6 0 0
Hs(1,-1,00= [0 2 0|, M; =6>0,
00 2
6 0 0
My = g (2) =12>0, M;=|0 2 0 |=24>0.
00 2

Wszystkie minory sa dodatnie, czyli macierz jest dodatnio okreslona, z czego wynika, ze w punkcie
(1,-1,0) wystepuje minimum tej funkcji.
Obliczamy wartosci minoréw dla drugiego punktu stacjonarnego:

—6 0 0
Hi(-1,-1,00=|0 2 0|, M, =-6<0,
0 0 2
6 0 —6 0 0
My=| = |=-12<0,  My=|0 2 0|=-24<0.
0 0 2

OtrzymaliSmy macierz nieokreslona, zatem w tym punkcie ekstremum nie wystepuje.

Liczymy warto$¢ funkcji w punkcie minimum:
fmin = f(1,-1,0) = =3
Przyklad 14. Wyznaczy¢ ekstremum lokalne funkcji trzech zmiennych:
flz,y,2) =22% +y* + 22 — xy — x2, D =R?
Liczymy pochodne czastkowe rzedu 1:
of of of

%:490—34—2, = =2y —z, —=2—-x
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Istniejg one w kazdym punkcie dziedziny. Nastepnie z warunku koniecznego, wszystkie pochodne musza,
sie zerowa¢. Tworzymy uklad réwnan:

dx—y—2z =0
20—x =0
2—2x =0

z ktérego wyznaczamy punkt stacjonarny: Py(2,1,7). Nastepnie liczymy pochodne czastkowe rzedu 2:

0x2 7 a2 T 922

dxdy 9xdz ' Oydr

*f _, *f _, O 2f 82 f

Na ich podstawie tworzymy macierz Hessego:

4 -1 -1
Hi2,1,7)=|-1 2 0|, My =4>0,
-1 0 0
L 4 -1 -1
Mg:‘ ) =7>0, Ms;=|-1 2 0|=-2<0.
-1 0

Macierz Hessego jest nieokreslona w punkcie Py(2,1,7), zatem z twierdzenia 3 wynika, ze w tym
punkcie nie ma ekstremum.

Przyktad 15. Wyznaczy¢ ekstremum lokalne funkcji trzech zmiennych:
f(z,y,2) =3In(z) + 2In(y) + 51n(z) + In(22 —z —y — 2)
Wyznaczamy dziedzine funkcji:
D={ f(z,y,2)€R* >0 A y>0 A 2<2-z—y }

Liczymy pochodne czastkowe rzedu 1:

of 3 4L . of_ 2 bt - 0f_5 !

or x 2—z—-y—2z dy y W-—z-y—2z 0z 2z V-—z-y—=z

Przyrownujac powyzsze pochodne do 0, tworzymy ukltad réwnan:

3 1

x 22—z -y—z

2 1 Y
T 22— —y—2z

y o 2o

2 22—z —y—2z
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Rozwiazaniem powyzszego ukladu jest punkt Py(6,4,10) nalezacy do dziedziny funkcji.
Liczymy pochodne czastkowe rzedu drugiego:
or_ =3 L Of_ 22 1 i L
022 22 (22—x—y—2)?’ o2 2 (2—x—y—2)? 022 22 (22—x—y—2)?
0% f 0% f 0% f 1

oxdy  O0xdz Oydz  (22—xz—y—2)2

Liczac wartosci tych pochodnych w punkcie Py otrzymamy macierz Hessego w postaci:

L
H(6,4,10) = _i _§ _i My = -1<o,
i
4 4100
11
34 1 37
My=| § 4 |=15>0  My=det(H(6,4,10)) = — s <0.
408

Zatem macierz Hessego w punkcie Py jest ujemnie okreslona, czyli w punkcie Py funkcja osiaga maksimum
lokalne, o wartosci:

fmaz = f(6,4,10) =1n(32 - 6 - 10°)

Uwaga 9. W przypadku funkcji dwoch zmiennych, sprawdzenie warunku wystarczajacego jest nieco
szybsze. Jezeli hesjan ma postaé

32f(33071/0) 82f(x0,y0)

B o2 O0x0y
Hf(x07y0) - a2f(zo’y0) a2f(a70;y0)
Oyozx y?

to warunek, ze macierz jest dodatnio okreslona oznacza, ze:

32f($07y0)

92 >0 1 detHys(xo,yo) >0

natomiast jezeli

32f($07y0)

92 <0 i detHy¢(xo,y0) >0

to macierz jest ujemnie okreslona.
Przypadek det H(xo,yo) < 0 oznacza, ze macierz jest nieokre$lona, czyli ekstremum nie wystepuje.

Jezeli zas det Hy(xo,y0) = 0, to jest to przypadek watpliwy. Kryterium nie rozstrzyga o istnieniu
ekstremum. Wymaga on dodatkowego badania, na przyklad korzystajac z definicji.

Przyktad 16.

Wyznaczy¢ ekstremum funkcji:

flzy) =2+ 4> —In(—z - y)
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Wyznaczamy dziedzine funkcji:

D={(z,y)eR?*; —ay>0}

>0 <0
Warunek —zy>0 & . .
y <0 y>0
Zatem geometrycznym odzwierciedleniem dziedziny sa punkty lezace w I i IIT éwiartce uktadu wspél-
rzednych, poza punktami osi 0X i QY.

0 0
Z warunku koniecznego mamy / =0i or

= = 0, gdzie:
o dy , gdzie
of -1 1 222 — 1 1 1
of -1 1 8y? —1 V2 V2
—=8y— —(—2)=8y——-—=0= & Viy=——
9y~ Y xy( z) =8y ; ; y= y 1
mamy zatem cztery punkty, z ktérych jedynie dwa naleza do dziedziny:
1 V2 1 V2
Pi(—,—) ¢ D, Py(—,——) €D,
1 V2 1 V2
Piy(——,—) €D, Py(——,——) ¢ D
Liczymy pochodne czastkowe rzedu 2:
0% f 1 0% f 1 0% f
—= =24 = =8+ — —— =0
Ox2 * x2’ Oy * y2’ Oxdy
Tworzymy hesjan:
1
24+ — 0
Hy(z,y) = * 1
0 8+ —
)
4 0
Hi(P) = , det Hy(P,) =64 >0
0 16
Poniewaz: o2
—5(P)=4>0
81”2( 2)
zatem mamy do czynienia z minimum funkcji. Analogicznie dla punktu Ps:
40 0% f
H¢(P3) = , det H¢(P3) = 64 > 0, P3)=4>0
r(Ps) 0 161 et Hy(Ps) a2 (3)

Ostatecznie:

[\

fmin = f(—%, @) = f(127f) = % +4- é —111(%) =1+In(4)
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23]

Rysunek 3. z = 22 + 4y* — In (—xy)

Przykltad 17. Wyznaczy¢ ekstemum funkcji dwdch zmiennych:
fle,y) =2 +y*, D=R?

Liczymy pochodne czastkowe rzedu 1:

ﬁ_43 8f

Ox ’ Oy

Istnieja one w kazdym punkcie dziedziny. Nastepnie z warunku koniecznego, wszystkie pochodne musza

422 =0
2y =0

ktérego jedynym rozwiazaniem jest punkt Py(0,0). Nastepnie liczymy pochodne czastkowe rzedu 2:

sig zerowac. Tworzymy uklad réwnan:

ﬁ_mQ ﬁ_ 62f

0x? oy2 7 Qxdy -

Na ich podstawie tworzymy macierz Hessego:

1222 0
H¢(z,y) =
(. y) [ 0 2]
Obliczamy warto$ci minoréw dla punktu stacjonarnego:
0 0
H:(0,0) = , M; =0,
! (0,0) 0 2] 1
0 0
My = =0.
0 2

Kryterium nie rozstrzyga o istnieniu ekstremum, zatem wymagane jest dodatkowe badanie, korzystajac
7z definicji ekstremum.
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W dowolnym sasiedztwie S punktu Py(0,0), dla punktéw (z,y) € S, takich ze (z,y) # (0,0), zachodza
nieréwnosci

fla,y) =2 +y* > 0= £(0,0)

czyli z definicji ekstremum wynika, ze w punkcie Py(0,0) jest minimum lokalne.

Przyktad 18.
Znalez¢ na plaszczyznie Ozy taki punkt, aby suma kwadratow jego odlegtosci od trzech prostych o

réwnaniach:

byta najmniejsza.

Rozwigzanie.

Jezeli P(x,y) jest szukanym punktem, to odlegto$é od pierwszej prostej wynosi |z|, od
|z — 2y — 16|

V5

drugiej |y|, a od trzecie; . Suma kwadratéw tych odlegtosci jest rowna:
(r — 2y — 16)?

flzy) =2+ + .

Dziedzing funkcji jest R2.
Wyznaczmy ekstremum tej funkcji:

of 2 4
— =2 —(r—2y—16)=-Bzx—y—8
af 2
— =—-9y—2 32
Szukamy punktu stacjonarnego rozwigzujac uktad réwnan:
3r—y = 8
—2r+9y = -—32

57 5
Pochodne czgstkowe rzedu drugiego wynosza:

8 16
Punktem stacjonarnym jest punkt ( —).

f 12 of 18 f 4

812 5 2 5

0xdy 5
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Hesjan dla tego punktu:

12 4

8 16 i)
w35

5 5 4 18

5 5

zatem mamy do czynienia z minimum:

b}

8 16) 128

=155 =

4. Zadania
1. Wyznaczy¢ ekstremum funkcji wielu zmiennych.

a) f(v,y,2)= -2 —y*+yz— 22 +x+y
Odp fmax :f(%%»%) = T72

b) f(z,y,2) =23+ y* + 2% + 122y + 22
Odp. frum = f(24, 144, —1) = —6913

16
c) fleyy,2) =z +y+2z+—
TYz

Odp. fiaz = f(_27 -2, _2) =14 Jmin = f(27 2, 2) =14

d) f(%y»Z)ZSiH$+Siny—sin(;p+y+z)7
D:0<r<nm0<y<mlO<z<m
Odp. frae = f(5.5,5) =4

e) f(x1,xy, x5, 14) = 7 + 25 + x5 — 23

Odp. Brak ekstremum.
2. Wyznaczy¢ ekstremum funkcji dwoch zmiennych.

b) f(z,y) = y/r —y* — 1+ 6y Odp. frae = f(4,4) =12
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) f(,) = € (z+?) Odp. fin = F(-2,0) = >
d) f(z,y) =4zy — 4o — 2y Odp. Brak ekstremum.

e) f(z,y) =3In(%) +2In(y) +In(12 =2z —y) Odp. frme = f(6,4) =51n(2)
3. Rozwiaza¢ zadania z trescia.

a) Obliczy¢ najwieksza objetos¢ prostopadlodcianu przy warunku, ze dtugosé jego prze-
katnej wynosi 2v/3.
Odp. V =8.

b) Na paraboli y? = 4x wyznaczy¢ punkt polozony najblizej prostej x —y + 4 = 0.
Odp. P(1,2).

c¢) Liczbe dodatnia a przedstawi¢ w postaci sumy takich trzech sktadnikéw z,y, z
dodatnich, zeby ich iloczyn byt najwiekszy.
Odp. = = = =4 =
p. 3’ Y 3’ 3’
d) W tréjkacie o wierzchotkach A(xy,y1),B(x2,y2),C(x3,y3) wyznaczyé taki punkt

P(z,y), aby suma kwadratow jego odlegtosci od trzech wierzchotkéw byta minimalna.
Odp. P(xl +:1;)2 +x3’ Y1t y32 +y3).
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