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Harmonic generation in the nearfield of the harmonically excited circular piston source
is considered. The quasilinear parabolic model is used to determine the averaged pressure
over the planar receiving transducer of a diameter equal to that of the source. The model is
then simplified by assumption that the receiving transducer covers the entire section of the
acoustic beam. The derived general expressions are used in sample computations of the sec-
ond and third harmonic components of the averaged pressure in distilled water. The results
of computations are compared with the results obtained from direct numerical integration (so
called Bergen code) of the KZK equation and with the experiment conducted in distilled wa-
ter.

WPROWADZENIE

Znieksztatcenia fal akustycznych o skoficzonych amplitudach nie zawsze sa badane przy
pomocy hydrofonéw igtowych o pomijalnie matych rozmiarach. Odpowiednie akustyczne
metody pomiarowe rezygnujg czgsto z okre$lania przestrzennego rozktadu sktadowych har-
monicznych ci$nienia akustycznego na rzecz prostszych, jednowymiarowych charakterystyk,
opisujacych zmiany tego ciénienia wzdhuz osi gtéwnej przetwornika Zzrédlowego o drganiach
sinusoidalnych. Funkcjg hydrofonu spelnia wtedy zwykle ptaski przetwornik odbiorczy o
duzej, w poréwnaniu z dhugoécia fali akustycznej emitowanej przez zrodio, érednicy [1-4].
Napigcie na takim przetworniku odbiorczym jest proporcjonalne do cidnienia akustycznego,
usrednionego na jego powierzchni.

Charakterystyki eksperymentalne zmierzone dla kilku (zazwyczaj podstawowej i drugiej)
sktadowych harmonicznych cisnienia akustycznego uzaleznione sa od parametrow zrodia fali
akustycznej oraz o$rodka propagacji. Aproksymacja wynikéw pomiardéw przez odpowiednie
charakterystyki teoretyczne pozwala na wyznaczenie parametréw poszukiwanych w danej
metodzie pomiarowej - na przyktad amplitudy cisnienia akustycznego przy powierzchni zré-
dia i/lub parametru nieliniowosci oérodka propagacji [2-4].
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Charakterystyki teoretyczne formutowane sg na podstawie matematycznego opisu propa-
gacji fali sprezystej, emitowanej przez zastosowany przetwornik zrédiowy. Wykorzystuje sig
w tym celu modele uproszczone, dobierane przy uwzglednieniu cech Zrodia fali 1 oczeki-
wane]j doktadnoéci opisu pola akustycznego.

Szczegolnie interesujacy jest przypadek ptaskiego Zrodta kotowego o duzej wartosci ilo-
czynu ka (k= w/cy jest liczba falowa, ® czgstoscia katowa zaburzenia, ¢y predkoscia fazowsa
fali akustycznej i a promieniem przetwornika), emitujacego wiazkg o symetrii osiowej.
Przetwornik ultradzwigkowy o takim ksztalcie jest bowiem latwo realizowalny, a jego pole
bliskie mozna stosunkowo dokiadnie [1,3,4] modelowaé przy pomocy rownania KZK:
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stanowigcego paraboliczne uproszczenie nieliniowego réwnania falowego. W réwnaniu tym
@ jest wspodtezynnikiem thumienia absorpeyjnego, a Ip = poco /®Bpo jest odlegtoscia nieciag-
toéci dla fali ptaskiej, przy czym po jest gestoscia cieczy w stanie nie zaburzonym i B wspél-
czynnikiem nieliniowoéci ofrodka. Zmienne bezwymiarowe: ci$nienie akustyczne p’= p/po,
wspbirzedna wzdhuz gléwnej osi wiazki G = z/rp, wspolrzedna w kierunku poprzecznym do
osi wiazki & = 1/a i faza T = W(t-z/co), wiazaca uktad wspotrzednych z czotem fali propaguja-
cej si¢ z predkoscig cq, sa wynikiem normalizacji odpowiadajacych im wielkosci pierwotnych
wzgledem: amplitudy ci$nienia akustycznego przy powierzchni przetwornika nadawczego po.
promienia przetwornika a, odlegtodci Rayleigha ry= ka*/2, czestosci katowej zaburzenia ©
oraz predkosci fali akustycznej ¢p. Symbol V2, oznacza laplasjan dwuwymiarowy wzgledem
wspolrzednych poprzecznych do osi wiazki. Réwnanie obowiazuje w strefie przyosiowej z
wylaczeniem obszaru zawartego pomiedzy plaszczyzng przetwornika zrodlowego i plaszezy-
zng © = Ok, gdzie og = 2(ka)™".

Bezpoérednie rozwiazania réwnania KZK dostepne sa jedynie poprzez catkowanie nume-
ryczne - na przykltad przy pomocy procedur opracowanych na Uniwersytecie w Bergen [5],
wykorzystujacych metode réznic skonczonych. Otrzymane ci$nienie akustyczne mozna usre-
dni¢ na powierzchni przetwornika odbiorczego w drodze dodatkowego catkowania. Gdy na-
tezenie efektow nieliniowych jest umiarkowane, do opisu sredniego ci$nienia akustycznego
wykorzystuje sig takze analityczne rozwiazania réownania KZK, otrzymane po zastosowaniu
dodatkowego, quasiliniowego uproszczenia. Odpowiednie wyrazenia maja jednak skompli-
kowang postac¢ i muszg byé obliczane numerycznie - mozna je dodatkowo uprosci¢ zaklada-
jac, ze przetwornik odbiorczy obejmuje caty przekroj wiazki. Zatozenie takie ma sens dla
matej rozwartosci katowej wiazki oraz przy ograniczeniu obszaru waznosci opisu do wnetrza
pola bliskiego Zrédta. Energia akustyczna skoncentrowana jest wtedy prawie catkowicie w
obszarze przyosiowym, zwtaszcza dla wyzszych sktadowych harmonicznych.

Wyrazenia opisujace zmiany amplitudy drugiej sktadowej harmonicznej cisnienia akus-
tycznego, usrednionego na powierzchni plaskiego przetwornika tlokowego o nieskonczenie
duzej érednicy uzyskali: V. E. Kunicyn i O. V. Rudenko [6] - dla przypadku, gdy zrédiem
wiazki akustycznej jest ptaski przetwornik o drganiach ttokowych oraz S. Saito [2] - dla Zré-
dia skupiajacego o drganiach gaussowskich. Opis dla trzeciej sktadowej harmonicznej tego
cisnienia w polu ptaskiego zrodta thokowego podano w pracy [7]. W niniejszej pracy prezen-
towane jest uogélnienie [4] modelu analitycznego z pracy [7] na przypadek dowolnej (jednak
wyzszej niz podstawowa) sktadowej harmoniczne;j.
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1. ROZWIAZANIE ROWNANIA KZK METODA KOLEJNYCH PRZYBLIZEN

Gdy natgzenie zjawisk nieliniowych nie jest duze, rownanie KZK mozna rozwiazywac
metoda kolejnych przyblizef w obszarze ograniczonym przez punkt nieciagtosci (o < Ip /ro).
Postgpowanie takie laczy w sobie uproszczenia charakteryzujace przybliZzenia paraboliczne
oraz quasiliniowe i jest stosowane przy modelowaniu nieliniowych oddziatywan waskich
wiazek fal akustycznych o skonczonych amplitudach, a takze procesu generacji sktadowych
harmonicznych wigzki fali pierwotnie sinusoidalnej. Uwzglednienie prazkowego charakteru
widma fali pierwotnej pozwala wtedy na przejscie do ukladu parabolicznych réwnaf r6z-
niczkowych dla zespolonych amplitud ciénienia akustycznego: réwnania jednorodnego dla
zlinearyzowanej fali pierwotnej oraz niejednorodnego opisujacego analizowang falg wtorna.
W szczegdlnych przypadkach umozliwiaja one otrzymanie Scistych, analitycznych rozwia-
zan, pozwalajacych na wykonanie obliczen numerycznych lub na dalsze uproszczenia przy
pomocy odpowiednich przeksztatcen asymptotycznych.

Przy rozpatrywaniu zagadnienia generacji wyzszych sktadowych harmonicznych w polu
monochromatycznego zrodla wiazki akustycznej przyja¢ mozna, ze poszukiwane rozwiazanie
rownania KZK (1) ma postaé:
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gdzie p'n(E,6,T) oznacza n-ta sktadowa harmoniczna ci$nienia akustycznego:
7,(&.0,%) =Re{ P, (£,0)e ™"},

P’ (&,0) zespolona amplitude tej sktadowej, a c.c. wielkoéé zespolong sprzezong.
Uproszczone wyrazenia na p’, mozna otrzymaé zakladajac, Ze stanowia one kolejne popraw-
ki w przyblizonym rozwigzaniu réwnania KZK, uzyskiwane sukcesywnie w trakcie rozwia-
zywania tego rownania metoda kolejnych przyblizen. Uwzglednienie rozwiniecia Fouriera
(2) prowadzi wtedy do nastgpujacego uktadu réwnan dla kolejnych przyblizen [8]:
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Po prawej stronie réwnania n-tego przyblizenia ujete sa czlony zrodlowe P’yexp(-ikt) oraz
P’ expl-i(n-k)t], odpowiadajace tylko tym skladnikom wyrazenia [p’;+ p'a+..+p's 1]2,
ktére uczestnicza w wylwarzaniu n-tej sktadowej harmonicznej. Poniewaz wiazka akustyczna
cechuje sig symetrig osiowa, Sciste, analityczne rozwigzania ukladu rownan (3) znalez¢ moz-
na przy pomocy przeksztatcenia Hankela. Maja one postaé [8]:
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Zauwazyé mozna, ze w celu uzyskania przyblizonego rozwiazania dla n-fej sktadowej
harmonicznej ci$nienia akustycznego, nalezy rozwiazaé w sposob iteracyjny n rownan dla
kolejnych przyblizen. Z kazdym réwnaniem zwiazane sa warunki brzegowe, stawiane w pla-
szczyznie przetwornika Zrédtowego odpowiednio do przyjetych dla rozpatrywanego zagad-
nienia zalozen. Dla réwnania pierwszego przyblizenia warunki te opisuja rozktad P’1(£,0)
amplitud ciénienia akustycznego fali pierwotnej przy powierzchni apertury zrédla. Dla przy-
blizeh wyzszych rzeddéw przyjmowane sa warunki brzegowe zerowe, poniewaz przyjmuje
sie, ze zrodo nie generuje sktadowych harmonicznych wyzszych niz podstawowa.

Wyniki przyktadowych obliczen dla drugiej sktadowej harmonicznej ci$nienia akustycz-
nego wzdhuz i w poprzek osi wiazki akustycznej emitowanej przez kolowy przetwornik tlo-
kowy (a=0.023m i f= 1.0 MHz) przedstawia rys. 1. Rozwiazanie numeryczne dla modelu
parabolicznego pokrywa sig¢ z quasiliniowym dla mniejszego natezenia fali akustycznej, a
wiec wtedy, gdy pomijanie przekazywania energii do/z wyzszych sktadowych harmo-
nicznych - specyficzne dla aproksymacji quasiliniowej - nie wywiera znaczacego wpltywu na
otrzymywane w tym przyblizeniu rozwigzanie.
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Rys.1. Zmiany amplitud cisnienia akustycznego drugiej skladowej harmonicznej wzdhuz i w poprzek
(dla o = 0.45) osi akustycznej przetwornika thokowego o ka = 97 1 po= 50/150 kPa, w wodzie
destylowanej o T =20 °C (absorpcje pominigto). Znaczniki okragte odpowiadaja wynikom ob-
liczen wedtug wzoru (4b), a linie ciagle wynikom numerycznego catkowania réwnania KZK

Fig.1. On-axis and radial (at o = 0.45) sound pressure amplitudes of the second harmonic component
for piston transducer with ka = 97 and po= 50/150 kPa in distilled water at T = 20 °C (absorp-
tion is neglected). Circles show the results of computation according to eq. (4b), solid lines are
numerical solutions of KZK equation

2. USREDNIONE CISNIENIE AKUSTYCZNE

Pomigdzy cisnieniem akustycznym uérednionym <p’(§,0,1)> na powierzchni plaskiego,
osiowo symetrycznego przetwornika tlokowego o nieskoniczenie duzej érednicy, a ci$nieniem
p’(€,0.7) przy jego powierzchni, istnieje zaleznos¢:
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Przy pomocy podstawienia:
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poszczegblne czlony réwnan (3) wyrazi¢ mozna w funkcji nie thumionej amplitudy cisnienia
A’ (£,0), otrzymujac w efekcie ukiad réwnan (dla n>1):
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Po przemnozeniu obu stron réwnan (7) przez 2EdE oraz scatkowaniu otrzymujemy:
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Ponowne catkowanie wzgledem zmiennej ¢ prowadzi, po dodatkowym uwzglednieniu zwia-
zku (6), do poszukiwanej zaleznosci:
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Otrzymana postac (8) wyrazen opisujacych zmiany $redniego ci$nienia akustycznego wzdluz
osi wiazki jest mniej ztozona (catkowanie podwdjne, a nie potrdjne) niz w przypadku skon-
czonej $rednicy przetwornika odbiorczego. Niestety, w wyrazeniach podcatkowych wyste-
puja rozktady zespolonych amplitud poszczegdlnych skiadowych harmonicznych cisnienia
akustycznego. Powoduje to, Ze obliczenia dla n-tej sktadowej harmonicznej éredniego cisnie-
nia muszg by¢ poprzedzone obliczeniem rozktadéw P’(&,0) dla wszystkich nizszych sktado-
wych (k=1,2,...,n-1). P’} jest calks zlinearyzowanego rownania dla fali pierwotne;j.
Wyniki takich obliczen dla drugiej i trzeciej sktadowej harmonicznej $redniego cisnienia
akustycznego (w polu bliskim kotowego Zrédta tlokowego o ka = 97) przedstawia rys.2. Do-
ktadnosé rozwiazan oceni¢ mozna poprzez poréwnanie z wykresami uzyskanymi przy pomo-
cy numerycznego modelu parabolicznego oraz z wynikami pomiaréw [4], wykonanych przy
pomocy zestawu dwdéch przetwornikow.
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Rys. 2. Zaleznos$¢ amplitud drugiej i trzeciej skladowej harmonicznej usrednionego ci$nienia akusty-
cznego od odleglodci migdzy przetwornikami o ka = 97 i po= 50/150 kPa w wodzie destylo-
wanej o T=20°C. Znaczniki okragle odpowiadaja wynikom obliczen wedlug wzoru (8),
romby wynikom pomiaréw, a linie ciagle u$rednionym wynikom numerycznego catkowania
réwnania KZK

Fig. 2. The dependence of the second and third harmonic amplitudes of the averaged sound pressure
vs. distance between ftransducers for ka =97 and po=50/150 kPa in distilled water at
T =20 °C. Circles show the results of computation according to eq. (8), diamonds show the
results of measurements, solid lines are from averaged numerical solutions of KZK equation
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3. WNIOSKI

Wykresy otrzymane przy pomocy obu modeli: parabolicznego oraz quasiliniowego para-
bolicznego, pokrywajg sie dla matego natgzenia fali akustycznej. Charakterystyczne dla
aproksymacji quasiliniowej pomijanic wyzszych, niz aktualnie rozpatrywana, sktadowych
harmonicznych w procesie wymiany energii powoduje bowiem tym mniejsze bledy w opisie
quasiliniowym, im mniejsze jest natezenie fali akustycznej. Zauwazy¢ mozna, ze przy duzej
koncentracji energii wiazki w obszarze przyosiowym, doktadnos¢ modelu zaktadajacego nie-
skonczenie duza $rednice przetwornika odbiorczego jest dobra.

Przedstawione wykresy kwestionuja praktyczng przydatnos¢ modelu quasiliniowego pa-
rabolicznego dla wyzszych niz trzecia sktadowych harmonicznych cidnienia sredniego; do-
puszczalnym natezeniom fali akustycznej odpowiadaja mate amplitudy tych sktadowych,
uniemozliwiajgce wystarczajaco precyzyjne pomiary. Podkre§li¢ rowniez nalezy, Ze nume-
ryczne obliczanie rozkladéw P’x(E,0) jest bardzo czasochionne.

Przedstawiony model wykorzysta¢ mozna do oceny poprawnosci i dokladnoéci nowo
opracowywanych modeli dla uérednionego cisnienia akustycznego - na przykiad modelu
w pelni parabolicznego, wykorzystujacego usrednianie rezultatéw bezpoéredniego, nume-
rycznego catkowania rownania KZK. Zagwarantowaé¢ przy tym nalezy, zeby testy przepro-
wadzane byly w warunkach wystarczajaco matego natezenia fali pierwotnej oraz w obszarze
waznosci rownania KZK.
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