Zeszyty Naukowe Wydziatu Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej Nr 66

LI Migdzyuczelniana Konferencja Metrologow
MKM 2019
Opole - Moszna, 23-25 wrze$nia 2019

doi: 10.32016/1.66.15

DWUWYMIAROWY MODEL POMIARU DLA TYPOWYCH, ZALOZONYCH
ROZKEADOW PRAWDOPODOBIENSTWA WIELKOSCI WEJSCIOWYCH

Jacek PUCHALSKI', Pawet FOTOWICZ®

1. Gléwny Urzad Miar
tel.: 22 5819437
2. tel.:22 5819056

Streszczenie: Dla dwuwymiarowego modelu pomiaru zostang
zaprezentowane przyklady zostang Zaprezentowane przyklady
rozktadéw, ktérych sploty generuja rozktady wypadkowe dla
dwuwymiarowego modelu pomiaru. W ogdélnosci zmienne
wejsciowe jako zmienne losowe moga by¢ skorelowane co wptywa
na ksztalt i potozenie obszaru rozszerzenia ktéry wyznacza obszar
niepewno$ci pomiaru. Dla wielko$ci wejsciowych bedacych
zmiennymi losowymi o rozkladzie Gaussa podano wzory
analityczne pozwalajace obliczy¢ dlugosci pélosi elipsy - modelu
obszaru niepewnosci dla wielkosci wyjsciowych. Réwniez metoda
Monte Carlo wyznaczone zostang obszary rozszerzenia dla modelu
dwuwymiarowego dla przyjetego prawdopodobienstwa
95 %. Wyniki  symulacji  zostang  przedstawiona  na
tréjwymiarowych wykresach uzyskanych z projekcji plikéw
graficznych .fig (§rodowisko Matlab). Zaprezentowane zostang
takze obszary rozszerzenia wyznaczone metoda Monte Carlo dla

innych rozkladéw, powstalych w wyniku splotu rozkladu
normalnego 1 prostokatnego, a takze dwodch rozktadow
prostokatnych  ktére nie majg trywialnego rozwigzania

analitycznego. Dokonana bedzie ocena uzyskanych symulacji
numerycznych.

Stowa kluczowe: obszar rozszerzenia, korelacja, macierz korelacji,
Metoda Monte Carlo

1. WSTEP

Wydany przez JCGM (Joint Committee for Guides
in Metrology) dokument [1] przedstawia zalecenia zwigzane
z opracowaniem wyniku pomiaru w  przypadku
wielowymiarowego modelu pomiaru [2]. Jednak najczgéciej
spotykanym w praktyce metrologicznej jest model
dwuwymiarowy [3-5]. Przy jego opracowaniu wykorzystuje
si¢ najczgsciej specjalistyczne oprogramowanie zgodne
z przyjetym algorytmem [6]. Obliczenia mozna wykonywac
przy zatozeniu réznych rozktadéw prawdopodobienstwa dla
wielkosci wejsciowych. Takie obliczenia zostaly wykonane
w odniesieniu do przyktadu zawartego w dokumencie [1].

2. MODEL POMIARU

Przyjmijmy model, dla ktérego mozliwa jest
ilustracja graficzna uzyskanego wyniku pomiaru w postaci
dwuwymiarowego obszaru rozszerzenia. Nasz menzurand
wektorowy mozna zdefiniowa¢ w postaci:
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gdzie y;=x;+x;3 1 y,=x,+x;. Dla pierwszej i drugiej
wielko$ci wejsciowej x; 1 x, mozna przyja¢ rozklady
normalne, a dla trzeciej x; rozktad prostokatny. Ponadto
niepewno$ci standardowe zwigzane z tymi wielko$ciami
wynosza odpowiednio: u(x)) =u(x;) =1 oraz u(x)) =3.
Poniewaz trzecia wielko$¢ wejsciowa x; powtarza si¢ w obu
réwnaniach wielko$ci wyjsciowych i jest wielkosciag
dominujaca, to nalezy spodziewac si¢, ze wielkosci y i y, sa
ze sobag silnie skorelowane.
Macierz kowariancji
wejsciowych ma postac:

nieskorelowanych  wielkosci
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gdyz wszystkie wielko$ci wejsciowe sg niezalezne i pary ich
kowariancji  u(x;, x)=0. Macierz wspdtczynnikow
wrazliwosci jest postaci:
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gdyz w réwnaniu wielkosci wyjsciowej y; nie wystepuje
wielko$¢ wejsciowa x,, a w rdwnaniu wielko$ci wyjsSciowej
y, nie wystepuje wielko§¢ wejsciowa x;. Zgodnie z zasada
propagacji niepewnos$ci wyznaczamy macierz kowariancji

wielkosci wyjsciowych:
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Poniewaz u(yr,y2) = u(ya,y1) = r(y,y2)- u(yr)-u(y2)=
=r(y2,y1) - u(y2)-u(y;) to wspétczynnik korelacji r=0,9. W
ogblnosci dwuwymiarowa macierz kowariancji wielkosci
wyjsciowych jest postaci:
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Sprowadzajac macierz U;l do postaci diagonalnej tj.

zgodnie z réwnaniem det [U;l—/l'I]=0 otrzymujemy



pierwiastki  charakterystyczne, ktére sg odwrotnie
proporcjonalne do kwadratéw poélosi elipsy wyznaczajacej
obszar rozszerzenia. Wspolczynnikiem proporcjonalnosci
jest kwadrat wspéfczynnika rozszerzenia k,. Jednoczes$nie
okazuje si¢, ze wartoSci wlasne macierzy U;,l sa
odwrotnosciami odpowiednich warto$ci wlasnych macierzy
kowariancji U,. A zatem wykonujac diagonalizacje
macierzy U, otrzymuje si¢ kwadraty pétosi spetniajacych
rOwnanie elipsy w nowych wspétrzednych ukladu
kartezjanskiego z; 1 z, z—§+ IZ)—ZZ =1 wyznaczonym przez
prostopadle wektory wlasne macierzy U;l identyczne jak
wektory wlasne macierzy U,,. Pétosie gtéwne elipsy opisuje
formuta:
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gdzie k, to wspétczynnik rozszerzenia dwuwymiarowego
obszaru. Dla prawdopodobienstwa 95 %, k,=2,45 [1]. Dla
znaku plus otrzymujemy diuzsza péto§ a, za$ dla znaku
minus krétsza poéto§ b. Obszar ten mozna zilustrowaé
graficznie jak na rysunku 1.

P =95%, 99%

Rys. 1. Obszar rozszerzenia dla okreslonego prawdopodobienistwa

Wykonujac obliczenia metodg propagacji niepewnosci
przy zatozeniu splotu rozktadéw normalnych (x; z x3 1 x, z
X3) otrzymujemy dwuwymiarowy rozktad normalny, ktérego
wspdlna funkcja gestosci prawdopodobienstwa dla wielkosci
wyjSciowe] w przekroju poprzecznym ma ksztalt elipsy.

Zaktadajac, ze u(y;) =u(y,)=u(y) wielkosci podlosi
upraszczaja si¢ do postaci:

a = Upax(y) = kpv1+7- u(y)

b = Upmin (¥) =kp V1—71-u(y) (7a,b)

Gdy r=0 t0 Unx(¥) = Umin(y) =k, u(y) i obszar rozszerzenia
przybiera ksztalt kota.

Druga metoda, zalecang przez dokument [1] do
obliczen obszaru niepewnos$ci metoda propagacji rozktadéw
jest metoda Monte Carlo. W artykule przedstawiono wyniki
obliczen z wykorzystaniem S$rodowiska Matlab. Dla
rozkladéw  normalnych  przyjetych dla  wielkodci
wejsciowych wyniki takiej symulacji przedstawiaja kolejne
rysunki 2-4.

Rys. 2. Rozktad dla modelu dwuwymiarowego z zaznaczonym
obszarem rozszerzenia dla zmiennych x; x, ,rozktadach
normalnych ~ N(0,1) 1 x3 ~ N(0,3) - rzut perspektywiczny

Rys. 3. Rzut perspektywiczny rozktadu dla modelu
dwuwymiarowego z zaznaczonym obszarem rozszerzenia

dla x; x,~ N(0,1) i x5 ~ N(0,3)

Rys. 4. Dwuwymiarowy obszar rozszerzenia dla rozktadéw
normalnych x; x, ~ N(0,1) 1 x3 ~ N(0,3)

Dla wielkosci wejsciowych o rozktadach mieszanych:
normalnych i jednostajnych (prostokatnych), wyniki
symulacji przedstawiaja kolejne rysunki 5 i 6. Czerwona
linia okre§la obszar rozszerzenia wyznaczony metoda
propagacji niepewnosci.

Rys. 5. Rozktad dla modelu dwuwymiarowego dla wielkosci
wejsciowych opisanych rozktadami normalnymi
i prostokatnym- rzut perspektywiczny
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Rys. 6. Dwuwymiarowy obszar rozszerzenia dla wielkosci
wejsciowych opisanych rozktadami normalnymi i prostokatnym

W podobny sposéb mozna wyznaczy¢ rozklad
dwuwymiarowy dla wielko$ci wejsciowych o rozkladach
prostokatnych (rys. 7 i 8). I tu czerwona linia okre$la obszar
rozszerzenia, wyznaczony metodg propagacji niepewnosci

dla splotu rozktadéw normalnych.

Rys. 7. Rozktad dla modelu dwuwymiarowego przy wielko$ciach
wejsciowych opisanych rozktadami prostokatnymi:
x1, %~ R(0,1) i x3~ R(0,3) - rzut perspektywiczny

Rys. 8. Dwuwymiarowy obszar rozszerzenia dla wielkosci
wejsciowych opisanych rozktadami prostokatnymi:

x1,x2~R(0,1) 1 x5~ R(0,3)

Rys. 9. Rzut perspektywiczny dwuwymiarowego rozktadu
prostokatnego z obszarem rozszerzenia dla wielkosci wejsciowych
opisanych rozktadami prostokatnymi x; x, ~ R(0,1) i x3 ~ R(0,3)

i linig czerwona dla rozktadéw normalnych

2. Hampel B., Liu B., Nording F. IJ.

3.PODSUMOWANIE

Dokument [I1] okresla metody wyznaczania
niepewnosci w przypadku wielowymiarowych modeli
pomiaru. Miarg niepewnosci jest obszar rozszerzenia. Mozna
go wyznacza¢ metoda propagacji niepewnos$ci, przy uzyciu
rachunku macierzowego lub metoda propagacji rozkladéw
przy zastosowaniu symulacji Monte Carlo. Pierwsza z metod
zaliczana jest do kategorii metod analitycznych, ze wzgledu
na analityczng posta¢ réwnan dla parametrow obszaru
niepewno$ci w postaci elipsy (duzej i malej jej osi), cho¢
samo  wyznaczanie  ksztalttu rozkladu  normalnego
dwuwymiarowego moze wymaga¢ uzycia $rodkéw
numerycznych. Warunkiem koniecznym dla zastosowania
tej metody jest znajomo$¢ macierzy kowariancji.

Metoda propagacji rozktadéw przy uzyciu symulacji
metoda Monte Carlo (MCM), moze by¢ stosowana dla
dowolnych rozktadéw statystycznych, dla ktérych nie
istniejg analityczne rozwigzania granic obszaru rozszerzenia.
Jest ona realizowana tylko przy wuzyciu narzedzi
programowych, metod numerycznych bazujagcych na
implementacji ~ generatoréw  liczb  pseudolosowych
z  wykorzystaniem metody odwrécenia  dystrybuant
rozktadéw. W pracy zastosowano implementacj¢ skryptu
wykorzystujacego funkcje biblioteczne, w $rodowisku
Matlab z modulem statystycznym. Otrzymane ksztalty
obszaréw rozszerzenia wynikaja oczywiscie z rodzaju
rozkladéw prawdopodobienstwa z ustalonymi parametrami
Sredniej 1 odchylenia standardowego przypisanym
wielko$ciom wejsciowym.

Symulacje numeryczne MCM wykonano dla: x;, x, ~
N(0,1) i x3 ~ N(0,3) — rozklady Gaussa (a~10,68; b=2,45)
oraz dla: x;, x; ~ N(0,1) — rozktad Gaussa i x;3 ~ R(0,3) —
rozktad prostokatny, a takze dla: x; x, ~ R(0,1) i x3 ~ R(0,3) —
wylacznie rozklady prostokatne. Probki wejsciowe byty
generowane z niezaleznych generatoréw i nie byty
skorelowane. Metoda ta powtdrzona zostala wielokrotnie dla
liczby prébek wejsciowych od 640 tys. do 1 miln. Liczba
obszar6w dwuwymiarowych (koszykéw), w ktérych
wyznaczane byly ilosci prébek dla wartosci funkcji
histogramu wynosita od 200%200=40 tys. do 400x400=160
tys. Dla powyzszych wartosci otrzymano praktycznie
identyczne wyniki, co do ksztaltu i rozmiaru obszaru
rozszerzenia.
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BIVARIATE MODEL OF MEASUREMENT FOR TYPICAL PROBABILITY
DISTRIBUTIONS

In this work a few examples of typical distributions have been used for convolutions of results distributions in bivariate
model of measurement. In general, the correlations of output quantities appeared and its has impact on the shape and location
of coverage region. In the case of Gaussian distributions where analytical formulas have described the border of cover
regions, the explicit formulas of half axes of elliptical cover region have been given. For bivariate models, in which the both
one dimensional distributions are assumed as the convolution of typical distribution like: Gaussian and rectangular, the 95%
coverage regions have been determined by using Monte Carlo method in Matlab environment. The coverage regions are
illustrated on the perspective views of graphic Matlab .fig files. The convolutions of uniform distributions and Gaussian
and rectangular distribution have no analytical border solutions, and to compare, the marked cover region for only Gaussian
convolutions have been added. Finally, the assessment of gathered simulation has been carried out.

Keywords: coverage region, correlation, covariance matrix, Monte Carlo method.
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