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KONTAKT STYCZNY Z UWZGLEDNIENIEM CZESCIOWYCH POSLIZGOW
DLA WALCOW PARABOLICZNYCH

Streszczenie
W artykule omowiono kontakt styczny dla walcow parabolicznych. Przedstawiono rozwigzanie kontaktu stycz-
nego z uwzglednieniem czesciowych poslizgow dla znanego rozktadu naprezen normalnych i znanej wielkosci strefy
Styku. Prezentowane podejscie jest odmienne, niz w rozwigzaniu klasycznym, w ktorym stosuje si¢ teorie Hertza.
Problem czesciowych poslizgow sprowadza sie do rownan catkowych rozwigzywanych numerycznie. Przedstawio-
ne wyniki sq porownywalne z klasycznym rozwigzaniem dla styku gtadkich walcow parabolicznych.

WSTEP

Zagadnienie kontaktu ciat jest podstawowym problemem inzy-
nieryjnym. Znajomo$¢ zagadnien kontaktowych jest wykorzystywa-
na do wielu technicznych zastosowan takich jak: budowa maszyn,
budowa drog i mostow, transport kotowy i szynowy oraz do innych
wspotczesnych dziedzin techniki.

Jako pierwszy badanie problemu osiowosymetrycznego styku
ciat wykonat Hertz [3] przyjmujac model elastycznego styku dla
idealnie gtadkich kul i bez sit tarcia. Pézniej Spence [8] i Mossakov-
skij uwzglednili sity tarcia i wykazali, ze dla skoriczonych wspot-
czynnikéw tarcia w obszarze styku wystepuje strefa przyczepnosci
(stick) i strefa poslizgu (slip). Potem zagadnienia kontaktu styczne-
go ciat o ksztalcie parabolicznym przy jednoczesnym istnieniu stref
poslizgdw i przyczepnosci jako pierwszy rozwigzat Cattaneo [2] oraz
niezaleznie od niego Mindlin [5], ktére nazwano zagadnieniem
Cattaneo-Mindlina. Zgodnie z ich rozwazaniami strefa styku sktada
sie ze $rodkowego obszaru przyczepnosci i dwoch symetrycznych
kraficowych obszarow poslizgéw, ktdre zostaty wyznaczone.

W niniejszym artykule rozwazamy kontakt dwéch nieskoncze-
nie dtugich walcow powierzchniami bocznymi pod dziataniem sit
pionowych P, w wyniku kt6rych powstaje strefa styku o szerokosci
2a oraz naciski normalne p(x), wyznaczone w pracy [1]. Dodatkowo
zaktadamy istnienie sit stycznych Q jak na rysunku 1, przy zacho-
waniu ptaskiego stanu odksztatcenia i nie zmienionej strefy styku
2a.

Rys. 1. Kontakt styczny dwoch walcow parabolicznych

Zaktadamy, iz powierzchnie boczne walcow w strefie styku
mozna aproksymowa¢ powierzchniami parabolicznymi
2 2
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Przyjmujemy réwniez warunek, ze wielko$¢ strefy styku jest
znacznie mniejsza od promieni krzywizny walcéw

a<<min(R,R,) (2)

1. KONTAKT STYCZNY WALCOW GLADKICH

Rozwazamy naciski styczne q(x) powstate w strefie styku, ktére
zgodnie z prawami Hooke’a dla tensora naprezen o obliczamy z
wzoru [6]

q(x) =09 (x,0)=0c2(x0), [|<a (3)
Ponadto zaktadamy, Ze sita styczna Q jest mniejsza od pewnej
wartoSci granicznej okre$lonej kinematycznym wsp6tczynnikiem

tarcia f, tzn. Q < -P, aby walce nie poruszaly si¢ wzgledem siebie.
Dla rozwigzania zagadnienia normalnego poczatkowo zakta-

damy, ze w strefie styku powierzchnie walcow kontaktujg sie bez
poslizgow i spetnione sg warunki przyczepnosci

u®(x,0)-uP (x,0)=05,, [|x<a (4)
la(x)| < fp(x), Ix|<a (5)

gdzie:
5X = const jest sztywne przemieszczenie poziome ciat

oraz zaktadamy, ze spetniony jest warunek réwnowagi fizycz-
nej [9]

Jatoax=Q ®)

Rozwigzanie tego zagadnienia catkowicie sprowadza sie do
rozwigzania zagadnienia kontaktu sztywnego ptaskiego stempla ze
sprezysta potprzestrzenia, rozwigzanego w pracy [1], dzieki ktéremu
rozwigzanie kontaktu stycznego walcoéw gtadkich mozemy przed-
stawi¢ w postaci

B Q
= e

Powyzsze rozwigzanie, przy zatozeniu, ze ciata sq doskonale
przyczepione w catym obszarze styku, implikuje, Zze naprezenia
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X<a (7)



styczne sg nieograniczone w punktach krancowych tego obszaru.
Zwroémy uwage, ze takie zachowanie nie jest zalezne od ksztattu
stykajacych sie ciat.

Analogicznie do modelu Cattaneo-Mindlina warunki kontaktu
stycznego sa rézne w strefach przyczepnosci i poslizgow i uwzgled-
niajac punkt ¢ rozdzielajacy obie strefy majg one postaé

w strefie przyczepnosci

u®(x,0)-uP(x,0)=5,, [¥<c ®)
la(x)| < fp(x), IX|<c 9)
w strefie poslizgow
sgn[a()]=-son[s, ()], c<[x<a (10)
la()| = f|p(x)|, c<[x<a (11)
gdzie:

S, = uf(l) (x,0) _u)((z) (x,0)—0, sa wzglednymi prze-

mieszczeniami stycznymi powierzchni walcéw.
Warunek brzegowy (8) prowadzi do nastepujacego réwnania
catkowego [4]

X<c (12)

gdzie.
- E.E,
(1-v2)E, +(1-V})E,
Réwnanie (12) jest dane tylko na czesci dziedziny poszukiwa-

nej funkcji, wiec nie da sig go rozwigza¢ bezposrednio. Dla tego
przedstawimy funkcje q(s) w postaci

q(x) = fp(x)+{§°(x)’

gdzie:

Qo(X) jest nieznanym naciskiem korygujacym danym tylko w
strefie przyczepnosci.

Funkcja (13) spetnia warunki brzegowe (9) i (11) dla dodatnie-
go qo(x). Po podstawieniu wzoru (13) do réwnania catkowego (12)
uzyskamy réwnanie

2 qo(s)ds 2f Ip(s)ds 0
7ZE* )

Uwzgledmamy warunek réwnowagi fizycznej (6), ktéry dla
funkcji (13) przyjmuje posta¢

zastepczy modut Younga.

x| <c
(13)
, c<|x<a

X<c  (14)

—C

C

[ (dx=Q—fP (15)
oraz dodatkowo szukana funkcja spetnia warunki fizyczne

Qo (=€) =0 (c) =0 (16)

Réwnanie (14) jest rownaniem Cauchy’ego, ktorego rozwigza-
nie mozna podac¢ w postaci [7]

* 2
. e (e ¢ lio-pl
zJct—x2 | 2R 2 (17)
X <c

ktére po uwzglednieniu warunku (16) jest nastepujace

%(X) =
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4R fP -
Cz = * Q = = 1_2 (18)
e f fP
gdzie:
a’= e znany wzor Hertza na pdtszeroko$c strefy sty-
* R,R
ku dla oznaczenia R™ = ——2—
R, +R,

Uwzgledniajac naciski korygujace (17) i naciski normalne obli-
czone w pracy [1] otrzymujemy catkowite naprezenia styczne pod
2 2

stemplem parabolicznym
2fP c”—X", X|<cC
q(x) = [\/a - X +{ X ] (19)

0, c<\x\£a

0.15
q*

-0.1-
Rys. 2. Rozkfad naciskow stycznych dla stempla parabolicznego w
zmiennych bezwymiarowych

Na rysunku 2 przedstawiono naprezenia styczne (19) pod
stemplem parabolicznym uwzgledniajac zmienne bezwymiarowe

X gwm=2 g _Q
t=2 a=7a(), ¢ =, Q e @0

dla dwoch wartosci bezwymiarowej sity stycznej Q*=0,5 i
Q*=0,75.

Zgodnie z (18) i (20) otrzymujemy bezwymiarowg strefe przy-
czepnosci ¢ wyrazong wzorem

- 1-qQ 21)

ktéra przy zwigkszaniu sity stycznej od zera do fP (Q=1)
zmniejsza sie od catej szeroko$ci obszaru styku (c=a, ¢'=1) do zera,
kiedy to ciata zaczynajq $lizgac si¢ wzgledem siebie.

2. KONTAKT STYCZNY WALCOW CHROPOWATYCH

Tak jak powyzej rozwazamy kontakt styczny dwoch walcow o
geometrii parabolicznej zakladajac dodatkowo, ze ich stykajace sie



powierzchnie sg chropowate. Zgodnie z modelem chropowatoSci
Sztajermana [10] catkowite przemieszczenia normalne pod stem-
plem sg przedstawiane wzorem

_y®@ ©
u, (X) =u;” (x) +u,” (x,0),
gdzie:

xe(-aa) (22

u§a) (X) - lokalne przemieszczenia spowodowane zgniotem
chropowato$ci
u§e) (x,0) - przemieszczeniami na skutek sprezystych od-

ksztatcen catego ciata
Zaktadamy, ze dodatkowe przemieszczenia sg proporcjonaine
do naprezen normalinych

a
u®(x)=op(x), xe(-aa) (23)
w ktorych staty wspdiczynnik proporcjonalnosci a jest parametrem
chropowatosci.

Rozwazmy stempel o podstawie parabolicznej o promieniu
krzywizny R, dla ktérego spetnienie warunkow kontaktowych za-
gadnienia

2

u, (x,0)=7, —;(—R, x € (-a,a) (24)

Oy (X’O) =0, Xe (—a, a) (25)

oraz zatozen (22) i (23) prowadzi do réwnania catkowego wzgledem
funkcji naciskow kontaktowych

2 a
ap(x) — = J' p(s)Injs —x(ds =
N (26)
XZ
:5 - ’ -4
'y T oR X € (—a,a)

Jest to réwnanie typu Fredholma drugiego rodzaju z jadrem lo-
garytmicznym, ktdre rozwigzywane jest numerycznie. Wprowadza-
jac nowe zmienne, funkcje i parametry wzorami

X S . a, p(x)
r=—, n=—, p(r)=-"—_-",
a, a, P
. . (27)
. a . aE . o/E
a=— a=— 0=
a, a, P
réwnanie (26) w nowych zmiennych przyjmuje postaé
. 2% . . 2P
ap(n-= Inly —rldp =6, - =-"-r?,
p™(r) m[*p ()i = ridn = &7 -~ = -
re(—a*,a*)

gdzie:
a, i P, - potszerokosc strefy styku i sita dociskajaca zwia-
zane wzorem Hertza dla ciat gtadkich
4P,R"
a; =—"

H s

znany wzér Hertza na potszerokos¢ strefy

styku w zmiennych bezwymiarowych
Do obliczenia réwnania (26) wykorzystujemy warunki fizyczne
w zmiennych bezwymiarowych
p(-a’)=p(@)=0 (29)
Rozwigzanie réwnania (26) w zaleznosci od parametru chro-

powatosci a pokazano na rysunku 3. Dla a =0 uzyskujemy
klasyczne rozwigzanie Hertza

2
pr(r)==+1-r° (30)
T
Analiza uzyskanych wynikéw pokazuje, ze uwzglednienie chro-

powato$ci prowadzi do zwiekszenia szeroko$ci strefy styku i do
zmniejszenia maksymalnej warto$ci naprezen kontaktowych.

0.7 ——

a=1

fa)

\ \ \
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 r 15
Rys. 3. Rozkfad naprezeri kontaktowych stempla parabolicznego w
funkcji parametru chropowatosci o

Przejdzmy teraz do rozwazania zagadnienia kontaktu styczne-
go. Na poczatku uwazamy, ze sity tarcia w strefie styku sa wystar-
czajaco duze, zeby w kazdym jej punkcie byly spetnione warunki
przyczepno$ci (4) i (5). Spetniajac pierwszy z tych warunkéw uzy-
skamy réwnanie catkowe

000 =2 [ g (8)In's —Xds = 6, -

ﬂE* -c
(31)

- f| o, —;(;+(ﬂ—a)p(x)} X <c

W zagadnieniu kontaktu stycznego do opisu lokalnych prze-
mieszczen przyjmujemy, ze sg one wprost proporcjonalne do na-
prezen stycznych

u? () =), xe(-aa) (32)
w ktdrych staty wspétczynnik proporcjonalnosci g jest przyjetym
parametrem chropowato$ci stycznej. Podobnie jak powyzej do
rozwigzania rownaniu (31) wykorzystujemy funkcje korygujacq i
warunek réwnowagi (15).
Wprowadzajac nowe bezwymiarowe zmienne, niewiadome i
parametry

Q@ ayq(x) - Q ~_ PE

0= P ) Q :W’ ,B :;a
. (33)
5: = 5xE , C* = i
a ay
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rownanie catkowe (31) i warunek rownowagi (15)
przyjmujg postac

_— 2% . -
By (r) == [ag(m)Infp —ridn = 55 -
7[76* (34)

. 2P . oy .
_f{gy_ﬂ;rzﬂﬂ -a’)p (r)}, rl<c

-

Ja(ndr=q" - 1 @
_C*

Réwnania (34) i (35) byly rozwigzane numerycznie, a nieznang

szeroko$¢ strefy przyczepno$ci wyznaczano iteracyjnie z warunkow

fizycznych (16). Po rozwigzaniu tego uktadu réwnan i okre$leniu

naciskow korygujacych, ze wzoru (13) mozna wyznaczy¢ catkowite
naciski styczne w obszarze kontaktu. Wplyw bezwymiarowych

parametréw chropowatosci a*, ﬁ* na rozktad tych naciskéw jest

odpowiednio podany na rysunkach 4 i 5. Wyniki te uzyskano dla
wartosci =0,2 oraz Q=0,1.

Tal
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Rys. 4. Rozkfad naciskow stycznych q" dla stempla parabolicznego
w funkcji parametru chropowatosci o'
0.1
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Rys. 5. Rozkfad naciskow stycznych q" dla stempla parabolicznego

w funkcji parametru chropowato$ci 8
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Na rysunkach 4 i 5 jest widoczne, Ze zwigkszenie parametrow
chropowato$ci powoduje zmniejszenie poziomu naciskéw stycznych
oraz zwigkszenie szeroko$ci strefy przyczepno$ci. Naniesione sq

takze linie dla wartosci parametrow o =0, ,B*=O, ktore

odpowiadajg klasycznemu rozwigzaniu w zagadnieniu Cattaneo-
Mindlina.

WNIOSKI

Uwzglednienie chropowatosci dla kontaktu stycznego ciat o
geometrii parabolicznej prowadzi do nowych jako$ciowo wynikow
uwzgledniajacych czesciowe poslizgi. Pokazano warunki na rozktad
naciskow stycznych, dla ktérych czeSciowy poslizg jest nieuniknio-
ny. Rozwigzanie zagadnienia otrzymano inng metoda, niz w rozwia-
zaniu klasycznym, w ktérym rozpatrywane powierzchnie parabolicz-
ne sg gtadkie i jest ono zgodne ze znanym rozwigzaniem Hertza i
Cattaneo-Mindlina.
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TANGENTIAL CONTACT
INVOLVING PARTIAL SLIP
FOR PARABOLIC CYLINDERS

Abstract
This paper discusses tangential contact between
rough parabolic cylinders. It provides a general solu-
tion to the problem of tangential contact, taking into
account partial slip for a known distribution of normal
stress and a known contact area. The approach differs



from the classical solution, in which the Hertz theory is
used. The partial slip problem was reduced to integral
equations solved numerically. The results are similar to
those of the classical solution for smooth parabolic
cylinders.
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