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Wstęp

Określenie podstawowych charakterystyk dynamicznych 
(częstotliwości i postacie drgań własnych) obiektów mecha-
nicznych, w tym wirników wentylatorów oraz innych maszyn 
i urządzeń na etapie projektowania, odbywa się obecnie przede 
wszystkim za pomocą obliczeń numerycznych [1-4]. Najczę-
ściej wykorzystuje się w tym przypadku metodę elementów 
skończonych, która pozwala rozwiązać równanie ruchu ukła-
dów liniowych i nieliniowych metodami przybliżonymi [5].

Modele wykorzystywane do przeprowadzenia analiz w 
zakresie statycznym i dynamicznym mogą być zbudowane 
przede wszystkim z elementów objętościowych, powłokowych, 
belkowych bądź kombinacji ww. elementów [6-9].

Wykorzystanie określonych elementów dyskretnych niesie 
za sobą konieczność rozpatrzenia zasadności ich wyboru do 
budowy modelu. W przeciwnym razie może się okazać, że 
wybór danej grupy elementów może prowadzić do uzyskania 
wyników obarczonych dużym błędem, a co za tym idzie, do 
mylnych prognoz oceny stanu dynamicznego wentylatora.

Wirnik wentylatora promieniowego jest konstrukcją cien-
kościenną, której grubości blach w porównaniu z gabarytami 
są dużo mniejsze. W związku z tym, do budowy modelu dys-
kretnego wykorzystuje się przeważnie elementy powłokowe. 
Użycie tych elementów powoduje znaczną oszczędność czasu 
koniecznego do przeprowadzenia obliczeń, w porównaniu do 
modelu objętościowego. Niesie za sobą jednak pewne konse-
kwencje wynikające z teorii cienkich powłok. Aby zobrazować 
wpływ rodzaju zastosowanych elementów na otrzymane re-
zultaty, autorzy postanowili porównać wyniki obliczeń dyna-
micznych modeli zbudowanych z elementów powłokowych i 
objętościowych.

Przedmiotem analiz w prezentowanej pracy jest nowy 
dziewięciołopatkowy wirnik wentylatorów promieniowych 
WPK-5,3 (rys. 1). Wentylatory tego rodzaju są wykorzysty-
wane do przewietrzania kopalń, co powoduje, że ich poprawna 
eksploatacja ma zasadniczy wpływ na bezpieczeństwo i jakość 
pracy w wyrobiskach podziemnych. Nominalne spiętrzenie 

tych wentylatorów wynosi 4905 Pa przy natężeniu przepływu 
458,3 m3/s, natomiast podstawowa prędkość obrotowa wirnika 
to 375 obr./min [10].

Poprawnie zaprojektowany wirnik charakteryzuje się 
częstotliwościami drgań własnych, które nie pokrywają się 
z charakterystycznymi częstotliwościami pracy wentylatora. 
Są to częstotliwość drgań obrotowych wirnika oraz częstotli-
wość łopatkowa wirnika.

Częstotliwość drgań obrotowych wynika z jego prędkości 
obrotowej i określona jest zależnością (1-2) [11]:
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Częstotliwość łopatkowa wirnika jest określona zależnością 
(2) [11]:
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Zgodnie z powyższymi zależnościami, w przypadku roz-
patrywanego wirnika, którego nominalna prędkość obrotowa 
wynosi n=375 obr./min zaś liczba łopatek N=9, to częstotliwość 
drgań obrotowych wynosi 6,25 Hz, natomiast częstotliwość 
łopatkowa wirnika wynosi 56,25 Hz.

Modele obliczeniowe

W celu rozwiązania równania ruchu wirnika wentylatora 
w dwóch rozpatrywanych przypadkach przygotowano dwa 
modele dyskretne: powłokowy oraz objętościowy (rys. 2).

Wykorzystanie elementów trójwymiarowych prowadzi do 
znacznego wzrostu liczby stopni swobody rozwiązywanych 
równań w porównaniu z modelem powłokowym. W związku z 
tym, obliczenia modelu dyskretnego zbudowanego z elementów 
objętościowych przeprowadzono z wykorzystaniem warunków 
symetrii kołowo cyklicznej 1/9 wirnika. Do jego budowy 
wykorzystano 457126 elementów typu HEXA20, TETRA10, 
PENTA15 oraz PENTA13, co w efekcie dało model o licznie 
węzłów równej 1689459. Model powłokowy przygotowano 
natomiast jako model całego wirnika. Składał się on z 412792 
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elementów czworokątnych oraz trójkątnych niższego rzędu 
oraz łącznej liczbie węzłów 399855 [5, 14].

W obu rozpatrywanych przypadkach zastosowano analo-
giczne warunki brzegowe, poprzez odebranie odpowiednich 
stopni swobody na piaście wirnika, czyli miejscu jego oparcia 
na wale napędowym. Jedynie w przypadku modelu z elemen-
tów objętościowych, dodatkowo zadano wspomniany warunek 
symetrii cyklicznej kołowo. Obliczenia zostały przeprowadzone 
z uwzględnieniem obciążenia wstępnego wirnika. Jako obcią-
żenie uwzględniono działanie odśrodkowych sił bezwładno-
ści wynikających z ruchu obrotowego wirnika z prędkością 
375 obr./min. Pominięto siły od ciśnienia, które praktycznie 
nie wpływają na częstotliwości drgań własnych oraz postaci 
drgań.

Zagadnienie własne zostało rozwiązane w obu przypadkach 
z wykorzystaniem algorytmu Lanczosa. Jako wynik symulacji 
uzyskano częstotliwości drgań własnych oraz odpowiadające 
im postacie drgań.

Wyniki obliczeń numerycznych

Przeprowadzona teoretyczna analiza modalna pozwo-
liła uzyskać wartości częstotliwości drgań własnych oraz 

odpowiadające im postacie drgań wirnika bez obciążenia 
wstępnego oraz z obciążeniem wstępnym. Uzyskane wartości 
częstotliwości drgań własnych przedstawiono w tabeli 1, nato-
miast wybrane postacie drgań pokazane są na rysunkach 3-6. 
Należy zaznaczyć, że w tabeli porównano wartości kolejnych 
częstotliwości drgań uzyskanych w wyniku przeprowadzonych 
analiz, mimo, że w przypadku obliczeń modelu powłokowego 
trzecia częstotliwość drgań odpowiada czwartej postaci drgań 
z modelu objętościowego, natomiast czwarta częstotliwość 
drgań własnych odpowiada trzeciej postaci drgań modelu 
objętościowego. Wynika to z nieco innej sztywności modelu 
wirnika zbudowanego z elementów objętościowych, w którym, 
ze względu na zastosowaną symetrię cykliczną, w rozwiązaniu 
nie uzyskano 12 żeber usztywniających tarczę piasty wirnika 
(widoczne na rys. 5a).

Uzyskane wyniki przedstawione w tabeli 1 wskazują na 
dużą zgodność obliczonych częstotliwości drgań własnych. 
Jedynie trzecia częstotliwość różni się w przypadku obu modeli 
o prawie 15%, natomiast w pozostałych przypadkach różnice 
są maksymalnie na poziomie ok. 3,7%.

Postacie drgań własnych w przypadku obu rodzajów modeli 
wirnika są analogiczne, co widać na rysunkach 3-6.

Rys. 1. Model dziewięciołopatkowego wirnika WPK-5,3

a) b)b)
Rys. 2. Modele obliczeniowe wirnika: a) model zbudowany z elementów powłokowych, b) model 1/9 wirnika zbudowany 

z elementów objętościowych

Tab. 1.  Wartości częstotliwości drgań własnych w zależności 
od rodzaju modelu dyskretnego

Kolejne 
postacie 

drgań

Model 
powłokowy

Model objęto-
ściowy Różnica [%]

fn [Hz] fn [Hz]
1 9,652 9,978 3,265
2 9,663 9,978 3,157
3 14,385(1) 12,523(1) -14,869
4 16,601(1) 16,425(1) -1,072
5 44,514 42,944 -3,656
6 44,520 42,944 -3,670
7 48,034 47,001 -2,198
8 48,093 47,001 -2,323

(1) – trzecia postać drgań modelu powłokowego odpowiada 
czwartej modelu objętościowego, natomiast czwarta postać mo-
delu powłokowego jest analogiczna z trzecią modelu objętościo-
wego (wyjaśnienie w tekście)
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a) b)

Rys. 3. Pierwsza postać drgań wirnika: a) model powłokowy, b) model objętościowy

a) b)

Rys. 4. Druga postać drgań wirnika: a) model powłokowy, b) model objętościowy

a) b)

Rys. 5.  Trzecia postać drgań modelu powłokowego wirnika (a) i odpowiadająca jej czwarta postać 
drgań modelu objętościowego wirnika (b)
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Podsumowanie

W ramach przeprowadzonych prac wykonano obliczenia 
numeryczne dwóch rodzajów modelu wirnika. Jednego, wyko-
nanego z elementów powłokowych oraz drugiego, wykonanego 
z elementów objętościowych. Pozwoliło to określić zgodność 
obu modeli, ale również zobrazować problemy, które są napo-
tykane podczas przygotowania modeli oraz obliczeń. Przede 
wszystkim, ze względu na staranne przygotowanie bazowych 
modeli geometrycznych i późniejszy dobór wielkości oraz ro-
dzaju elementów użytych do dyskretyzacji wirnika, uzyskano 
dość dużą zgodność wartości kolejnych częstotliwości drgań 
własnych. Widać to w tabeli 1 w przypadku wszystkich czę-
stotliwości drgań poza trzecią. Maksymalna różnica wynosi w 
przypadku tych częstotliwości zaledwie 3,7%. Poza pierwszymi 
dwoma częstotliwościami, stwierdzono, że model przygoto-
wany z elementów objętościowych ma niższe częstotliwości 
drgań własnych. Wynika to z faktu zastosowania teorii powłok 
i mniejszej sztywności elementów powłokowych w stosunku 
do elementów objętościowych. 

Obliczenia modelu konstrukcji cienkościennej, takiej jak 
wirnik wentylatora promieniowego z wykorzystaniem ele-
mentów objętościowych niesie za sobą pewne konsekwencje. 
Ponieważ czas obliczeń całego wirnika byłby zbyt duży, zasto-
sowana symetria kołowo cykliczna spowodowała konieczność 
wprowadzenia pewnych uproszczeń w modelu 1/9 wirnika. 
Uproszczenia te polegające na nieuwzględnieniu rzeczywistej 
liczby żeber usztywniających tarcze piasty wirnika spowodo-
wały zamianę trzeciej i czwartej postaci drgań obu modeli. 
W wyniku zmiany sztywności trzecia postać drgań modelu 
powłokowego odpowiada czwartej z modelu objętościowego, 
zaś trzecia postać modelu objętościowego odpowiada czwartej 
modelu powłokowego. Należy przy tym zauważyć, że różnica 
częstotliwości drgań w tym przypadku jest największa z zaob-
serwowanych i wynosi 14,87%.

Istotnym elementem oceny obu modeli jest porównanie po-
staci drgań własnych. Jak widać na rysunkach 3-6, poza przesu-
nięciem postaci nr 3 i 4 w przypadku obu modeli, co do wartości 
częstotliwości, uzyskane postacie drgań są analogiczne.

a) b)

Rys. 6.  Czwarta postać drgań modelu powłokowego wirnika (a) i odpowiadająca jej trzecia postać drgań modelu 
objętościowego wirnika (b)
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