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Wokóª brachistochrony

Streszczenie. Praca przedstawia ró»ne aspekty ruchu punktu materialnego w polu
grawitacyjnym. W szczególno±ci w oparciu równanie Eulera-Lagrange'a wyprowadza si¦
równanie brachistochrony tj. krzywej realizuj¡cej najkrótszy czas ruchu oraz opisuje jej
podstawowe wªasno±ci i mody�kacje. Prezentowane tre±ci ilustrowane s¡ licznymi przykªadami.

1.Wst¦p

Zagadnienie brachistochrony (brachistos � najkrótszy, chronos � czas) polegaj¡ce na znalezieniu krzy-

wej w przestrzeni, ª¡cz¡cej dwa ustalone punkty, dla której czas ruchu punktu materialnego pod wpªywem

siªy ci¦»ko±ci jest najkrótszy zostaªo postawione przez J. Bernoulliego w 1696 r. i rozwi¡zane niezale»nie

przez I. Bernoulliego, J. Bernoulliego, Newtona i de l'Hospitala. Uogólnienia i problemy z nim zwi¡zane

daªy pocz¡tek rachunkowi wariacyjnemu, zajmuj¡cemu si¦ szukaniem ekstremów funkcjonaªów caªkowych,

który z czasem staª si¦ odr¦bnym dziaªem analizy matematycznej.

2. Czas ruchu

Na wst¦pie przedstawimy dokªadniej zagadnienie ruchu punktu materialnego w polu grawitacyjnym:

Punkt materialny w przestrzeni porusza si¦ pod wpªywem siªy ci¦»ko±ci od punktu P0 do punktu P1

po gªadkiej lub kawaªkami gªadkiej krzywej K. Zakªadamy, »e ruch odbywa si¦ bez strat energii (tarcia).

Uwzgl¦dniaj¡c charakter zagadnie« (szukanie czasu najkrótszego) oraz warunki �zyczne, bez zmniejszania

ogólno±ci, mo»emy ograniczy¢ si¦ do krzywych pªaskich. W wi¦kszo±ci przypadków b¦dziemy ponadto

zakªada¢, »e pr¦dko±¢ pocz¡tkowa w punkcie P0 jest równa 0.

Wprowadzaj¡c ukªad wspóªrz¦dnych i wspóªrz¦dne punktów ko«cowych, otrzymamy: P0(a,A), P1(b, B).

Dla uproszczenia pó¹niejszych oblicze« przyjmujemy ponadto, »e (a,A) = (0, 0) oraz ustalimy przeciwn¡

orientacj¦ osi Oy.
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Rysunek 1

Korzystaj¡c z zasady zachowania energii dostaniemy:

mv2

2
= mgy,

czyli

v =
√

2gy.

Z drugiej strony przyjmuj¡c, »e ruch odbywa si¦ po krzywej danej w postaci parametrycznej:

x = x(t), y = y(t), gdzie t jest czasem, otrzymamy:

v =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=
√

1 + (y′)2
dx

dt
,

gdzie y′ oznacza pochodn¡ y wzgl¦dem zmiennej x. St¡d:

√
2gy =

√
1 + (y′)2

dx

dt

i ostatecznie, czas ruchu T po krzywej y = y(x) wyrazi si¦ wzorem:

T =

b∫
0

√
1 + (y′)2√

2gy
dx. (1)

Uwaga 1. W przypadku ruchu z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ v0 otrzymamy:

mv2

2
=
mv20

2
+mgy,

czyli

v =
√
v20 + 2gy

i podobnie jak w (1),

T =

b∫
0

√
1 + (y′)2√
v20 + 2gy

dx. (2)
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Przykªad 1. Obliczymy czasy ruchu punktu materialnego bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej od punktu (0, 0)

do punktu (b, B) po:

1. odcinku ª¡cz¡cym te punkty, (czas T1),

2. ªamanej [(0, 0), (0, B), (b, B)] (czas T2).
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Rysunek 2

T1 =

b∫
0

√
1 + (y′)2√

2gy
dx =

b∫
0

√
1 + (Bb )2√

2gBb x
dx =

√
1 + (Bb )2√

2gBb

· 2
√
b =
√

2 ·
√
b2 +B2

√
gB

.

Czas T2 przedstawimy w postaci sumy czasów ruchu po odcinku [(0, 0), (0, B)] (T3) oraz po odcinku

[(0, B), (b, B)] (T4), przy czym zakªadamy, »e w punkcie (0, B) nie nast¦puje strata energii (pr¦dko±ci).

Ruch po odcinku [(0, 0), (0, B)] jest ruchem jednostajnie przyspieszonym, zatem B =
g(T3)2

2
,

czyli T3 =

√
2B

g
.

Ruch po odcinku [(0, B), (b, B)] jest ruchem jednostajnym z pr¦dko±ci¡ VB = gT3 =
√

2gB,

zatem T4 =
b√

2gB
.

St¡d ostatecznie T2 = T3 + T4 =

√
2B

g
+

b√
2gB

.

Porównuj¡c czasy T1 i T2 otrzymamy:
√

2 ·
√
b2 +B2

√
gB

=

√
2B

g
+

b√
2gB

, czyli:

√
2
√
b2 +B2 =

√
2

(
B +

b

2

)
, co po prostych przeksztaªceniach prowadzi do zale»no±ci: 3b = 4B.

Wynika st¡d, »e je±li 3b < 4B , to czas ruchu po odcinku jest krótszy, a gdy 3b > 4B ,

to krótszy jest czas ruchu po ªamanej.
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Rysunek 3

Przykªad 2. Obliczymy teraz czas ruchu punktu materialnego bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej od punktu

(0, 0) do punktu (b, B) po ªamanej [(0, 0), (c,B), (b, B)], gdzie 0 < c < b.
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Rysunek 4

Podobnie jak w Przykªadzie 1 podzielimy szukany czas T (c) na dwie cz¦±ci (czasy T3 i T4).

T3 =

c∫
0

√
1 + (Bc )2√

2gBc x
dx =

√
1 + (Bc )2√

2gBc

· 2
√
c =
√

2 ·
√
c2 +B2

√
gB

, T4 =
b− c√
2gB

.

St¡d ostatecznie: T (c) =
√

2 ·
√
c2 +B2

√
gB

+
b− c√
2gB

.

Powstaje naturalne pytanie: dla jakiej warto±ci c czas ten jest najkrótszy?

T (c) =
1√
gB

(
√

2
√
c2 +B2 +

√
2

2
(b− c)).

Przyrównuj¡c pochodn¡ do zera otrzymamy:

T ′(c) =

√
2√
gB

(
c√

c2 +B2
− 1

2

)
= 0.

St¡d:
c√

c2 +B2
=

1

2
, co po prostych przeksztaªceniach prowadzi do zale»no±ci:

B

c
=
√

3.

�atwo sprawdzi¢, »e dla c =
B√

3
, przy zaªo»eniu, »e c < b czas ruchu:
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T (c) = T (
B√

3
) =

1√
gB

(
√

2

√
B2

3
+B2 +

√
2

2

(
b− B√

3

))
=

√
2√
gB

(
B√

3
+

1

2
b

)
rzeczywi±cie jest najkrótszy (w szczególno±ci krótszy od czasów z Przykªadu 1).
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Rysunek 5

Przykªad 3. Obliczymy jeszcze czas ruchu punktu materialnego bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej od punktu

(0, 0) do punktu (b, B) w przypadku ruchu odbywaj¡cego si¦ po odcinkach pionowych i poziomych tj. po

ªamanej [(0, 0), (0, C), (b, C), (b, B)], gdzie C > B.
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Rysunek 6

Korzystaj¡c z Przykªadu 1 otrzymamy:

T (C) = 2

√
2C

g
−

√
2B

g
+

b√
2gC

=
1
√
g

(
2
√

2C −
√

2B +
b√
2C

)
i analogicznie jak w Przykªadzie 2:

T ′(C) =
1
√
g

(
2
√

2

2
√
C

+
b√
2

(
− 1

2C
√
C

))
= 0,

co prowadzi do zale»no±ci C =
b

4
.

Otrzymany wynik oznacza, »e dla b 6 4B najkrótszy czas ruchu otrzymamy dla ªamanej [(0, 0), (0, B), (b, B)]

natomiast dla b > 4B dla ªamanej [(0, 0), (0,
b

4
), (b,

b

4
), (b, B)].
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Rysunek 7

3. Równanie Eulera-Lagrange'a

Czasy ruchu wyra»one wzorami (1) i (2) zale»ne od funkcji y(x) s¡ przykªadami funkcjonaªów

caªkowych tj. funkcjonaªów danych w postaci caªki o warto±ciach rzeczywistych okre±lonych na

pewnym zbiorze funkcji. Badanie funkcjonaªów caªkowych, w szczególno±ci szukanie ich ekstremów, nale»y

do podstawowych zagadnie«, jakimi zajmuje si¦ rachunek wariacyjny.

Sformuªujemy najpierw zagadnienie rachunku wariacyjnego w najprostszej postaci:

Zaªó»my, »e funkcja trzech zmiennych F (x, y, y′) jest ci¡gªa wraz z pochodnymi cz¡stkowymi do rz¦du

drugiego wª¡cznie w zbiorze: Φ = {(x, y, y′); a 6 x 6 b, y, y′ − dowolne}.

Szukamy ekstremum (tzw. sªabego ekstremum) funkcjonaªu:

I(y) =

b∫
a

F (x, y, y′) dx, (3)

w klasie funkcji y(x) ci¡gªych wraz z pierwsz¡ pochodn¡ w przedziale [a, b], speªniaj¡cych warunki

brzegowe:

y(a) = A, y(b) = B. (4)

W ogólniejszej postaci, szukamy ekstremum funkcjonaªu I(y) w klasie funkcji y(x) ci¡gªych

w przedziale [a, b] z ci¡gª¡ pochodn¡ w przedziale (a, b), speªniaj¡cych warunki brzegowe (4).

Rozwa»a si¦ ponadto proste uogólnienia nie zakªadaj¡c speªnienia jednego lub obu warunków brze-

gowych (zadanie z ko«cami swobodnymi) lub zakªadaj¡c, »e punkty (a,A) i (b, B) le»¡ na ustalonych

krzywych (zadanie z ko«cami ruchomymi).

W interpretacji geometrycznej, najprostsze zadanie rachunku wariacyjnego oznacza szukanie krzywej

ª¡cz¡cej dwa zadane punkty, realizuj¡cej ekstremum funkcjonaªu I(y).
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Rysunek 8



Brachistochrona 69

Ni»ej podane twierdzenie(patrz np. [1],[2] lub [3]) jest kluczowe dla rozwi¡zania rozpatrywanego

zagadnienia:

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym tego, aby funkcjonaª:

I(y) =

b∫
a

F (x, y, y′) dx,

okre±lony w zbiorze funkcji y(x) ci¡gªych wraz z pierwsz¡ pochodn¡ w przedziale [a, b] i speªniaj¡cych

warunki y(a)=A, y(b)=B przyjmowaª ekstremum lokalne dla danej funkcji y(x), jest speªnienie przez t¦

funkcj¦ nast¦puj¡cego równania, nazywanego równaniem Eulera-Lagrange'a:

Fy −
d

dx
Fy′ = 0. (5)

Uwaga 2. Rozwi¡zania równania (5) nazywamy ekstremalami lub funkcjami stacjonarnymi

funkcjonaªu (3).

Uwaga 3. Równanie Eulera przedstawia warunek konieczny ekstremum lokalnego funkcjonaªu (3).

W wielu zagadnieniach, co wynika bezpo±rednio z sensu �zycznego lub geometrycznego zadania, speªnie-

nie warunku koniecznego wystarcza do rozwi¡zania zadania, tzn. znaleziona ekstremala realizuje szukane

ekstremum lokalne b¦d¡ce jednocze±nie ekstremum globalnym.

Uwaga 4. Poniewa»

d

dx
Fy′ = Fx,y′ + Fy,y′y

′ + Fy′,y′y
′′,

wi¦c równanie Eulera jest równaniem ró»niczkowym rz¦du drugiego postaci:

Fy − Fx,y′ − Fy,y′y′ − Fy′,y′y′′ = 0, (6)

z warunkami brzegowymi (4): y(a) = A, y(b) = B.

Oznacza to okre±lone problemy zarówno w znalezieniu caªki ogólnej równania (6) jak i, ze wzgl¦du

na warunki brzegowe (zamiast pocz¡tkowych), mo»liwo±¢ niejednoznaczno±ci lub braku caªki szczególnej

speªniaj¡cej podane warunki brzegowe.

W przypadku zadania z ko«cami swobodnymi lub ruchomymi warunki brzegowe zast¡pione s¡ tzw.

warunkami transwersalno±ci, które w przypadku funkcji F (x, y, y′) postaci G(x, y) ·
√

1 + (y′)2 sprowa-

dzaj¡ si¦ do prostopadªo±ci ekstremali do ograniczenia.

Uwaga 5. W przypadku, gdy funkcja F nie zale»y od x tzn. gdy I(y) =

b∫
a

F (y, y′) dx równanie Eulera-

Lagrange'a (5) redukuje si¦ do postaci:

Fy − Fy,y′y′ − Fy′,y′y′′ = 0,
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co, jak ªatwo sprawdzi¢, jest równowa»ne nast¦puj¡cemu równaniu rz¦du pierwszego z parametrem C:

F − y′Fy′ = C. (7)

4. Brachistochrona

Na wst¦pie, uwzgl¦dniaj¡c uwagi podane w rozdziale 2, przedstawimy dokªadniej zagadnienie

brachistochrony:

Punkt materialny na pªaszczy¹nie porusza si¦ pod wpªywem siªy ci¦»ko±ci bez strat energii od punk-

tu P0(0, 0) do punktu P1(b, B). Zakªadamy, »e ruch odbywa si¦ po krzywej gªadkiej oraz, »e pr¦dko±¢

pocz¡tkowa w punkcie P0 jest równa 0. Szukamy takiej krzywej, dla której czas ruchu jest najkrótszy.

Zagadnienie brachistochrony sprowadza si¦ zatem do najprostszego zadania rachunku wariacyjnego

dla funkcjonaªu:

T = I(y) =

b∫
0

√
1 + (y′)2√

2gy
dx,

z warunkami brzegowymi y(0) = 0, y(b) = B.

Poniewa» czas ruchu po krzywej y = y(x);x ∈ [0, b] nie zale»y od zmiennej x, wi¦c zgodnie

z Twierdzeniem 1 i Uwag¡ 5, znalezienie rozwi¡zania sprowadza si¦ do rozwi¡zania równania:

F − y′Fy′ = C,

które przyjmuje tu posta¢: √
1 + (y′)2√

2gy
− (y′)2√

1 + (y′)2
√

2gy
= C,

czyli

1 + (y′)2 − (y′)2 = C
√

1 + (y′)2
√

2gy.

Zatem:

y =
C1

1 + (y′)2
, gdzie C1 =

1

2gC2
> 0.

Znajdziemy rozwi¡zanie ostatniego równania w postaci parametrycznej stosuj¡c podstawienie:

y′ = tgϕ (−π
2
< ϕ <

π

2
).

Otrzymamy wówczas:

y = C1 cos2 ϕ =
C1

2
(1 + cos 2ϕ),

y′ = −C1 sin 2ϕ
dϕ

dx
= −2C1 sinϕ cosϕ

dϕ

dx
,

dx

2C1
= − cos2 ϕdϕ = −1 + cos 2ϕ

2
dϕ,
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czyli: 
x = −C1

2
(2ϕ+ sin 2ϕ) + C2,

y =
C1

2
(1 + cos 2ϕ),

co po podstawieniach: 2ϕ = π − θ (0 < θ < 2π), r =
C1

2
C = C2 −

C1π

2
prowadzi do postaci:

{
x = r(θ − sin θ) + C,

y = r(1− cos θ).

Uwzgl¦dniaj¡c warunek brzegowy y(0) = 0 otrzymamy ostateczne rozwi¡zanie w postaci równania

cykloidy:  x = r(θ − sin θ),

y = r(1− cos θ),
(8)

gdzie staªa r wyznaczona jest przez drugi warunek brzegowy y(b) = B.

Rysunek 9

Uwaga 6. Mo»na wykaza¢, »e otrzymana cykloida (8) jest rozwi¡zaniem zadania o brachistochronie

równie» w szerszym zbiorze krzywych kawaªkami gªadkich tj. krzywych dopuszczaj¡cych tzw. punk-

ty k¡towe (jak w Przykªadzie 2). Wówczas od funkcji speªniaj¡cych równanie (5) na odpowiednich

podprzedziaªach przedziaªu [0, b] wraz z warunkami brzegowymi wymaga si¦ speªnienia tzw. warunków

Weierstrassa-Erdmanna (patrz np. [1],[2],[3]), które w przypadku funkcjonaªu (1) sprowadzaj¡ si¦ do

równo±ci pochodnych jednostronnych w punktach k¡towych.

Uwaga 7. Poniewa» najni»szym punktem cykloidy jest punkt (πr, 2r), wi¦c prosta y =
2

π
x dzieli ¢wiartk¦

pªaszczyzny x, y > 0 na dwie cz¦±ci;

je±li punkt ko«cowy (b, B) speªnia warunek B >
2

π
b, to ruch po cykloidzie odbywa si¦ tylko w dóª,

je±li punkt ko«cowy (b, B) speªnia warunek B <
2

π
b, to druga cz¦±¢ ruchu odbywa si¦ w gór¦

(w szczególno±ci, gdy B = 0 rozwi¡zanie tworzy peªny ªuk cykloidy).
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Rysunek 10

Przykªad 4. Obliczymy czas ruchu bez pr¦dko±ci pocz¡tkowej po cykloidzie (8) od punktu P0(0, 0) do

punktu P1(r(θ1 − sin θ1), r(1− cos θ1)).

Zgodnie z (1) czas ruchu jest równy:

T =

b∫
0

√
1 + (y′)2√

2gy
dx.

Podstawiaj¡c x = r(θ − sin θ), co prowadzi do y = r(1 − cos θ), dx = r(1 − cos θ) dθ, po uwzgl¦dnieniu

odpowiedniej zmiany granic caªkowania, otrzymamy:

T =

b∫
0

√
1 + (y′)2√

2gy
dx =

θ1∫
0

√
1 +

(
sin θ

1−cos θ

)2
√

2gr(1− cos θ)
r(1− cos θ) dθ =

=

θ1∫
0

√
(1− cos θ)2 + sin2 θ

2gr(1− cos θ)3
r(1− cos θ) dθ =

θ1∫
0

√
2(1− cos θ)

2gr(1− cos θ)
r dθ =

√
r

g
θ1.

W szczególno±ci, z uzyskanego rozwi¡zania wynika, »e czas ruchu po cz¦±ci cykloidy (8) wyznaczonej

parametrami θ1 i θ2 jest równy

√
r

g
(θ2 − θ1).

W przypadku r = 1 i θ1 = π, czas ruchu od punktu (0, 0) do punktu (π, 2) jest równy
π
√
g
i, jak ªatwo

sprawdzi¢, jest krótszy od czasu ruchu po ªamanej [(0, 0), (
2√
3
, 2), (π, 2)], a wi¦c równie» po odcinku

[(0, 0), (π, 2)] i ªamanej [(0, 0), (0, 2), (π, 2)].

W kolejnym przykªadzie rozpatrzymy ruch z niezerow¡ pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡.

Przykªad 5. Znajdziemy najkrótszy czas w jakim punkt materialny przeb¦dzie drog¦ od punktu P0(0, 0)

do punktu P1(2 + π, 2) oraz krzyw¡, po której ruch si¦ odbywa, je±li pr¦dko±¢ w punkcie P0(0, 0) jest

równa
√

4g.

Zgodnie z (2), czas ruchu wynosi:

T =

2+π∫
0

√
1 + (y′)2√
4g + 2gy

dx.



Brachistochrona 73

Podstawiaj¡c ŷ = y + 2 otrzymamy:

T =

2+π∫
0

√
1 + (ŷ′)2√

2gŷ
dx,

co prowadzi do rozwi¡zania: {
x = r(θ − sin θ) + C,

ŷ = r(1− cos θ),

przy czym ŷ(0) = 2, ŷ(2 + π) = 4.

Uwzgl¦dniaj¡c warunki brzegowe otrzymamy ukªad równa«:
0 = r(θ1 − sin θ1) + C,

2 + π = r(θ2 − sin θ2) + C,

2 = r(1− cos θ1),

4 = r(1− cos θ2),

którego rozwi¡zaniami s¡ liczby: r = 2, C = 2− π, θ1 =
π

2
, θ2 = π.

Zatem szukana krzywa jest cz¦±ci¡ cykloidy:{
x = 2(θ − sin θ) + 2− π,
ŷ = 2(1− cos θ),

θ ∈
[π

2
, π
]

lub, po podstawieniu x̂ = x− π + 2, cz¦±ci¡ klasycznej cykloidy:{
x̂ = 2(θ − sin θ),

ŷ = 2(1− cos θ).
θ ∈

[π
2
, π
]

x
L

x

4 2

2

-2 + Π 2 Π

2 + Π

y
L y

Rysunek 11
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Czas ruchu obliczamy podobnie jak w Przykªadzie 4:

T =

2+π∫
0

√
1 + (ŷ′)2√

2gŷ
dx =

π∫
π
2

√
1 +

(
sin θ

1−cos θ

)2
√

4g(1− cos θ)
2(1− cos θ) dθ =

π√
2g
.

Przykªad 6. Rozwa»my nast¦puj¡ce uogólnienie zagadnienia brachistochrony, w którym drugi koniec

jest dowolnym punktem ustalonej prostej L, tzn. szukamy krzywej, dla której czas ruchu od punktu (0, 0)

do prostej L jest najkrótszy.

Rozwa»ymy dwa przypadki:

1. L : x = b

2. L : x+ y = b

Poniewa» y(0) = 0, wi¦c, jak w podstawowym zagadnieniu brachistochrony, rozwi¡zaniem równania

Eulera w obu przypadkach jest cykloida postaci (8):

x = r(θ − sin θ),

y = r(1− cos θ),

gdzie, zgodnie z Uwag¡ 5, parametr r wymaga wyznaczenia z warunku prostopadªo±ci

rozwi¡zania do rozpatrywanej prostej.

Przypadek 1.

y′(b) = 0, czyli
dy

dθ
= r sin θ = 0, a st¡d: θ = π i r =

b

π
.

Ostatecznie otrzymamy:

x =
b

π
(θ − sin θ),

y =
b

π
(1− cos θ).

Oznacza to, »e najkrótszy czas ruchu uzyskamy dla punktu ko«cowego (b,
2b

π
), który jest najni»szym

punktem cykloidy.

Rysunek 12
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Przypadek 2.

y′(x) = 1, czyli
dy

dθ
=
dx

dθ

St¡d, uwzgl¦dniaj¡c warunek x+ y = b, otrzymamy nast¦puj¡cy ukªad równa«: r sin θ1 = r(1− cos θ1),

r(θ1 − sin θ1) + r(1− cos θ1) = b,

który prowadzi do rozwi¡zania: θ1 =
π

2
, r =

2b

π
.

Ostatecznie rozwi¡zaniem zadania jest cykloida:
x =

2b

π
(θ − sin θ),

y =
2b

π
(1− cos θ),

a punktem ko«cowym jest punkt

(
b− 2b

π
,

2b

π

)
.

x

2 b

Π

b -
2 b

Π

b

x
+

y
�

b

y

Rysunek 13

Wyka»emy, na koniec, nast¦puj¡c¡ istotn¡ wªasno±¢ brachistochrony:

Twierdzenie 2. Brachistochrona jest tautochron¡ tzn. czas ruchu po brachistochronie, bez pr¦dko±ci

pocz¡tkowej, z dowolnego jej punktu do punktu najni»szego jest staªy.

Dowód.

Rozwa»my brachistochron¦:  x = r(θ − sin θ),

y = r(1− cos θ).

oraz dowolny jej punkt wyznaczony parametrem α tj. punkt Pα(r(α− sinα), r(1− cosα)).

Poka»emy, »e czas ruchu od tego punktu do punktu P1(r(π − sinπ), r(1− cosπ)) jest równy czasowi

ruchu od punktu P0(0, 0) do punktu P1 tzn. (Przykªad 4) jest równy

√
r

g
π.
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Przyjmijmy:  x̂ = x− r(α− sinα),

ŷ = y − r(1− cosα).

Wówczas x̂(α) = 0 i ŷ(α) = 0 oraz x̂(π) = rπ − r(α− sinα) i ŷ(π) = 2r − r(1− cosα).

xr HΑ - sin ΑL

x
L

r H1 - cos ΑL

Π r

2 r

y y
L

Rysunek 14

Zatem, zgodnie z (1) czas ruchu wyrazi si¦ wzorem:

T =

rπ−r(α−sinα)∫
0

√
1 + (ŷ′)2√

2gŷ
dx̂ =

π∫
α

√
1 +

(
sin θ

1−cos θ

)2
√

2gr(cosα− cos θ)
r(1− cos θ) dθ =

√
r

g

π∫
α

√
1− cos θ

cosα− cos θ
dθ.

Po wykonaniu podstawienia cos θ = z (θ = arc cos z) i odpowiedniej zmianie granic caªkowania

otrzymamy:

T =

√
r

g

cosα∫
−1

√
1− z

cosα− z
· 1√

1− z2
dz =

√
r

g

cosα∫
−1

dz√
(cosα− z)(1 + z)

dz,

co po sprowadzeniu trójmianu (cosα− z)(1 + z) do postaci kanonicznej prowadzi do postaci:

2

1 + cosα

√
r

g

cosα∫
−1

dz√
1−

(
2z+1−cosα

1+cosα

)2 dz.

Po kolejnym naturalnym podstawieniu: w =
2z + 1− cosα

1 + cosα
otrzymujemy ostatecznie:

T =

√
r

g

1∫
−1

dw√
1− w2

dw =

√
r

g
π.

�
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