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Gramatyki formalne � kilka sposobów rozwi¡zania prostego
zadania

Streszczenie. Jednym z kluczowych poj¦¢ w informatyce jest j¦zyk formalny, rozumiany jako
zbiór sko«czonej dªugo±ci sekwencji symboli (sªów), które to symbole pochodz¡ z pewnego sko«-
czonego zbioru (alfabetu). Do opisu takiego j¦zyka sªu»¡ gramatyki formalne, które wykorzystuj¡c
rekurencj¦ podaj¡ precyzyjne i jednoznaczne reguªy tworzenia poprawnych sªów w danym j¦zyku.
Poniewa» jednak pomi¦dzy j¦zykiem a generuj¡c¡ go gramatyk¡ nie ma wzajemnie jednoznacznej
odpowiednio±ci, mo»liwe jest okre±lenie ró»nych gramatyk de�niuj¡cych ten sam j¦zyk. Artykuª
prezentuje rozwi¡zanie pewnego prostego zadania: de�niuje kilka ró»nych równowa»nych gramatyk
generuj¡cych ten sam j¦zyk formalny dla którego alfabetem jest zbiór {a, b, c}.

1.Wst¦p teoretyczny

Pierwsze badania naukowe maj¡ce na celu próby opisu struktur j¦zyka rozpocz¦ªy si¦ w pierwszej

poªowie 20 wieku. W Stanach Zjednoczonych powstaª ruch zwany ameryka«sk¡ szkoª¡ strukturalistyczn¡

(ang. American structuralism) zapocz¡tkowany przez Leonarda Bloom�elda. W 1933 roku wydaª on swój

podr¦cznik [1], który prezentuje teori¦, pozwalaj¡c¡ na opis j¦zyka na podstawie samej formy tekstów

powstaj¡cych w tym j¦zyku. Szkoªa Bloom�elda postulowaªa, »e lingwistyka ma charakter deskryptyw-

ny, w której kluczowe s¡ procedury odkrywcze zaprezentowane w 1951 roku przez Zelliga Sabbetaia

Harrisa [4].

Formalne procedury analizy danych j¦zykowych zapocz¡tkowane przez bloom�eldowskie j¦zykoznaw-

stwo strukturalne zostaªy przedstawione w opublikowanej w 1957 roku przez Noama Chomsky'ego teorii

gramatyki generatywnej [3]. W pracy tej zostaª opracowany matematyczny formalizm opisu j¦zyków na-

turalnych. Bazuje on na procesie sekwencyjnego przepisywania, czyli mody�kowania pewnych ci¡gów

symboli, za pomoc¡ reguª przyj¦tych za dopuszczalne w danym systemie. Idea ta zostaªa zapocz¡tkowana

w 1914 roku i badana przez takich matematyków jak Axel Thue, Emil Post czy te» Alan Turing.

Teoria gramatyk formalnych zapocz¡tkowana i opracowana przez Noama Chomsky'ego znalazªa istot-

ne zastosowanie w informatyce, szczególnie w pracach badawczych dotycz¡cych j¦zyków programowania,

gdzie potrzebny jest analizator skªadniowy (parser) dokonuj¡cy analizy skªadniowej danych wej±ciowych

w celu stwierdzenia poprawno±ci ich struktury gramatycznej [5].

Autor korespondencyjny: A. Momot (alina.momot@polsl.pl).
Data wpªyni¦cia: 01.08.2019.



Gramatyki formalne � kilka sposobów rozwi¡zania prostego zadania 11

Poni»ej zostanie przestawiona klasyczna de�nicja gramatyki zaproponowana przez Noama

Chomsky'ego.

De�nicja 1 (Gramatyka). Gramatyk¡ G nazywamy uporz¡dkowan¡ czwórk¦ < V,Σ, P, σ >, gdzie

poszczególne skªadniki to:

• V � sko«czony zbiór symboli terminalnych (symboli alfabetu, na którym zbudowany jest j¦zyk),

• Σ � sko«czony zbiór symboli nieterminalnych (symboli pomocniczych tworz¡cych metaj¦zyk),

• P � sko«czony zbiór reguª przepisywania (zwanych te» produkcjami),

• σ � symbol pocz¡tkowy (zwany te» startowym lub aksjomatem gramatyki), którym to jest jeden

z symboli nieterminalnych.

Reguªa przepisywania (produkcja), to para sªów (lewe→prawe), w których mog¡ wyst¦powa¢ symbole

terminalne i nieterminalne. Zakªadamy ponadto, »e alfabety terminalny i nieterminalny s¡ rozª¡cznymi

zbiorami, a sªowo wyst¦puj¡ce po lewej stronie produkcji zawiera co najmniej jeden symbol nieterminalny.

W pracy wydanej w 1956 roku [2], Chomsky zaproponowaª podziaª gramatyk na pewne cztery inkluzyjne

klasy, zwany hierarchi¡ Chomsky'ego. Ka»da z klas generuje pewien typ j¦zyka formalnego:

j¦zyk regularny (klasa 3), w którym lewa strona produkcji zawiera pojedynczy symbol nieterminalny,

a praw¡ stanowi sªowo zawieraj¡ce co najwy»ej jeden symbol nieterminalny (albo na pocz¡tku albo

na ko«cu sªowa),

j¦zyk bezkontekstowy (klasa 2), w którym lewa strona produkcji zawiera pojedynczy symbol nieter-

minalny, a praw¡ stanowi dowolne sªowo,

j¦zyk kontekstowy (klasa 1), w którym produkcje s¡ postaci αAβ → αγβ, gdzie α i β s¡ dowolnymi

sªowami, A jest symbolem nieterminalnym, za± γ jest niepustym sªowem,

j¦zyk rekurencyjnie przeliczalny (klasa 0), w którym lew¡ i praw¡ stron¦ produkcji stanowi dowolne

sªowo.

Zakªadamy przy tym, »e do j¦zyka nale»y ka»de sªowo, które mo»na wyprowadzi¢ z symbolu starto-

wego. Za± wyprowadzeniem lub wywodem sªowa nazywamy ci¡g przeksztaªce«, w którym stosuj¡c reguªy

przepisywania (produkcje) wychodz¡c od symbolu startowego otrzymujemy jako ostatni element ci¡gu

dane sªowo. Przy czym pojedyncze przeksztaªcenie nale»y rozumie¢ jako zast¡pienie w poprzednim sªowie

fragmentu równemu lewemu sªowu jakiej± reguªy przez prawe sªowo tej reguªy.

Do opisu gramatyk bezkontekstowych cz¦sto wykorzystuje si¦ notacj¦ zaproponowan¡ przez Johna

Backusa jako metaj¦zyk do opisu skªadni nowego ówcze±nie j¦zyka programowania IAL, znanego obecnie

jako Algol58. Notacja ta spopularyzowana przez Petera Naura, który jako redaktor raportu ALGOL

u»yª jej do opisywania peªnej skªadni j¦zyka ALGOL, nosi dzi± nazw¦ BNF (ang. Bacus-Naur Form).

Obecnie u»ywa si¦ wiele jej ró»nych wariantów znanych jako EBNF (ang. Extended Bacus-Naur Form) [6].

Notacja ta jest szczególnie u»yteczna do opisu skªadni komputerowych j¦zyków programowania, zbiorów

instrukcji, formatów dokumentów, czy te» protokoªów komunikacyjnych.

Podstawowe zaªo»enia notacji BNF to tworzenie reguª przepisywania (produkcji) postaci

< α >::= β|γ,
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gdzie

• symbole <,> s¡ ogranicznikami symbolu nieterminalnego,

• symbol ::= (czytany � jest zde�niowany jako�) zast¦puje → w zapisie produkcji,

• symbol | wskazuje na alternatyw¦ przy tworzeniu produkcji.

2. Zadanie

Jak wspomniano wcze±niej, j¦zykiem generowanym przez gramatyk¦ G jest zbiór wszystkich sªów,

które mo»na wyprowadzi¢ z symbolu pocz¡tkowego tej gramatyki (oznaczamy go symbolem L(G)). Jednak

o ile jedna gramatyka generuje tylko jeden j¦zyk, to mo»liwe jest wygenerowanie tego samego j¦zyka

stosuj¡c ró»ne gramatyki. Mówimy wtedy, »e gramatyki te s¡ równowa»ne (j¦zykowo). Poni»ej zostanie

zde�niowane, u»ywaj¡c notacji BNF, kilka ró»nych równowa»nych gramatyk generuj¡cych ten sam j¦zyk

formalny dla którego alfabetem jest zbiór {a, b, c}.

Sformuªowanie problemu

Zde�niowa¢ gramatyk¦ G generuj¡c¡ j¦zyk L(G) = {akbmcn : k,m, n = 1, 2, . . .}.

Zacznijmy od analizy tre±ci zadania. Zapis {akbmcn : k,m, n = 1, 2, . . .} oznacza, »e

• poprawne sªowa naszego j¦zyka zawieraj¡ jedynie litery a, b i c,

• liczba poszczególnych liter jest dowolna (ale przynajmniej jedna litera ka»dego typu wyst¡pi

w sªowie),

• kolejno±¢ liter jest istotna (najpierw wyst¦puj¡ litery a, po nich litery b, a na koniec litery c).

Zatem przykªady poprawnych sªów to: abc, aabc, abbbcc itp. Natomiast sªowa bca, ccab lub abac s¡

niepoprawne (nie nale»¡ do j¦zyka). Bazuj¡c na tej analizie, zde�niujmy pierwsz¡ gramatyk¦ generuj¡c¡

opisany wy»ej j¦zyk.

Przykªad 1. G1 =< V1,Σ1, P1, σ1 >, gdzie poszczególne skªadniki to:
V1 = {a, b, c},
Σ1 = {< a >,< b >,< c >,< abc >},
P1 = {< a >::= a| < a > a,

< b >::= b| < b > b,

< c >::= c| < c > c,

< abc >::=< a >< b >< c >},
σ1 = < abc > .

Zauwa»my, »e najpierw zde�niowali±my symbole alfabetu, na którym zbudowany jest nasz j¦zyk

(V1 = {a, b, c}), nast¦pnie okre±lili±my symbole pomocnicze (Σ1 = {< a >,< b >,< c >,< abc >})
oraz stwierdzili±my, »e naszym symbolem startowym jest jeden z nich, czyli < abc >. Teraz przyjrzyjmy

si¦ poszczególnym produkcjom.
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Zapis < a >::= a| < a > a oznacza, »e symbol nieterminalny < a > jest zde�niowany jako pojedyncza

litera a albo litera a dopisana po prawej stronie wygenerowanego wcze±niej symbolu < a >. Z rekurencyj-

nej formuªy zapisu tej produkcji wynika zatem, »e symbolem nieterminalnym < a > mo»e by¢ dowolnej

dªugo±ci ci¡g liter a.

Symbole < b > i < c > zde�niowane s¡ w analogiczny sposób. Natomiast symbol startowy < abc >

jest konkatenacj¡ (poª¡czeniem) pozostaªych symboli nieterminalnych w odpowiedniej kolejno±ci.

Przeprowad¹my teraz wywód przykªadowego sªowa naszego j¦zyka, a mianowicie aaabbc:

< abc >→< a >< b >< c >→< a > a < b > bc→< a > aabbc→ aaabbc.

Warto przy tym zauwa»y¢, »e przedstawiona wy»ej metoda wywodu, to tzw. metoda zst¦puj¡ca (ang.

top-down). Jednak, gdyby±my zmienili kierunek strzaªek otrzymaliby±my tzw. wywód wst¦puj¡cy (ang.

bottom-up) dzi¦ki któremu mogliby±my pokaza¢, jak sªowo aaabbc przeksztaªci¢ do postaci symbolu po-

cz¡tkowego < abc > naszej gramatyki.

Przykªad 2. G2 =< V2,Σ2, P2, σ2 >, gdzie poszczególne skªadniki to:
V2 = {a, b, c},
Σ2 = {< a >,< ab >,< abc >},
P2 = {< a >::= a| < a > a,

< ab >::=< a > b| < ab > b,

< abc >::=< ab > c| < abc > c},
σ2 = < abc > .

Zauwa»my, »e w tym przykªadzie nie zmieniª si¦ alfabet terminalny (V1 = V2). Równie» symbol starto-

wy oznaczony jest w ten sam sposób (< abc >), a istotna ró»nica dotyczy sposobu jego produkcji. W tym

przykªadzie generuj¡c sªowo zaczynamy od lewej strony dopisuj¡c kolejno z prawej kolejne, odpowiednie

litery.

Przeprowad¹my teraz analogiczny wzgl¦dem poprzedniej gramatyki wywód opisywanego wcze±niej

sªowa aaabbc:

< abc >→< ab > c→< ab > bc→< a > bbc→< a > abbc→ aaabbc.

Je±li porównamy te dwie gramatyki, to zauwa»ymy, »e potra�¡ one wygenerowa¢ te same sªowa,

aczkolwiek odbywa si¦ to w nieco inny sposób. Ponadto warto przy tym zauwa»y¢, »e gramatyka G1 jest

przykªadem gramatyki bezkontekstowej (lewa strona produkcji zawiera pojedynczy symbol nieterminalny,

a praw¡ stanowi dowolne sªowo), natomiastG2 nale»y do w¦»szej klasy gramatyk regularnych, a dokªadniej

jest gramatyk¡ regularn¡ lewostronn¡. Za± poni»sza gramatyka G3 stanowi przykªad gramatyki regularnej

prawostronnej.

Przykªad 3. G3 =< V3,Σ3, P3, σ3 >, gdzie poszczególne skªadniki to:
V3 = {a, b, c},
Σ3 = {< c >,< bc >,< abc >},
P3 = {< c >::= c|c < c >,

< bc >::= b < c > |b < cb >,

< abc >::= a < bc > |a < abc >},
σ3 = < abc > .
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Widzimy wi¦c, »e w gramatykach regularnych symbole nieterminalne, wyst¦puj¡ce po prawej stronie

w de�nicjach produkcji, pojawiaj¡ si¦ tylko po lewej (gramatyki regularne lewostronne) albo prawej

stronie (gramatyki regularne prawostronne) wzgl¦dem symboli alfabetu terminalnego.

Innym (wzgl¦demG1) przykªadem gramatyki bezkontekstowej jest poni»sza gramatykaG4. Zauwa»my,

»e nie jest ona gramatyk¡ regularn¡, gdy» po prawej stronie w de�nicji produkcji symbole nieterminalne

wyst¦puj¡ zarówno po prawej jak i lewej stronie wzgl¦dem symboli alfabetu terminalnego.

Przykªad 4. G4 =< V4,Σ4, P4, σ4 >, gdzie poszczególne skªadniki to:
V4 = {a, b, c},
Σ4 = {< b >,< abc >},
P4 = {< b >::= b|b < b >,

< abc >::= a < b > c|a < abc > | < abc > c},
σ4 = < abc > .

Analizuj¡c produkcj¦ < abc >::= a < b > c|a < abc > | < abc > c warto zauwa»y¢, »e do poprawnego

okre±lenia sªów naszego j¦zyka potrzeba a» trzech de�nicji:

< abc >→ a < b > c; < abc >→ a < abc >; < abc >→< abc > c.

Zauwa»my bowiem, »e produkcja postaci < abc >::= a < b > c|a < abc > c generuje jedynie sªowa

w których liczba liter a oraz c jest jednakowa i taka gramatyka nie byªaby w stanie wygenerowa¢ sªowa

aaabbc, natomiast gramatyka G4 jest w stanie:

< abc >→ a < abc >→ aa < abc >→ aaa < b > c→ aaab < b > c→ aaabbc.

Na koniec zauwa»my jeszcze, »e tworz¡c nasz¡ gramatyk¦ G generuj¡c¡ j¦zyk

L(G) = {akbmcn : k,m, n = 1, 2, . . .} mo»na spojrze¢ na ten problem jeszcze od nieco innej strony

i zaproponowa¢ jako rozwi¡zanie poni»sze gramatyki G5 oraz G6.

Przykªad 5. G5 =< V5,Σ5, P5, σ5 >, gdzie poszczególne skªadniki to:
V5 = {a, b, c},
Σ5 = {< ab >,< abc >},
P5 = {< ab >::= ab|a < ab > | < ab > b,

< abc >::=< ab > c| < abc > c},
σ5 = < abc > .

Przykªad 6. G6 =< V6,Σ6, P6, σ6 >, gdzie poszczególne skªadniki to:
V6 = {a, b, c},
Σ6 = {< bc >,< abc >},
P6 = {< bc >::= bc|b < bc > | < bc > c,

< abc >::= a < bc > |a < abc >},
σ6 = < abc > .

Oczywi±cie zarówno gramatyka G5 jak i G6 jest w stanie wygenerowa¢ sªowo aaabbc. Wywód tego

sªowa przy zastosowaniu produkcji gramatyki G5 jest nast¦puj¡cy:

< abc >→< ab > c→ a < ab > c→ aa < ab > c→ aa < ab > bc→ aaabbc,
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za± stosuj¡c produkcje gramatyki G6, otrzymujemy:

< abc >→ a < abc >→ aa < abc >→ aaa < bc >→ aaab < bc >→ aaabbc.

Widzimy równie», »e gramatyki G5 i G6 stanowi¡ kolejne przykªady gramatyk bezkontekstowych.

3.Wnioski ko«cowe

Podsumowuj¡c nasze rozwa»ania, warto zauwa»y¢, »e mo»liwo±¢ zde�niowania tak du»ej liczby ró»nych

gramatyk generuj¡cych j¦zyk L(G) = {akbmcn : k,m, n = 1, 2, . . .} wynika z faktu, »e j¦zyk ten jest

stosunkowo elastyczny i nie ma zbyt wielu ogranicze« na budowanie sªów tworz¡cych ten j¦zyk. Je±li

wprowadzimy dodatkowe ograniczenie i zaªo»ymy dodatkowo, »e liczba liter a i c ma by¢ jednakowa,

narzuci nam to bardziej ukierunkowane na wymagany rezultat rozwi¡zanie (analizowane ju» uprzednio

przy okazji tworzenia gramatyki G4).

Przykªad 7. G∗
4 =< V ∗

4 ,Σ
∗
4, P

∗
4 , σ

∗
4 >, gdzie poszczególne skªadniki to:

V ∗
4 = {a, b, c},

Σ∗
4 = {< b >,< abc >},

P ∗
4 = {< b >::= b|b < b >,

< abc >::= a < b > c|a < abc > c},
σ∗
4 = < abc > .

Przy tej okazji warto te» doda¢, »e pomimo i» tworz¡ce nasz j¦zyk gramatyki G1, G2, . . . , G6 nale-

»¡ do ró»nych klas w hierarchii Chomsky'ego (wszystkie s¡ gramatykami bezkontekstowymi, ale tylko

gramatyki G2 i G3 s¡ regularne) generowany przez nie j¦zyk jest j¦zykiem regularnym (typu 3). J¦zyk,

który generuje gramatyka G∗
4 jest j¦zykiem bezkontekstowym, czyli typu 2, gdy» nie istnieje gramatyka

regularna, która byªaby w stanie wygenerowa¢ j¦zyk L(G∗) = {akbmck : k,m = 1, 2, . . .}. Za± dodanie

warunku polegaj¡cego na tym, »e liczba wszystkich typów liter ma by¢ jednakowa spowoduje, »e j¦zyka

{akbkck : k = 1, 2, . . .} nie jest w stanie wygenerowa¢ »adna gramatyka bezkontekstowa i nale»y on do

klasy j¦zyków kontekstowych (typu 1).
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