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Gramatyki formalne — kilka sposob6éw rozwigzania prostego
zadania

Streszczenie. Jednym z kluczowych poje¢ w informatyce jest jezyk formalny, rozumiany jako
zbior skoniczonej diugosci sekwencji symboli (stow), ktore to symbole pochodza z pewnego skori-
czonego zbioru (alfabetu). Do opisu takiego jezyka stuza gramatyki formalne, ktére wykorzystujac
rekurencje podaja precyzyjne i jednoznaczne reguly tworzenia poprawnych stéw w danym jezyku.
Poniewaz jednak pomiedzy jezykiem a generujaca go gramatyka nie ma wzajemnie jednoznacznej
odpowiedniosci, mozliwe jest okreslenie roznych gramatyk definiujacych ten sam jezyk. Artykut
prezentuje rozwigzanie pewnego prostego zadania: definiuje kilka roznych réwnowaznych gramatyk
generujacych ten sam jezyk formalny dla ktorego alfabetem jest zbior {a,b,c}.

1. Wstep teoretyczny

Pierwsze badania naukowe majace na celu préoby opisu struktur jezyka rozpoczely sie w pierwszej
polowie 20 wieku. W Stanach Zjednoczonych powstatl ruch zwany amerykanska szkota strukturalistyczna
(ang. American structuralism) zapoczatkowany przez Leonarda Bloomfielda. W 1933 roku wydal on swoj
podrecznik [1], ktéry prezentuje teorie, pozwalajaca na opis jezyka na podstawie samej formy tekstow
powstajacych w tym jezyku. Szkota Bloomfielda postulowala, ze lingwistyka ma charakter deskryptyw-
ny, w ktorej kluczowe sa procedury odkrywcze zaprezentowane w 1951 roku przez Zelliga Sabbetaia
Harrisa [4].

Formalne procedury analizy danych jezykowych zapoczatkowane przez bloomfieldowskie jezykoznaw-
stwo strukturalne zostaly przedstawione w opublikowanej w 1957 roku przez Noama Chomsky’ego teorii
gramatyki generatywnej [3]. W pracy tej zostal opracowany matematyczny formalizm opisu jezykow na-
turalnych. Bazuje on na procesie sekwencyjnego przepisywania, czyli modyfikowania pewnych ciggow
symboli, za pomoca regul przyjetych za dopuszczalne w danym systemie. Idea ta zostala zapoczatkowana
w 1914 roku i badana przez takich matematykéw jak Axel Thue, Emil Post czy tez Alan Turing.

Teoria gramatyk formalnych zapoczatkowana i opracowana przez Noama Chomsky’ego znalazta istot-
ne zastosowanie w informatyce, szczegblnie w pracach badawczych dotyczacych jezykéw programowania,
gdzie potrzebny jest analizator sktadniowy (parser) dokonujacy analizy sktadniowej danych wejSciowych
w celu stwierdzenia poprawnosci ich struktury gramatycznej [5].
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Ponizej zostanie przestawiona klasyczna definicja gramatyki zaproponowana przez Noama
Chomsky’ego.

Definicja 1 (Gramatyka). Gramatykg G nazywamy uporzgdkowang czwérke < V,X,P,o >, gdzie
poszczegolne sktadniki to:

o V — skoniczony zbidr symboli terminalnych (symboli alfabetu, na ktérym zbudowany jest jezyk),
o X — skoriczony zbidr symboli nieterminalnych (symboli pomocniczych tworzgcych metajezyk),
o P — skoniczony zbior requt przepisywania (zwanych tez produkcjami),

e o — symbol poczgtkowy (zwany tez startowym lub aksjomatem gramatyki), ktérym to jest jeden
z symboli nieterminalnych.

Regula przepisywania (produkcja), to para stow (lewe—prawe), w ktérych moga wystepowaé symbole
terminalne i nieterminalne. Zaktadamy ponadto, ze alfabety terminalny i nieterminalny sa roztacznymi
zbiorami, a stowo wystepujace po lewej stronie produkcji zawiera co najmniej jeden symbol nieterminalny.
W pracy wydanej w 1956 roku [2], Chomsky zaproponowal podzial gramatyk na pewne cztery inkluzyjne
klasy, zwany hierarchiag Chomsky’ego. Kazda z klas generuje pewien typ jezyka formalnego:

jezyk regularny (klasa 3), w ktorym lewa strona produkcji zawiera pojedynczy symbol nieterminalny,
a prawa stanowi stowo zawierajace co najwyzej jeden symbol nieterminalny (albo na poczatku albo
na koncu stowa),

jezyk bezkontekstowy (klasa 2), w ktorym lewa strona produkcji zawiera pojedynczy symbol nieter-
minalny, a prawa stanowi dowolne stowo,

jezyk kontekstowy (klasa 1), w ktérym produkcje sa postaci «AS — ayf, gdzie o i B sa dowolnymi
stowami, A jest symbolem nieterminalnym, za$ « jest niepustym stowem,

jezyk rekurencyjnie przeliczalny (klasa 0), w ktorym lewa i prawa strone produkcji stanowi dowolne
stowo.

Zakladamy przy tym, ze do jezyka nalezy kazde stowo, ktére mozna wyprowadzi¢ z symbolu starto-
wego. Za§ wyprowadzeniem lub wywodem stowa nazywamy ciag przeksztalceri, w ktérym stosujac reguty
przepisywania (produkcje) wychodzac od symbolu startowego otrzymujemy jako ostatni element ciagu
dane stowo. Przy czym pojedyncze przeksztalcenie nalezy rozumieé jako zastapienie w poprzednim stowie
fragmentu réwnemu lewemu stowu jakiej$ reguty przez prawe stowo tej reguly.

Do opisu gramatyk bezkontekstowych czesto wykorzystuje sie notacje zaproponowang przez Johna
Backusa jako metajezyk do opisu sktadni nowego déwczesnie jezyka programowania IAL, znanego obecnie
jako Algol58. Notacja ta spopularyzowana przez Petera Naura, ktory jako redaktor raportu ALGOL
uzyl jej do opisywania peinej skladni jezyka ALGOL, nosi dzi§ nazwe BNF (ang. Bacus-Naur Form).
Obecnie uzywa sie wiele jej roznych wariantoéw znanych jako EBNF (ang. Eztended Bacus-Naur Form) [6].
Notacja ta jest szczegdlnie uzyteczna do opisu sktadni komputerowych jezykéw programowania, zbioréw
instrukcji, formatéw dokumentéw, czy tez protokotéw komunikacyjnych.

Podstawowe zalozenia notacji BNF to tworzenie regut przepisywania (produkcji) postaci

< a>u= 0y,
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gdzie
e symbole <, > sg ogranicznikami symbolu nieterminalnego,
e symbol ::= (czytany ,jest zdefiniowany jako”) zastepuje — w zapisie produkcji,

e symbol | wskazuje na alternatywe przy tworzeniu produkcji.

2. Zadanie

Jak wspomniano wczesniej, jezykiem generowanym przez gramatyke G jest zbiér wszystkich stéow,
ktore mozna wyprowadzi¢ z symbolu poczatkowego tej gramatyki (oznaczamy go symbolem L(G)). Jednak
o ile jedna gramatyka generuje tylko jeden jezyk, to mozliwe jest wygenerowanie tego samego jezyka
stosujac rozne gramatyki. Mowimy wtedy, ze gramatyki te sa rownowazne (jezykowo). Ponizej zostanie
zdefiniowane, uzywajac notacji BNF, kilka réznych réwnowaznych gramatyk generujacych ten sam jezyk
formalny dla ktérego alfabetem jest zbior {a, b, c}.

Sformulowanie problemu

Zdefiniowaé¢ gramatyke G generujaca jezyk L(G) = {a*b™c" : k,m,n=1,2,...}.

Zacznijmy od analizy treéci zadania. Zapis {a*b™c" : k,m,n = 1,2,...} oznacza, ze
e poprawne slowa naszego jezyka zawieraja jedynie litery a, b i c,

e liczba poszczegolnych liter jest dowolna (ale przynajmniej jedna litera kazdego typu wystapi
w stowie),

e kolejnosé liter jest istotna (najpierw wystepuja litery a, po nich litery b, a na koniec litery c).

Zatem przyklady poprawnych stéw to: abc, aabce, abbbee itp. Natomiast stowa bca, ccab lub abac sa
niepoprawne (nie naleza do jezyka). Bazujac na tej analizie, zdefiniujmy pierwsza gramatyke generujaca
opisany wyzej jezyk.

Przyklad 1. G, =< V1,31, P, 01 >, gdzie poszczegdlne sktadniki to:
Vi= {a,b,c},
1= {<a><b><c>,<abe>},
P = {<a>:=a|<a>a,
<b>u=b<b>b,
<c>u=cl<e>e,
< abe >i=<a><b><c>},
o1 = <abc>.

Zauwazmy, ze najpierw zdefiniowaliSmy symbole alfabetu, na ktérym zbudowany jest nasz jezyk
(Vi = {a,b,c}), nastepnie okredlilismy symbole pomocnicze (31 = {< a >, < b >, < ¢ >,< abc >})
oraz stwierdziliSmy, ze naszym symbolem startowym jest jeden z nich, czyli < abc >. Teraz przyjrzyjmy
sie poszczegblnym produkcjom.
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Zapis < a >::= a| < a > a oznacza, ze symbol nieterminalny < a > jest zdefiniowany jako pojedyncza
litera a albo litera a dopisana po prawej stronie wygenerowanego wczesniej symbolu < a >. Z rekurencyj-
nej formuty zapisu tej produkcji wynika zatem, ze symbolem nieterminalnym < a > moze by¢ dowolnej
dtugosci ciag liter a.

Symbole < b > i < ¢ > zdefiniowane sg w analogiczny sposéb. Natomiast symbol startowy < abc >
jest konkatenacja (polaczeniem) pozostatych symboli nieterminalnych w odpowiedniej kolejnosci.

Przeprowadzmy teraz wywod przyktadowego stowa naszego jezyka, a mianowicie aaabbc:

<abe>—=<a><b><c>—<a>a<b>bec—<a>aabbc — aaabbe.

Warto przy tym zauwazy¢, ze przedstawiona wyzej metoda wywodu, to tzw. metoda zstepujaca (ang.
top-down). Jednak, gdyby$my zmienili kierunek strzalek otrzymaliby$my tzw. wywod wstepujacy (ang.
bottom-up) dzieki ktéremu moglibySmy pokazaé, jak stowo aaabbe przeksztalcié do postaci symbolu po-
czatkowego < abc > naszej gramatyki.

Przyklad 2. Gy =< V5, 39, Py, 09 >, gdzie poszczegdlne sktadniki to:
Vo= {a,b,c},
Yo= {<a>,<ab>,<abe>},
P,= {<a>:=al]<a>a,
<ab>u=<a>bl<ab>b,
< abe >:=< ab > ¢| < abe > ¢},
o9y = < abc>.

Zauwazmy, ze w tym przykltadzie nie zmienit sie alfabet terminalny (V; = V3). Roéwniez symbol starto-
wy oznaczony jest w ten sam sposob (< abc >), a istotna réznica dotyczy sposobu jego produkeji. W tym
przyktadzie generujac stowo zaczynamy od lewej strony dopisujac kolejno z prawej kolejne, odpowiednie
litery.

Przeprowadzmy teraz analogiczny wzgledem poprzedniej gramatyki wywédd opisywanego wczesniej

stowa aaabbc:
< abc>—<ab>c—<ab>bc—< a>bbc —< a > abbc — aaabbe.

Jesli poréwnamy te dwie gramatyki, to zauwazymy, ze potrafia one wygenerowaé te same stowa,
aczkolwiek odbywa sie to w nieco inny sposéb. Ponadto warto przy tym zauwazy¢, ze gramatyka G, jest
przyktadem gramatyki bezkontekstowej (lewa strona produkcji zawiera pojedynczy symbol nieterminalny,
a prawg stanowi dowolne stowo), natomiast G nalezy do wezszej klasy gramatyk regularnych, a dokladniej
jest gramatyka regularng lewostronng. Zas ponizsza gramatyka G3 stanowi przyklad gramatyki regularnej
prawostronne;j.

Przyklad 3. G3 =< V3,X3, P35, 03 >, gdzie poszczegdlne sktadniki to:
Vs = {a,b,c},
Y3 = {<c>,<be>,<abe >},
P;= {<c>u=ce<e>,
<bc>u=b<ce>|b<ch>,
< abe >:=a < bc > |a < abe >},
o3 = < abc>.
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Widzimy wiec, ze w gramatykach regularnych symbole nieterminalne, wystepujace po prawej stronie
w definicjach produkeji, pojawiaja sie tylko po lewej (gramatyki regularne lewostronne) albo prawej
stronie (gramatyki regularne prawostronne) wzgledem symboli alfabetu terminalnego.

Innym (wzgledem G;) przyktadem gramatyki bezkontekstowej jest ponizsza gramatyka G4. Zauwazmy,
ze nie jest ona gramatyka regularna, gdyz po prawej stronie w definicji produkcji symbole nieterminalne
wystepuja zaréwno po prawej jak i lewej stronie wzgledem symboli alfabetu terminalnego.

Przyklad 4. G4 =<V, Xy, Py, 04 >, gdzie poszczegdlne sktadniki to:
Via= {a,b,c},
Yy= {<b>,<abe>},
Pi= {<b>u=bb<b>,
<abe >i=a <b>cla < abc> | < abe> c},
o4 = <abc>.

Analizujac produkeje < abe >:=a < b > cla < abe > | < abe > ¢ warto zauwazy¢, ze do poprawnego
okreslenia stéw naszego jezyka potrzeba az trzech definicji:

<abc>—=a<b>c; <abc>—a<abc>; <abc>—<abec>c.

Zauwazmy bowiem, ze produkcja postaci < abc >::= a < b > cla < abc > ¢ generuje jedynie stowa
w ktérych liczba liter a oraz c jest jednakowa i taka gramatyka nie bytaby w stanie wygenerowaé stowa
aaabbc, natomiast gramatyka G, jest w stanie:

< abe >— a < abe >— aa < abc >— aaa < b > ¢ — aaab < b > ¢ — aaabbe.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze tworzac nasza gramatyke G generujaca jezyk
L(G) = {a*b™c™ : k,m,n = 1,2,...} mozna spojrze¢ na ten problem jeszcze od nieco innej strony
i zaproponowa¢ jako rozwigzanie ponizsze gramatyki G5 oraz Gg.

Przyklad 5. G5 =< V;, 35, P5, 05 >, gdzie poszczegodlne sktadniki to:
Vs = {a,b,c},
Y5 = {<ab>,<abc>},
Ps= {<ab>:=abla<ab>|<ab>0b,
< abe >:=< ab > ¢| < abe > ¢},
o5 = < abc>.

Przyklad 6. Gg =< Vg, 3¢, Ps, 06 >, gdzie poszczegodlne sktadniki to:
Ve = {a,b,c},
Y= {<be>,<abe>},
Ps= {<bec>:=bclb<bc>|<be>ec,
<abe >i=a < be>|a < abc >},
o = < abc>.

Oczywiscie zaréwno gramatyka G jak i Gg jest w stanie wygenerowaé stowo aaabbc. Wywdd tego
stowa przy zastosowaniu produkcji gramatyki G5 jest nastepujacy:

<abc>—=<ab>c—a<ab>c—aa<ab>c— aa < ab> bc — aaabbe,
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za$ stosujac produkcje gramatyki Gg, otrzymujemy:
< abc >— a < abc >— aa < abc >— aaa < bc >— aaab < bc >— aaabbe.

Widzimy réwniez, ze gramatyki G5 i G stanowia kolejne przykltady gramatyk bezkontekstowych.

3. Wnioski konncowe

Podsumowujac nasze rozwazania, warto zauwazy¢, ze mozliwosé zdefiniowania tak duzej liczby r6znych
gramatyk generujacych jezyk L(G) = {a*b™c" : k,m,n = 1,2,...} wynika z faktu, ze jezyk ten jest
stosunkowo elastyczny i nie ma zbyt wielu ograniczenn na budowanie stéw tworzacych ten jezyk. Jesli
wprowadzimy dodatkowe ograniczenie i zalozymy dodatkowo, ze liczba liter a i ¢ ma by¢ jednakowa,
narzuci nam to bardziej ukierunkowane na wymagany rezultat rozwiazanie (analizowane juz uprzednio

przy okazji tworzenia gramatyki Gg).

Przyklad 7. G} =< V', X}, P;,0; >, gdzie poszczegblne sktadniki to:
V= {a,b,c},
Y= {<b>,<abe>},
Pf= {<b>:=0bb<b>,
< abe >i=a <b>cla < abc> c},
oy = <abc>.

Przy tej okazji warto tez doda¢, ze pomimo iz tworzace nasz jezyk gramatyki G1,Go,...,Gg nale-
za do roznych klas w hierarchii Chomsky’ego (wszystkie sa gramatykami bezkontekstowymi, ale tylko
gramatyki Go i G3 sa regularne) generowany przez nie jezyk jest jezykiem regularnym (typu 3). Jezyk,
ktory generuje gramatyka G jest jezykiem bezkontekstowym, czyli typu 2, gdyz nie istnieje gramatyka
regularna, ktéra bylaby w stanie wygenerowaé jezyk L(G*) = {a*b™c* : k,m = 1,2,...}. Za$ dodanie
warunku polegajacego na tym, ze liczba wszystkich typow liter ma by¢ jednakowa spowoduje, ze jezyka
{a*bkck k= 1,2,...} nie jest w stanie wygenerowaé¢ zadna gramatyka bezkontekstowa i nalezy on do

klasy jezykéw kontekstowych (typu 1).
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