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ZASTOSOWANIE METODY ROZNIC
SKONCZONYCH W DYNAMICE CIENKICH PLYT
MOSTOWYCH PODDANYCH DZIALANIU
OBCIAZEN RUCHOMYCH

Praca przedstawia rozwiazanie zagadnienia drgan niettumionych cienkiej prosto-
katnej ptyty mostowej poddanej dziataniu obcigzenia nieinercyjnego poruszajace-
go si¢ ze stalg predkoscig. Zastosowane zostaly znane procedury numeryczne Me-
tody Roznic Skonczonych, majace na celu dyskretyzacje przestrzenng obszaru pty-
ty, a takze algorytmy metody Newmarka przy dyskretyzacji czasu przejazdu ob-
cigzenia przez plyte. Podano formuly pozwalajace zbudowac i rozwiaza¢ macie-
rzowe rownanie ruchu w tym budoweg wektoréw obcigzen dla przypadku ruchome;j
sity skupionej oraz ruchomego obcigzenia rozlozonego. Praca uzupelniona jest
przyktadem numerycznym plyty mostowej podpartej 4 stupami obcigzonej dwoma
rodzajami obcigzenia ruchomego.

Stowa kluczowe: Metoda Roznic Skoriczonych, obcigzenia ruchome, plyta cienka,
metoda Newmarka

1. Wprowadzenie

Zagadnienie drgan konstrukcji poddanych dziataniu obcigzen ruchomych jest
zardwno istotne jak i interesujgce z teoretycznego punktu widzenia oraz czestego
wystgpowania w praktyce projektowej. W ciggu wielu lat problem ten byt anali-
zowany przez wielu autoréw rozpatrujacych rozne typy konstrukcji, zaréwno pta-
skich jak i przestrzennych, a takze r6zne modele obciazen ruchomych [1-7].

Niniejsza praca poswigcona jest cienkim prostokgtnym plytom mostowym
poddanym dziataniu réznego rodzaju nieinercyjnych obcigzen ruchomych (ru-
choma sitg skupiona oraz ruchome obcigzenie rownomiernie roztozone). Zagad-
nienie zostalo rozwigzane w sposob numeryczny przy zastosowaniu algorytmow
Metody Roéznic Skonczonych przy dyskretyzacji przestrzennej obszaru plyty oraz
metody Newmarka przy dyskretyzacji czasu przejazdu obcigzenia po plycie.
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2. Metoda Réznic Skonczonych

Rozpatrzmy cienka prostokatng ptyte o wymiarach BxL podpartg swobod-
nie na przeciwleglych krawedziach wzdluz wymiaru B oraz nie posiadajgca
podparcia na krawgdziach wzdhuz wymiaru L (rys.la). Drgania niettumione ta-
kiej ptyty poddanej dziataniu obcigzenia p poruszajacego si¢ wzdhuz krawedzi L
ze stalg predkos$cig v opisuje rownanie:

D 2*w(x,y,t) 264w(x,y, t) 0*w(x,y,t) ?w(x,y,t)
dx* + dx?y? dx* P at?
3

Gdzie D = #h_vz) oznacza sztywnos$¢ gietng plyty, h jej grubosé, p ge-
sto$¢ materiatu, E modut Younga, a v wspdtczynnik Poissona. Funkcja
obcigzenia p(x,y,t) przyjmuje posta¢ p(x,y,t) = P§(x — vt)6(y — y,)
w przypadku gdy ptyta obcigzona jest ruchomg skupiong sita P lub
w przypadku ruchomego obcigzenia q rownomiernie rozlozonego
p(x,y,t) = qgH(vt — x)5(y — y,). Symbolem § oznaczono delte Diraca,
a H oznacza funkcj¢ Heaviside’a.

=pk,yt) (1)

Rys. 1. Cienka ptyta mostowa; a) model ciagly; b) model dyskretny
Fig. 1. A thin bridge plate; a) continuous model; b) discrete model

Stosujac procedure Metody Roznic Skonczonych dzielimy obszar ptyty liniami
prostopadtymi do krawedzi B i L tworzac w ten sposob siatke dyskretyzacyjng
o wymiarach oczka Ax - Ay (rys. 1b). Punkty przecigcia linii tworza wezly siatki
w ktorych wyznacza¢ bedziemy ugigcia dynamiczne ptyty w; ; = W(xi,y]-,t)
bazujac na przyjetej formule roznicowe;:
D 'wx,y,t) _d'wlx,yt) d*wlxyt)]
dx* dx2y? dx*

D (2)
== [20w;; —8(Wi_qj + Wipqj +Wijqg + W) +2(Wiqjg +Wisgji
+ Wigj-1 + Wigrje1) + (Wi—z,j T Wit Wi+ Wi,j+2)]
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gdzie A=Ax=Ay,i=12,..,1, j=0,1,..,J. W ten sposéb réwnanie rdz-
niczkowe (1) zastepujemy uktadem [ - J rownan algebraicznych postaci:

D
F [ZOWLJ — 8(Wi—1,j + Wi+1,j + Wi,j—l + Wi,j+2)

+ 2(Wi—1,j—1 T Wi_gjr1 T Wiggjq T Wi+1,j+1) 3)
+ (Wisg + Wigaj + Wijog + W) +my i = py

azw(xi,yj,t)

gdzie w; j = PYCR Uktad réownan (3) mozna przedstawi¢ w postaci macie-
rZowej:
Mw(t) + Kw(t) = p(t) 4)

gdzie K jest macierza sztywnosci, M = diag{mi_ ]-} jest macierza bezwladnosci
(mij =phdlaj#0;j#]; my;= pz—h dlaj = 0;j =), natomiast p(t) jest
wektorem obcigzenia.

2.1. Warunki brzegowe

Réwnania algebraiczne (3) nalezy zmodyfikowaé uwzgledniajac odpo-
wiednie warunki brzegowe okreslajace wspotczynniki wystepujace przy ugie-
ciach odpowiednich weztow siatki MRS [8]. Na rysunku 2 przedstawiono sche-
matycznie wartosci wspotczynnikow dla charakterystycznych punktow plyty
mostowej o dwdch krawedziach swobodnie podpartych oraz dwoch krawedziach
swobodnych. Dla wszystkich pozostatych wezléw obowiazujg rownania w po-
staci (2).

3 dy 2 11 it 2
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Rys. 2. Wspotczynniki przy ugigciach weztow: a) wezet w sasiedztwie brzegu swobodnie podpar-
tego; b) wezel na krawedzi swobodnej w sasiedztwie krawedzi swobodnie podpartej; ¢) wezet
w sasiedztwie krawedzi swobodnie podpartej i swobodnej; d) wezet na krawedzi swobodnej;
e) wezel w sasiedztwie krawedzi swobodnej

Fig. 2. Node deflection coefficients: a) node adjacent to a pinned edge; b) node on a free edge
adjacent to a pinned edge; c) node adjacent to a pinned-free corner; d) node on a free edge; ) node
adjacent to a free edge
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Wspolczynniki A, B, C, D, E, F widoczne na schematach 2b-2¢ wynoszg odpowiednio:

_ _ 2 _2
A=2200 B=—22+v)(A-v); C==2D=-2(3-); 5)
E=2-v; F=8-—4v—3v?
2.2. Modele obciazen ruchomych
Wektor obcigzenia p(t) wystepujacy w rOwnaniu (4) ma postaé:
[PLO]
| & |
p(t) = lpi,j | pij = P(xi,}’j,t) (6)

[p},,J

Rozpatrywaé begdziemy przypadek ruchomej sity skupionej o statej wartosci P
oraz ruchomego obcigzenia réwnomiernie roztozonego q poruszajacego si¢
wzdtuz linii j (rys. 3).

a) 5, b) q
g v
i1 R . o
N S i s j
il jl i+l

Rys. 3. Przypadki obciazenia ruchomego: a) ruchoma sila, b) ruchome obciazenie roztozone

Fig. 3. Cases of moving load: a) moving point force, b) moving distributed load

Wyrazy p; j wektora (6) w przypadku ruchome;j sity skupionej majg postac:

ti —t t— ti—l . .
. . =P .. =P .
pl—l,} (t) p /12Ati 4 pl,} (t) /12Ati 4 ] * 01 ] * ]t
ti—t t—tiy . . (7
pl—l,} (t) P 2/12Ati ) pl,} (t) 2/12Ati ’ ] 01 ] ],

prs@)=0dlar#ir+i—-1, s#j

natomiast w przypadku ruchomego obcigzenia rownomiernie roztozonego:

O =q =02, 20, j=
p;j(t) =q FYYPE J s J#F]

_ t_ti—1_ . . (8)
p:j(t) =q 27AL, j=0,j=],

prs)=qdlar <i,s=j; p,;(t)=0dlar>i

gd21e Ati = %, ti = iAti.
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3. Calkowanie numeryczne réwnania ruchu

Macierzowe rownanie ruchu (4) moze zosta¢ rozwigzane numerycznie przy
zastosowaniu metody Newmarka dla statego przyspieszenia [9]. Rozwigzanie
polega na podziale czasu przejazdu obcigzenia przez ptyte na skonczong liczbe
N segmentdéw czasowych At = L/Nv, a nastgpnie wyznaczaniu warto$ci szuka-
nych funkcji przemieszczen oraz predkosci w kolejnych krokach catkowania
w oparciu o znajomos$¢ wartosci tych funkcji w kroku poprzednim. Formuty
uzywane w tej metodzie shuzgce wyznaczeniu wektoréw przemieszczen w(t,)
oraz predkosci w(t,,) maja postac:

W(tyy1) = W(t,) + Atw(t,) + a(A)*w(t,) + BA)* W (t,4q) )
Wt,.,) = () + %At[\)_[/(tn) )] (10)
gdzie:
1 1 1
a=§—ﬁ; B=Z; the1 = tp +At; n=12,..,N (11)

Wektor przyspieszen nieznany w kazdym kroku catkowania wyznaczamy z wa-
runku:

M‘)_[/(tn+1) = 5(tn+1) (12)
gdzie:

M =M + B(At)2K (13)

P(tni1) = D(tnss) — KW(t,) + Atw(t,) + a(At)*w(t,)] (14)

Roéwnanie ruchu (4) rozwigzujemy przy zatozeniu zerowych warunkéw poczat-
kowych:

w(t,=0)=0; w(t,=0)=0 (15)

4. Przyklad numeryczny

Jako przyktad obliczeniowy postuzy prostokatna ptyta cienka o wymiarach
BxL = 10x30 m i grubosci h = 0,4 m, podparta swobodnie na przeciwleglych
krotszych krawedziach oraz posiadajaca 4 podpory punktowe w swoim obsza-
rze. Plyta wykonana jest z materiatu o gestosci rownej p = 2400 kg/m3, modu-
le Younga E = 30 000 MPa i wspotczynniku Poissona v = 0,2. Model dyskret-
ny Metody Roznic Skonczonych zbudowano dzielgc obszar plyty siatkg dyskre-
tyzacyjna o wymiarach oczka Ax = Ay = A = 1,0 m. Plyta poddana jest dziata-
niu sity skupionej o wartosci P = 100 kN (rys.4) oraz obcigzenia liniowego



12 F. Zakes

o statym natgzeniu q¢ = 50 kN /m (rys.5). Oba obcigzenia poruszaja si¢ wzdiuz
dluzszego boku plyty ze stalymi predkosciami v = 30 m/s oraz v = 60 m/s.
W dalszych obliczeniach analizowano drgania punktu ,,A” o wspodtrzednych
x4 = 15m; y, = 5m jak rowniez deformacj¢ catej powierzchni ptyty. Catko-
wanie numeryczne réwnania ruchu przeprowadzono dzielac czas przejazdu ob-
cigzenia po ptycie na N = 150 rownych odcinkdéw czasowych. Wyniki obliczen
przedstawiono na rysunkach 6-9. Dla poréwnania podano rowniez linie wptywu
ugiecia statycznego ptyty od sity skupionej P oraz obcigzenia roztozonego q.

X
Rys. 4. Cienka ptyta mostowa z 4 podporami punktowymi obcigzona ruchomg sila skupiona
Fig. 4. A thin bridge plate with 4 point supports subjected to a moving concentrated force

X

Rys. 5. Cienka ptyta mostowa z 4 podporami punktowymi obcigzona ruchomym obcigzeniem
roztozonym

Fig. 5. A thin bridge plate with 4 point supports subjected to a moving distributed load
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Rys. 6. Ugigcie dynamiczne punktu ,,A” wywotane ruchoma sita skupiong sila skupiona

Fig. 6. Dynamic deflection of point “A” resulting from the moving concentrated force
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Rys. 7. Ugigcie dynamiczne punktu ,,A” wywotane ruchomym obcigzeniem roztozonym
Fig. 7. Dynamic deflection of point “A” resulting from the moving distributed load
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Rys. 8. Deformacja ptyty wywotana ruchomg sita skupiong w chwili T =0,5

Fig. 8. Plate deformation resulting from the moving concentrated force at time T = 0,5
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Rys. 9. Deformacja ptyty wywotana ruchomym obcigzeniem roztozonym w chwili T = 1,0
Fig. 9. Plate deformation resulting from the moving distributed load at time T = 1,0
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5. Podsumowanie

Metoda Roéznic Skonczonych moze by¢é z powodzeniem zastosowana
w analizie drgan cienkich ptyt mostowych poddanych dziataniu réznego rodzaju
obcigzen ruchomych. Zaleta metody jest jej prostota w budowaniu modelu dys-
kretnego oraz formutowaniu i modyfikowaniu macierzowego réwnania ruchu.
Metodg tg mozna zastosowaé rowniez, po wprowadzeniu odpowiednich zmian,
w analizie drgan thumionych (konieczno$¢ okreslenia modelu thumienia oraz bu-
dowy macierzy tlumienia), jak rowniez w analizie drgan wywotanych obcigze-
niami inercyjnymi. Zastosowanie odpowiednich formut opisanych m.in. w [8]
pozwoli zastosowa¢ Metode Rdznic Skonczonych przy bardziej skomplikowa-
nych uktadach, takich jak ptyty o nieregularnym ksztalcie, zmiennej sztywnosci
gigtnej czy tez plyty spoczywajace na podlozu sprezystym. Prezentowana meto-
da moze znalez¢ zastosowanie jako metoda weryfikacyjna dla rozwigzan anali-
tycznych, a takze innych metod numerycznych takich jak Metoda Elementow
Skonczonych.
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APPLICATION OF FINITE DIFFERENCE METHOD IN DYNAMICS
OF THIN BRIDGE PLATES SUBJECTED TO MOVING LOADS

Summary

This paper presents solution of problem of undamped vibrations of thin rectangular bridge
plate subjected to a non-inertial load moving with constant velocity. In order to spatial discretiza-
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tion of the plate numerical procedures have been applied as well as formulas of Newmark method
applied to discretize time of the load movement. Formulas required to build and solve matrix equa-
tion of motion have been given as well as formulas for load vectors corresponding with two cases
of moving load namely the case of moving constant force and the case of moving distributed load.
A numerical example of a bridge plate with 4 point supports subjected to 2 types of moving load
has been presented in order to show the efficiency of the method.

Keywords: Finite Difference Method, moving load, thin plate, Newmark Method
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