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Streszczenie. W pracy przedstawiono metod pozwalajca zlokalizowa
nieprzyjacielskie stanowisko ogniowe na podstawagrentu toriéledzonego pocisku.
Wyprowadzono stosowne wzory shee do identyfikacji pocisku za pompc
wspotczynnika balistycznego. Zamieszczonozéakvyniki wstpnej analizy metody
wyznaczania wspoétczynnika balistycznego. Wskazaao konieczné¢ pogkbionej
analizy doktadnéci i wrazliwosci metody na jak& przetwarzanych danych
pomiarowych.
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1. WSTEP

Wihasciwe wykorzystanie ludzi i spgau w warunkach bojowych wymaga
migdzy innymi rozpoznania, w tym lokalizacji i oceny grzeciwnika. W tym
celu coraz ogciej wykorzystywane $ roznorodne systemy, jak np. polowe
systemy przygotowania taktycznych danych artylérgfs (Advanced Field
Artillery Tactical Data System) [1, 2], systemy ysnajperskie [3, 4] itp.
Systemy te pozwalaj skroct czas reakcji na dziatania nieprzyjacielskie
i racjonalnie zaplanowauzycie srodkéw wiasnych.

* Artykut zostat opracowany na podstawie referatezentowanego podczas IX ddzynarodowej Konferencji Uzbrojeniowej nt. ,Naukowe
aspekty techniki uzbrojenia i bezpietgva”, Pultusk, 25-28 wrzaia 2012 r.
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Prace nad tego typu systemami byly prowadzoneetakkraju [5, 6, 7, 8,
9, 10, 11, 12], a przykladem wykorzystania ich wvikgnv w praktyce jest
Radarowy Zestaw Rozpoznania Artyleryjskiego LIWIEC.

W przypadku ogolnym lokalizacja nieprzyjacielskiegstanowiska
ogniowego mee by wykonana:

a) bezpdrednio — na podstawie analizy rozchadzxh sé
w przestrzeni fal akustycznych, sejsmicznych itiore @
generowane podczas strzatu z broni palnej oraz riaysa
wybuchowi pocisku artyleryjskiego;

b) posrednio —w oparciu o informacije o torze lotu poais#tostarczane
z systemuledzenia.

Drugi z wymienionych sposobow wymaga peoya  modelu
matematycznego opisigego ruch pocisku w powietrzu oraz identyfikacpuy
pocisku. W ogolnym przypadku model matematycznysta uktad réwna
rozniczkowych zwyczajnych. Wygbujace w tych réwnaniach state
wspoétczynniki (parametry — jak np. wspoétczynnikibigiczny) charakteryzuj
typ pocisku. Lokalizacja stanowiska ogniowego wymamtem rozwizania
kolejno nastpujacych zada czstkowych:

a) identyfikacji parametrow modelu charakterymyjch typ pocisku;

b) ustalenia warunkéow poatkowych dla réwna modelu, ktore
odpowiadag dowolnemu punktowi fragmentu toruledzonego
pocisku;

¢) wykonania calkowania (z ujemnym krokiem) rowinanodelu dla
przyjetych warunkéw pocgkowych;

d) wyznaczenia wspoétezinych stanowiska ogniowego na podstawie
otrzymanego rozwzania réwna modelu i map topograficznych
terenu.

W dalszej czici pracy zostanie przedstawiona szczegOtowo metoda
identyfikacji parametréw modelu charakterymyjch typ pocisku. Pozostate
zadania cgstkowe lokalizacji stanowiska ogniowegedhs omoéwione jedynie
w zarysie.

W zaproponowanej metodzie wykorzystano klasycznydehoruchu
pocisku, traktowanego jako punkt materialny [13{lentyfikacja obiektu
sprowadza si wéwczas do wyznaczenia wspotczynnika balistycznddory
mozna obliczy na trzy sposoby. W pracy zamieszczono wynikiepisej oceny
doktadndci i powtarzalnéci wynikbw obliczé,, w zalenosci od
umiejscowienia fragmentu toru, jego didgo i dokladndci danych
pomiarowych z systeméledzenia, dla sposobu polegeggo na wykorzystaniu
przeksztatconego réwnania ruchu pocisku.
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2. METODA WYZNACZANIA POLO ZENIA STANOWISKA
OGNIOWEGO

Systemsledzcy identyfikuje w czasie dwie funkcje wektorowe sigice
ruch pocisku w przytym uktadzie odniesieni®’x’y’z’, to jest jego potzenie
P’(t) i predkose V' (1), co ilustruje rys. 1.

y Fragment toru $ledzonego pocisku

V(1)

<
N
1)

7'

Rys. 1. Schemat ilustragy identyfikacg ruchu pocisku realizowarprzez system
$ledzenia
O'xX'y'z’ —inercjalny uktad odniesienia zdefiniowany w sysiesledzcym; Oxyz—
inercjalny uktad odniesienia zgg@any z ptaszczyznstrzatu;SO- lokalizowane stanowisko
ogniowe;T — wektor charakteryzagy przesunicie uktaduOxyzwzgledem uktaduO’x’y’z’;
P’(1), V' (t) — funkcje wektorowe opisgfe odpowiednio poteenie i prdkos¢ pocisku w funkcji
czasu, wyznaczane przez systdetzenia

Fig. 1. Diagram illustrating identification of peajtile motion, accomplished by
tracking system
O'X'y’z' —inertial coordinate system defined within thecking systemQxyz— inertial
coordinate system associated with the trajectapqiSO- gun positionT — translation vector
of Oxyzwith respect t@’x'y’z’; P'(t), V' (t) — vector functions describing respectively positi
and velocity of the projectile, being determinedtiy tracking system

W tym miejscu naley nadmient, ze w rzeczywistéci sa to dwa
wektorowe procesy stochastyczne z uwagi regyblsystemdéw pomiarowych
i rozrzut balistyczny. FunkcjeP'(t) i V'(t) dane g w postaci dyskretnej
i charakteryzyj si¢ statym krokiem probkowania, ktéry zale od
charakterystyk technicznych systemow pomiarowygirzietwarzajcych oraz
przyjetego algorytmu analizy danych @aadczalnych w czasie rzeczywistym.
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Z dobrym przyblieniem dla zastosowrapraktycznych do opisu ruchu
pociskéw artyleryjskich o dodaosci do okoto 50 km i pociskéw stosowanych
w broni strzeleckiej mma stosowa dwuwymiarowy model klasyczny [13],
w ktorym pocisk jest traktowany jako punkt matemal na ktory dziataj
jedynie: stala sita ezkosci i sita oporu powietrza skierowana wzelistycznej
do toru. Ponadto pomija esiw nim krzywizre Ziemi i wpltyw jej ruchu
obrotowego oraz zmiany przyspieszenia ziemskiegavysokdcia. Przy
zalazeniu niewysgpowania wiatru, réwnania tego modelu w inercjalnym
uktadzie wspohgdnych Oxyz (patrz rys. 1) mena zapis& w nas¢pujacej
postaci [13]:

dy _
o P (1)
dt _p?+1
v (2)
dp_ (2.,9
FRRCREI ®
———CKH(y)V\jp +1BDD(M)—— (4)
2.
_ d% 1000 5)
m

- P

K =800 ©)

gdzie:

X, Y — wspotrzdne opisuice potaenie pocisku, odpowiednio odth i rzdna;
p — tangens da nachylenia stycznej do tory

v — modut wektora pidkosci pocisku;

g — przyspieszenie ziemskie;

¢ — wspoétczynnik balistyczny;

K — staly wspoétczynnik dany wzorem (6);

H(y) — funkcja charakteryzaga zmiar gestasci powietrza wraz z wysokaoia
wg przyktej atmosfery standardowej, np. ICAO;

Co(M) — wspotczynnik oporu powietrza w funkcji liczby adha M, dla
przyjetej standardowej funkcji oporu powietrza, np. 1943

d — kaliber pocisku;

i —wspotczynnik ksztattu pocisku;

m— masa pocisku;

Po — (RStAs¢ powietrza na poziomie ziemi.



Lokalizacja stanowiska ogniowego na podstawie wieik . 85

Jak fatwo zauwgy¢, w modelu tym typ pocisku jest charakteryzowany
jednym parametrem, to jest wspoétczynnikiem balztyenc.

Znajac wspotczynnik balistyczny i warunki pagkowe, odpowiadaice
dowolnemu punktowi toru pocisku, mma zatem scatkowarownania od (1)
do (4), a co za tym idzie wyznagzypotozenie stanowiska ogniowego.
Otrzymane wyniki nalgy jeszcze skorygowaze wzgédu na wplyw wiatru
i wystepowanie ewentualnego zboczenia pocisku na skutgio jrichu
obrotowego. W tym celu nina wykorzystéa rachunki poprawkowe.

Dalsze rozwazania lkeda prowadzone w uktadzie wspdéédnych Oxyz
(patrz rys. 1). Zaklada aiprzy tym, ze ptaszczyznaOxy pokrywa sg
z ptaszczyza strzatu oraze wspotrzdney’ orazy sa sobie réwne. Pol@nie
tej ptaszczyzny w uktadzie wspdtianychQO’x’y’z’ wyznacza prosta:

Z=ho+ AX (7)

ktérej wspodtczynnikiAg i A; mozna zidentyfikowd np. metod regres;ji liniowej
dla wspélrednych x* oraz z' funkcji wektorowej P’(t). Poszukiwane
wspoétczynniki prostej dopasowanej do danyckwdadczalnych, dlan punktow
pomiarowych X’;, 2';), oblicza s¢ wéwczas z nagpujacych wzoréw [14]:

K, — KK, /n
=2 8
A K,-KIn ®
A =(Ky— A Ko)/n (9)
gdzie:
Ko = lei’ K1 = Z'i’ K2 = leiz’ K3 = lei Zli (10)
i=1 i=1 i=1 i=1

Znajac wspotczynniki Ay i A; prostej (7), ména dokona stosownej
zamiany zmiennych za pompprzeksztatcenia afinicznego postaci:

X =cosa [X'+sinag [Z'+T,.
y=y (11)
z=-sina [X'+cosa [Z'+T,
gdzie:
a=arctgA,

Te, Ty — wspoOhrzdne wektora translacji uktadu wspdidnych Oxyz

(rys. 1).
Pocatek O uktadu wspétrzdnych Oxyz moze by obrany dowolnie na
prostej (7). Mana np. przyj¢ T, = 0 i T, = Ao.
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Alternatywnie,O maze odpowiadé pierwszemu punktowi fragmentu toru
sledzonego pocisku, tzn. byzutem (prostodtnym lub srodkowym, osrodku
w punkcie O') zmierzonego pofenia punktu X';, 2z';) na prost (7).
W przypadku rzutu prostakhego otrzymuje si

T, =—(cosa [x;+sina(z,)
Ty' = A) + A!.Tx'

Zgodnie z przytym modelem ruchu pocisku, punkty pomiarowe powinny
by¢ wspotptaszczyznowe. Jednak ze vedul na nieunikniom obecné¢ bledow
pomiaru, sytuacja wygta inaczej, w zwizku z czym punkty
X', Y2z, i=1,...,n, naley teraz zrzutowé& na wyznaczom ptaszczyza
Oxy. Rzutowanie prostajtne prowadzi do punktéw, ktérych wspdidne
w uktadzieOxyzwyrazaja Si¢ wzorami:

(12)

X =cosa [{x;—X)+sina [{z,-Z;)
Yi =Y (13)
z=0

Uwaga. J&i okazuje s§, ze wyznaczana ptaszczyzna strzalu jest

prostopadta (lub niemal prostopadia) do @sx’ przyjgtego a priori ukiadu
odniesienidd’x’y’'z’ , wowczas réwnania ptaszczyzny nglaszuka w postaci:

X'=~A+AZ (7a)

zamiast w postaci (7), z oczywistymi niedbymi modyfikacjami wzorow
(8)-(13). Wybor pomidzy tymi dwiema postaciami nmaa uzaleni¢ od
spetnienia, bdz niespetnienia, nieréwroi:

[2,- 23| <[x, x4 (14)
Dysponujc transformowanymi funkcjamiP(t) i V() w ukladzie
wspétrzdnych Oxyz mazna przysipic do wyznaczenia wspéiczynnika

balistycznega. Zadanie to mae by rozwiazane na kilka sposobéw.
Z réwna (3) i (1) wynika,ze:

_ | 1+ (dy/dxf
Y \/ J d2y/dx? (13)
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R&zniczkujac réwnanie (15) wzgbemx, otrzymuje si:

dv__gdy, [1+(dy/dx)2]d3y/dx3g

16
dx vdx (dzy/dxz)z 2v (16)

Po uwzgtdnieniu (16) w réwnaniu (4) i przeksztatceniu otrmje sé
nastpujacy wzor:

-1/

_1d%yd b+ (ayr

2d%y/dx® KH(y)Cp(M)

Jezeli zatem dane dola: fragment toruy = y(X) oraz jego pierwsza, druga
i trzecia pochodna, to wykorzysigj wzory (15) i (17), bdzie mana
wyznaczy poszukiwan wartags¢ wspoétczynnika balistycznegoc, dla
dowolnego punktu fragmentu toru (teoretycznie wértia powinna by taka
sama w kadym rozwaanym punkcie, jednak w praktyce konieczne jest
usrednienie wynikéw uzyskanych dla poszczego6lnychkpium).

Dla torow pfaskich, to jest gdyak rzutu 7, nie przekracza okoto 10°,
wykorzystuje st do rozwizania rowna (1)-(4) metod Siacci'ego (patrz np.
[13]). WzOr okrdlajacy odckta toru jest wéwczas nagtujacy:

(17)

x=2[pW)-D0p) (18)

gdzie:
D(U), D(vo) — funkcje pierwotne Siacci'ego;
Vo — predkos¢ pocaitkowa pocisku;
U — prdkos¢ pozorna dana wzorem:

cosr
COST

U=v

(19)

Wzér (18) jest cgsto wykorzystywany w praktyce do wyznaczania
wspotczynnika balistycznego na podstawie pomiarwdhméci  pocisku
w dwoch dowolnych punktach toru. Rozmanie ukladu dwoch rowha
algebraicznych postaci (18) jest wowczas ¢agice:

.= DWU,) -DUy)
Xy =X

(20)

w ktérym indeksy 1 i 2 odpowiadgjwartagsciom odcetej toru i pedkosci
pozornej w analizowanych punktach nr 1 2.

W tym miejscu naley zauway¢, iz czs$¢ stromego toru w pobiu
wierzchotka mae by¢ traktowana jako tor ptaski, jak to ilustruje rysk.
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v, Czesc toru

Ta

N\

Xa Xg

Rys. 2. Czs¢ toru stromego, ktéra nie byt traktowana jako tor ptaski, dla ktérego
ruch pocisku rozpoczynaesiv punkcieA i konczy w punkcieB, przy czym spetniony
jest warunekr, = 1< 10

Fig. 2. The middle segment of a steep trajectorickvban be considered flat trajectory
with projectile motion starting at the poidtand ending at the poi, provided
Ian = Ip< :I.Oo

Wzér (20) mae by zatem wykorzystany rownie do wyznaczenia
wspbtczynnika balistycznega dla toréw stromych, gdy fragment toru
sledzonego pocisku by w poblizu wierzchotka, to jest porilzy punktami
A orazB na rysunku 2.

Trzecim proponowanym sposobem wyznaczania wspahizsgn
balistycznego jest wykorzystanie bilansu energia diwoch dowolnych
punktow toru, ktory ma nagtujaca posté catkow:

V2 S V2
m--+mgy = [R(s)ds+ m=Z +mgy, (21)
S

Catka krzywoliniowa w bilansie (21) reprezentujessiypowan energé na
skutek oddziatywania sity oporu powietrz@ wzdhuwz toru. Dla krétkiego
odcinka toru mena przyp¢, ze sita oporu powietrza jest stata i réwdradniej
wartadsci dla punktow granicznych 1 2:

R =marH (Y, )V, [Cp (M), (22)

w ktorym wielkdsci z indeksem §r” oznaczag srednie arytmetyczne wada
dla punktow 1 2.
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Po podstawieniu wzoru (22) do (21) i przeksztaloeizymuje si:

- (2 -v2)r2+ gy, - v,)
c= 23
H((y, +v,)/2)(w, +v,)120C, (M )L (@3)

Wystepujaca w réwnaniu (23) diugd drogi przebytej przez pocisk wzdtu
toru mae by w pierwszym przybfieniu obliczona z wykorzystaniem
twierdzenia Pitagorasa jako ngafjaca suma:

L=> =%+ (V- v ) (24)

=]
=

!
[y

gdzie:
X, ¥i — odpowiednio odete i rzdne kolejnych punktéw pomiarowych
fragmentu tofledzonego pocisku;
n— liczba punktéw pomiarowych.

Warunki pocatkowe dla rowna (1)-(4), dla dowolnego punktu fragmentu
toru sledzonego pocisku, w praktyce dostarczamnezssystemusledzenia
iwymagajp jedynie transformacji do ukladu odniesieniaOxyz
z wykorzystaniem przeksztalcenia postaci (113. t& bowiem wspéirzdne
funkcji wektorowych P(t) i V(t), ktére odpowiadaj wybranemu punktowi
pomiarowemu, dla czagy= 0.

Catkowanie (z ujemnym krokiem) réwhad (1) do (4) megna wykona za
pomoa metody numerycznej, np. Rungego—Kutty. Wyznaczogedrogy
potozenie stanowiska ogniowego nafe jeszcze skorygowa za pomog
rachunkéw poprawkowych, ze wzdu na wplyw wiatru i wysipowanie
ewentualnego zboczenia pocisku na skutek jego rabhotowego. W tym celu
moze by wykorzystana metoda zaproponowana przez Didionérakjest
doktadnie opisana np. w pracy [13]. Stosowne wzpgprawkowe dla
odcietej x i zboczeniaz, ktére uwzgtdniajp wplyw wiatru, mag nastpujaca
posta:

0X 0X SsinT,
X=W,|t. ———cosry +— —0 25
X
z=W,| t. - 26
[ Srj (26)

gdzie:
W,, W, — odpowiednio poditna i poprzeczna skiadowa gdkosci
wiatru;
t. — czas lotu pocisku od stanowiska oghiowego dorarggo punktu
toru.
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Wystepujace w réwnaniu (25) wspotczynniki poprawkowe/ov, i 0x/01,
mozna zaczerpgt np. z tabel strzelniczych dla podobnego typu pacisib
catkowicie pominé i wzory (25) i (26) traktowé&jako pierwsze przyhbienie.

3. WSTEPNA ANALIZA METODY WYZNACZANIA
WSPOLCZYNNIKA BALISTYCZNEGO

Celem analizy bylo dokonanie wphej oceny dokladrioi
i powtarzalngci wynikow obliczeéy, w zalenosci od umiejscowienia fragmentu
toru, jego dtugéci i doktadndci danych pomiarowych z systensiedzenia.
Stosowne obliczenia wykonano za pomqiakietu MATLAB. Analizowano
metod: wyznaczania wspétczynnika balistycznegma podstawie réwnania
ruchu pocisku wg wzoru (17). Zalono przy tym,ze fragment toru duzie
przyblizany za pomagwielomianu trzeciego stopnia:

y = agxX® +a,x® +ayX+a, (27)
Po uwzgtdnieniu (27) we wzorach (15) i (17) otrzymuje: si

2
_ _gl+(3a3x2 +2a2x+a1) 28)
6agX + 2a,

X -1/2
. 3a, [1+(3a3x +2a2x+al)2}
Bagx + 28, KH (Y)Cp (M)

(29)

Dane pomiarowe pochogize 2z systemu sledzenia generowano
W nastpujacy sposob. Przgo, ze $ledzonym obiektem jest pocisk
mozdzierzowy OF-843A kal. 120 mm. Dla tego pocisku wiazywano
numerycznie problem gtéwny balistyki zegirenej, przy zateeniu warunkéw
tabelarycznych (prawo oporu powietrza 1943 r. iylaryjska atmosfera
standardowa), dobiergy wspotczynnik balistyczny tak, aby otrzyéregodndé
gtébwnych czynnikéw toru z danymi zawartymi w talmastrzelniczych. Do
otrzymanego w ten sposéb dyskretnego razania yi(x) dodawano
przypadkowy kdd pomiaru. Bdd pomiaru symulowany byt za ponpc
generatora liczb pseudolosowychediicego czscia pakietu MATLAB. Do
symulacji bedow pomiaru odlegkxi uwzyto rozkladu jednostajnego,
skalowanego diugmia przedziatu, natomiast ddy pomiaru Ikgtow
symulowano, wykorzystag rozklad normalny, skalowany waftia
odchylenia standardowego. Prgyj sposob symulowania ddu pomiaru
wynikat z informacji uzyskanych od producentow tetypu uradzer. Na
rysunku 3 przedstawiono przyktad fragmentu toraaonymi bkdami.
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Rys. 3. Przyklad wygenerowanego fragmentu torut@azoaymi bkdami
A — punkty przebiegu z natonymi bkdami przypadkowymi;
B — przebieg z rozwrzania numerycznego

Fig. 3. Example of generated trajectory segmerit @fitors superimposed
A — path points with superimposed random errors;
B — path obtained from numerical solution

Nastpnie wybierano punkt na i opadajcej lub wznoszcej toru
i przyjmowano do dalszych obliczen kolejnych punktéw X,y;). Dyskretny
fragment toru yi(x), dla i=1,2,..n aproksymowano naginie
wielomianem (27) i obliczano wadd wspofczynnika balistycznego,
wykorzystupc wzory (28) i (29), dla wszystkich punktéw od 1o

Otrzymane wyniki wykazaty bardzo guwrazliwos¢ analizowanej metody
na doktadné& wyznaczenia wielksi charakteryzujcych fragment toru
sledzonego pocisku. Jedynie wybdr fragmentu toru ablipu wierzchotka
zapewniat bid wzgkdny wyznaczenia wspétczynnika balistycznego mniejsz
od okoto 15%, co ilustruje rys. 4. Jak svydaje, gtbwnym tego powodem jest
zte uwarunkowanie zadania aproksymacji wielomiarjpwktéra byta
zastosowana w analizie.

Dlatego te& uznanoze dalsze poghione badania problemyg szasadnione
i powinny by¢ skoncentrowane na opracowaniu dokladniejszej myetod
rézniczkowania numerycznego dyskretnej funkcjswimdczalnej. Wydaje sj
ze zastosowanie rekurencyjnych filtréw cyfrowych hggtadzenie przebiegu
doswiadczalnego metaddziesatkowania (patrz np. [15, 16]) przyczynksio
zmniejszenia wrdiwosci otrzymywanych wynikow na dokfadfbd danych
pomiarowych.
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Rys. 4. Wzgtdny bhd wyznaczenia wspotczynnika balistycznego dla kglef
punktéw analizowanego fragmentu toru pocisku OFABK&Il. 120 mm, na GZci
wznoszacej w poblizu wierzchotka

Fig. 4. Relative error in determining ballistic &fieent for consecutive points on a
trajectory segment under analysis, ascending jgart the vertex, for the 120 mm
OF-843A mortar projectile

4. PODSUMOWANIE

Zaproponowana metoda lokalizacji nieprzyjacielskiegstanowiska
ogniowego na podstawie wiell@ charakteryzujcych tor pocisku wymaga
pogkbionej analizy jej doktadrioi i wrazliwosci na jakd¢ przetwarzanych
danych pomiarowych. Wyprowadzone wzory, pozwaejidentyfikowa typ
pocisku za pomag wspéiczynnika balistycznego, uulisviaja prowadzenie
obliczen wieloma sposobami. Dgii temu istnieje mgliwos¢ poréwnania
otrzymanych wynikow, co mie sprzyj& ich wiarygodnéci w zastosowaniach
praktycznych. Wyniki pracy magby¢ przydatne w projektowaniu systeméw
przygotowania taktycznych danych artyleryjskicmiysnajperskich.
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Determining Gun Position on the Basis of Entities
Characterising an Arc of Projectile Trajectory

Marcin BAJKOWSKI, Janusz KANIEWSKI, Marek RADOMSKI

Abstract. A method for determining an enemy gun position riespnted, based on
examination of an arc of trajectory of a projecbleing tracked. Appropriate formulae
for identification of a projectile by means of hallistic coefficient are derived. Results
of preliminary analysis of a method for calculatingllistic coefficient are also given.
Necessity of a deepened analysis of accuracy arsitisgty of the method to the quality
of measured data being processed is pointed out.

Keywords: mechanics, external ballistics, reconnaissancejifzation



