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Zasada odbicia w zadaniach geometrii analitycznej

Streszczenie. Artykuª zawiera trzy zadania z geometrii analitycznej wraz z ich rozwi¡zaniami
zwi¡zane z rozchodzeniem si¦ fali ±wietlnej. Caªo±¢ poprzedzona jest niezb¦dnym wst¦pem opisu-
j¡cym reguªy rz¡dz¡ce zjawiskiem odbicia ±wiatªa od pªaskich powierzchni oraz przypomnieniem
podstawowych obiektów geometrii analitycznej przestrzeni R3. Materiaª jest przeznaczony dla stu-
dentów posiadaj¡cych niezb¦dn¡ wiedz¦ z zakresu geometrii analitycznej i rachunku wektorowego.

Sªowa kluczowe: geometria analityczna, zasada odbicia.

1.Wst¦p

Zasada odbicia jest jednym z najstarszych praw �zyki opisanym ju» w czasach staro»ytnych. Prawo

odbicia mo»na uzna¢ za najwcze±niej poznane prawo �zyki. Prawdopodobnie znali je Platon i Arystoteles,

lecz dopiero Euklides systematycznie je stosowaª. Heron z Aleksandrii uzasadniª to prawo, zauwa»aj¡c, »e

prowadzi ono do najkrótszej drogi ±wiatªa. W ten sposób odkryª szczególny przypadek zasady Fermata [7].

Wspomniany wy»ej Pierre de Fermat oraz równolegle Kartezjusz, zwani s¡ ojcami geometrii analitycz-

nej � geometrii, której obiekty mo»na opisa¢ równaniami w przyj¦tym przez nich prostok¡tnym ukªadzie

wspóªrz¦dnych. Obecn¡ posta¢ geometrii analitycznej zawdzi¦czamy Leonardowi Eulerowi, który wpro-

wadziª jednolity j¦zyk opisu obiektów. Geometria analityczna pozwala na odej±cie od klasycznej geometrii

euklidesowej, wymagaj¡cej stosownych ilustracji gra�cznych rozwa»anych wywodów.

Autor niniejszego artykuªu, z peªn¡ ±wiadomo±ci¡ nie umieszczaj¡c rysunków, odwoªuje si¦ do wy-

obra¹ni czytelnika, którego zmusza do nale»ytego odczytania problemu ze zawartego, wystarczaj¡cego

jego zdaniem, literackiego opisu. Ma to stanowi¢ dodatkowo odpowiednie ¢wiczenie, gdy» ka»dy mo»e

dokona¢ wªasnego indywidualnego autorskiego szkicu. Gªówny problem zada« z geometrii analitycznej

wªa±nie polega na umiej¦tno±ci zobrazowania sobie zadania. Dalsze etapy rozwi¡zania to tylko pokazanie

biegªo±ci w posªugiwaniu si¦ odpowiednim rzemiosªem obliczeniowym.
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2. Zasada odbicia

W celu zobrazowania zasady odbicia koniecznym jest wprowadzenie poni»szych de�nicji. Mo»na je

znale¹¢ np. w [1], [6].

Normalna padania to prosta prostopadªa do powierzchni odbijaj¡cej w punkcie padania promienia.

K¡t padania to k¡t mi¦dzy promieniem padaj¡cym a normaln¡ do powierzchni w punkcie padania.

K¡t odbicia to k¡t mi¦dzy promieniem odbitym a normaln¡ do powierzchni w punkcie padania.

Zasad¦ odbicia mo»na rozdzieli¢ na dwie proste reguªy.

Zasada 1.

K¡t odbicia jest równy k¡towi padania.

Zasada 2.

Promie« ±wiatªa padaj¡cy, jak i promie« odbity oraz normalna padania le»¡ w jednej pªaszczy¹nie.

Do rozwi¡zywania zada« cytowanych w dalszej cz¦±ci artykuªu bardziej przydatne jednak b¦d¡ nast¦-

puj¡ce wªasno±ci wynikaj¡ce z podanych zasad.

Wªasno±¢ 1.

Pªaszczyzna, w której le»¡ promie« padania i promie« odbity, jest prostopadªa do pªaszczyzny odbicia.

Wªasno±¢ 2.

Promie« ±wietlny skierowany z punktu P w stron¦ pªaszczyzny, odbijaj¡c si¦ w punkcie O zwanym

punktem odbicia, biegnie dalej wzdªu» prostej do której nale»¡ punkt O oraz punkt P', który jest punktem

symetrycznym do P wzgl¦dem pªaszczyzny odbicia (le»¡cym po drugiej stronie �lustra�).

3. Podstawowe obiekty geometrii analitycznej w przestrzeni R3

Obiekty pierwotne

Podstawowym obiektem geometrii analitycznej w R3 jest punkt P(x, y, z), gdzie x, y, z s¡ dowolnymi

liczbami rzeczywistymi nazywane jego wspóªrz¦dnymi. Drugim pierwotnym obiektem, który w �dzisiej-

szych czasach� mo»emy nazwa¢ obiektem wirtualnym, jest wektor swobodny oznaczony jako

−→u = [ux, uy, uz],

gdzie ux, uy, uz s¡ wspóªrz¦dnymi wektora.

Autor zakªada, i» czytelnik zna podstawowe poj¦cia i wªasno±ci rz¡dz¡ce algebr¡ wektorów, st¡d dla

przejrzysto±ci opracowania s¡ one tutaj pomini¦te. Zalecane jest korzystanie z wielu opracowa« zawieraj¡-

cych powy»szy temat, jak np. prace [5], [4], [2], [3]. Skupimy si¦ jednak na przypomnieniu podstawowych

obiektów geometrii analitycznej, które s¡ wykorzystywane przy rozwi¡zywaniu interesuj¡cych nas zada«.
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Obiekty zªo»one

Obiektem Oϕ nazywamy zbiór punktów

Oϕ = {P : ϕ(P)},

gdzie ϕ jest dowoln¡ form¡ zdaniow¡ o dziedzinie nale»¡cej do R3.

Prosta

Niech dane b¦d¡: punkt P0(x0, y0, z0) oraz niezerowy wektor
−→
k = [a, b, c], zwany wektorem kierun-

kowym. Zbiór

l
def
= {P : (

−−→
P0P)||

−→
k ) ∨ (P = P0)}

nazywamy prost¡. Wykorzystuj¡c warunek równolegªo±ci wektorów, otrzymujemy:

−−→
P0P = t ·

−→
k , czyli [x− x0, y − y0, z − z0] = t · [a, b, c],dla t ∈ R,

a st¡d

l = {P(x, y, z) : x = at+ x0, y = bt+ y0, z = ct+ z0, t ∈ R}.

Posta¢ t¦ nazywamy postaci¡ parametryczn¡ prostej.

W przypadku, gdy a, b, c s¡ niezerowe, prost¡ mo»emy przedstawi¢ w postaci proporcji

x− x0
a

=
y − y0
b

=
z − z0
c

,

zwanej postaci¡ kanoniczn¡ prostej.

Odcinek

Cz¦±¢ prostej, le»¡c¡ pomi¦dzy dwoma ró»nymi punktami nazywamy odcinkiem. Je»eli dane s¡ dwa

punkty P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), to odcinek mo»emy zde�niowa¢ nast¦puj¡co:

−−−→
P1P2

def
= {P :

−−→
P1P = t

−−−→
P1P2, 0 6 t 6 1}.

Pªaszczyzna

Niech dane b¦d¡: punkt P0(x0, y0, z0) oraz niezerowy wektor −→n = [A,B,C], zwany wektorem nor-

malnym. Zbiór

πππ
def
= {P : (

−−→
P0P ⊥ −→n ) ∨ (P = P0)}

nazywamy pªaszczyzn¡. Wykorzystuj¡c warunek prostopadªo±ci wektorów, otrzymujemy

−→n ◦
−−→
P0P = [A,B,C] ◦ [x− x0, y − y0, z − z0] = 0,

czyli równanie

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0,

zwane równaniem kanonicznym pªaszczyzny.
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Przyjmuj¡c D = −(Ax0 +By0 + Cz0), otrzymujemy równanie

Ax+By + Cz +D = 0

zwane równaniem ogólnym pªaszczyzny.

Strona pªaszczyzny

Pªaszczyzna dzieli nam przestrze« R3 na trzy rozª¡czne zbiory. Niech dane b¦d¡ dwa punkty,P1(x1, y1, z1)

i P2(x2, y2, z2), nienale»¡ce do pªaszczyzny πππ. Punkty te nale»¡ do tej samej strony pªaszczyzny wtedy,

gdy odcinek P1P2 ª¡cz¡cy te punkty nie przecina pªaszczyzny, tzn.

P1P2 ∩ πππ = ∅.

Twierdzenie 1. Niech dana b¦dzie pªaszczyzna πππ : Ax + By + Cz +D = 0. Dwa punkty P1(x1, y1, z1),

P2(x2, y2, z2) nale»¡ do tej samej strony pªaszczyzny, gdy

Fπ(P1)Fπ(P2) > 0,

gdzie Fπ(P) = Fπ(x, y, z) = Ax+By + Cz +D.

Posta¢ kraw¦dziowa prostej

Dwie nierównolegªe pªaszczyzny posiadaj¡ cz¦±¢ wspóln¡ zwan¡ kraw¦dzi¡. Kraw¦d¹ ta jest prost¡,

czyli zbiór wszystkich punktów b¦d¡cych rozwi¡zaniem ukªadu równa«{
π1π1π1 : A1x+B1y + C1z +D1 = 0

π2π2π2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0

jest zbiorem punktów tworz¡cych prost¡ l = π1π1π1 ∩ π2π2π2.

P¦k pªaszczyzn

Niech dana b¦dzie prosta l zadana kraw¦dziowo przez dwie nierównolegªe pªaszczyzny π1π1π1 i π2π2π2

π1π1π1 : A1x+B1y + C1z +D1 = 0

π2π2π2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

Niech α i β b¦d¡ dwoma liczbami rzeczywistymi. Utwórzmy nowe równanie postaci

α(A1x+B1y + C1z +D1) + β(A2x+B2y + C2z +D2) = 0.

Przeksztaªcaj¡c, otrzymujemy

(αA1 + βA2)x+ (αB1 + βB2)y + (αC1 + βC2)z + (αD1 + βD2) = 0.

Jest to równanie nowej pªaszczyzny

Ax+By + Cz +D = 0,

gdzie A = (αA1 + βA2), B = (αB1 + βB2), C = (αC1 + βC2), D = (αD1 + βD2).
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Ka»da pªaszczyzna p¦ku zawiera prost¡ l, b¦d¡c¡ cz¦±ci¡ wspóln¡ pªaszczyzn π1π1π1 i π2π2π2. W przypadku

gdy α 6= 0, podstawiaj¡c λ = β
α , otrzymujemy prostsz¡ wersj¦ równania p¦ku

(A1x+B1y + C1z +D1) + λ(A2x+B2y + C2z +D2) = 0.

Równanie to opisuje (generuje) wszystkie pªaszczyzny p¦ku za wyj¡tkiem pªaszczyzny π2π2π2.

4. Zasada odbicia w zadaniach

Zadanie 1. Dane s¡ dwa punkty A(3, 2, 4) i B(1, 3, 2) oraz pªaszczyzna

πππ : 2x+ y − 10 = 0.

Wyznacz wektor kierunku, wzdªu» którego nale»y skierowa¢ strumie« ±wiatªa z punktu A tak, aby po

odbiciu od pªaszczyzny πππ tra�ª do punktu B.

Jako pierwsze sprawd¹, jakie warunki zwi¡zane z poªo»eniem zadanych obiektów powinny by¢ speªnione,

aby zadanie to posiadaªo rozwi¡zanie.

R o z w i ¡ z a n i e

�atwo zauwa»y¢, »e oba punkty A i B powinny znajdowa¢ si¦ po jednej stronie pªaszczyzny. Zgodnie

z twierdzeniem dotycz¡cym stron pªaszczyzny (patrz wy»ej) warto±ci funkcji F (x, y, z) = 2x + y − 10

w punktach A i B musz¡ speªnia¢ warunek

F (A)F (B) > 0.

Dla danych naszego zadania F (A) = −2 oraz F (B) = −5, a wi¦c punkty le»¡ po tej samej stronie

pªaszczyzny πππ.

Oznaczmy przez O punkt pªaszczyzny πππ, w którym promie« ±wiatªa skierowany z punktu A powinien

si¦ odbi¢ od niej, aby tra�¢ do punktu B. Zgodnie z zasad¡ odbicia k¡ty zawarte pomi¦dzy odcinkiem OA

i prost¡ prostopadª¡ do pªaszczyzny w punkcie O oraz odcinkiem OB i t¡ prost¡ musz¡ by¢ równe, a caªa

pªaszczyzna trójk¡ta AOB utworzonego przez promie« ±wietlny musi by¢ prostopadªa do pªaszczyzny πππ.

Zauwa»my jeszcze jedn¡ ciekaw¡ wªasno±¢ wynikaj¡c¡ z codziennych obserwacji. Je»eli dwie osoby

stan¡ przed lustrem jedna w punkcie A, a druga w punkcie B, to osoba A widzi siebie w lustrze prosto-

padle w punkcie A′, pozornie za pªaszczyzn¡ lustra w tej samej odlegªo±ci w jakiej stoi przed lustrem,

a tak»e widzi osob¦ B za pªaszczyzn¡ lustra w punkcie B′ symetrycznym do B wzgl¦dem lustra. Aby j¡

zobaczy¢, musi skierowa¢ wzrok w kierunku pozornego punktu B′. T¦ obserwacj¦ potwierdza wªasno±¢ 2

cytowana we wst¦pie.

Wykorzystuj¡c te obserwacje, stwierdzamy, »e kierunek
−−→
AB′ jest szukanym kierunkiem, w jakim nale»y

skierowa¢ promie« ±wietlny, by z punktu A tra�ª do punktu B, gdy» prosta wyznaczona przez niego,

przecinaj¡c pªaszczyzn¦ πππ, wyznacza jednoznacznie punkt odbiciaO, dla którego wszystkie k¡ty pomi¦dzy

prostymi OA, OB i OB′ a prost¡ prostopadª¡ do pªaszczyzny πππ w punkcie O s¡ takie same.

Dokonajmy oblicze«. Szukamy wspóªrz¦dnych punktu B′. Poniewa» jest on punktem symetrycznym

do B wzgl¦dem πππ musi nale»e¢ do prostej prostopadªej do πππ, czyli do prostej o wektorze kierunkowym

równym wektorowi normalnemu pªaszczyzny, który wynosi [2, 1, 0] oraz zawieraj¡cej punkt B(1, 3, 2).
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St¡d B′ jest postaci (2t+1, t+3, 2), gdzie t jest pewnym parametrem. Poniewa» jest on symetryczny do

B(1, 3, 2) wzgl¦dem πππ, ±rodek odcinka BB′ ∈ πππ. Wspóªrz¦dne ±rodka tego odcinka wynosz¡ ( 2t+2
2 , t+6

2 , 2).

Wstawiaj¡c je do równania naszej pªaszczyzny, otrzymujemy równanie

2
(2t+ 2

2

)
+
( t+ 6

2

)
− 10 = 0,

a st¡d otrzymujemy t = 2, czyli B′(5, 5, 2).

O d p o w i e d ¹

Szukanym kierunkiem, w jakim z punktu A powinien zosta¢ skierowany promie« ±wietlny, jest kierunek

wektora
−−→
AB′, czyli wektor [2, 3,−2].

Zadanie 2. Dane s¡ dwie nierównolegªe pªaszczyzny

π1π1π1 : 3x+ y − 2z − 18 = 0

π2π2π2 : −2x+ 2y + z − 6 = 0

oraz punkt P(2, 0, 1).

Znajd¹ wektor, wzdªu» jakiego nale»y skierowa¢ promie« ±wietlny z punktu P w stron¦ pªaszczyzny π1π1π1,

aby po odbiciu od niej, a dalej od pªaszczyzny π2π2π2 powróciª on do punktu P.

Okre±l warunki, jakie musz¡ by¢ speªnione, aby zadanie to byªo wykonalne.

R o z w i ¡ z a n i e

Zaªó»my wst¦pnie, »e zadanie to przy naszych danych jest rozwi¡zywalne. Oznacza to, »e istniej¡ dwa

punkty O1 ∈ π1π1π1 oraz O2 ∈ π2π2π2, które s¡ punktami odbicia naszego promienia na odpowiednich pªasz-

czyznach. Wraz z punktem P tworz¡ one trójk¡t PO1O2, który musi le»e¢ w pªaszczy¹nie prostopadªej

do obydwu pªaszczyzn π1π1π1 i π2π2π2. W przeciwnym przypadku promie« ±wietlny nie powróciªby do punktu

wyj±cia.

Mo»emy zauwa»y¢, »e zadanie jest �tak jakby� symetryczne, tzn. promie« ±wietlny musi przeby¢ t¦

sam¡ drog¦, gdy skierujemy go wpierw w kierunku pªaszczyzny π1π1π1, a potem π2π2π2, jak i odwrotnie, tzn.

wpierw w stron¦ π2π2π2, a potem w stron¦ π1π1π1, by powróciª do punktu P.

Wektor kierunku, wyznaczaj¡cy prost¡ wzdªu» której nale»y skierowa¢ promie« ±wietlny jest zgodny

z wektorem PO1, gdzie punkt O1 jest punktem wspólnym tej prostej i pªaszczyzny π1π1π1. Zauwa»my ponad-

to, »e punkty odbicia O1 i O2 oraz punkty P1
′ i P2

′, symetryczne do punktu P odpowiednio wzgl¦dem

pªaszczyzn π1π1π1 i π2π2π2, musz¡ le»e¢ na jednej prostej.

Zatem nasze zadanie sprowadza si¦ do znalezienia punktów symetrycznych do P wzgl¦dem zadanych

pªaszczyzn, które tworz¡ prost¡ (nazwijmy j¡ l), a nast¦pnie punktu przebicia tej prostej przez pªaszczy-

zn¦ π1π1π1, co pozwala obliczy¢ poszukiwany wektor.

Przyst¡pmy do oblicze«. Wektor normalny −→n1 pªaszczyzny π1π1π1 to [3, 1,−2]. St¡d punkt symetryczny

wzgl¦dem punktu P (2, 0, 1) musi mie¢ posta¢

P1
′(x, y, z) = (3t+ 2, t,−2t+ 1), gdzie t ∈ R.
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�rodkiem odcinka PP1
′ jest wi¦c punkt (3t+ 4

2
,
t

2
,
−2t+ 2

2

)
nale»¡cy do pªaszczyzny π1π1π1, czyli

3
(3t+ 4

2

)
+
( t
2

)
− 2
(−2t+ 2

2

)
− 18 = 0,

co daje t = 2, dalej P1
′(8, 2,−3).

Podobnie obliczamy P2
′(x, y, z) = (−2t+ 2, 2t, t+ 1) jako punkt symetryczny do P wzgl¦dem pªaszczy-

zny π2π2π2, otrzymuj¡c równanie

−2
(−2t+ 4

2

)
+ 2
(2t
2

)
+
( t+ 2

2

)
− 6 = 0,

z którego otrzymujemy t = 2, czyli P2
′(−2, 4, 3).

Wektor
−−−−→
P1
′P2
′ = [−10, 2, 6] jest wektorem kierunkowym szukanej prostej, która przecinaj¡c si¦

z pªaszczyznami, wyznacza punkty odbicia. Punkty odcinka P1
′P2
′ daj¡ si¦ wi¦c opisa¢ jako punkty

postaci

St =
−−−−→
P1
′P2
′t+P1

′ = (−10t+ 8, 2t+ 2, 6t− 3), gdzie t ∈ 〈0, 1〉.

�atwo zauwa»y¢, »e S0 = P1
′ i S1 = P2

′, natomiast szukane punktyO1 iO2 le»¡ce pomi¦dzy nimi musz¡

odpowiada¢ parametrom nale»¡cym do (0, 1).

Rozwi¡zuj¡c nasze zadanie, poszukujemy punktu O1, aby znale¹¢ kierunek PO1, b¦d¡cy poszukiwanym

kierunkiem strumienia ±wiatªa. Podstawiaj¡c St do równania pªaszczyzny π1π1π1, otrzymujemy wspóªrz¦dne

punktu O1, czyli

3(−10t+ 8) + (2t+ 2)− 2(6t− 3)− 18 = 0,

co daje t = 7
20 i dalej O1(

45
10 ,

27
10 ,−

9
10 ).

Wektor PO1 ma wi¦c wspóªrz¦dne[45
10
− 2,

27

10
,− 9

10
− 1
]
=
[25
10
,
27

10
,−19

10

]
.

Pozbywaj¡c si¦ uªamków, w odpowiedzi mo»emy umie±ci¢, i» wektor zgodnie z którym nale»y skierowa¢

promie« ±wietlny wymagany warunkami zadania jest równy [25, 27,−19].
W zadaniu zostaªo zawarte dodatkowe pytanie dotycz¡ce warunków, jakie musz¡ by¢ speªnione, aby

promie« powróciª do punktu P, czyli aby zadanie byªo wykonalne.

Analiza odcinka P1
′P2
′ wskazuje, i» punkty odbicia O1 i O2 musz¡ wyst¦powa¢ w odpowiedniej hie-

rarchii, tzn. punkt O1 musi le»e¢ bli»ej punktu P1
′ ni» punkt O2. Oznacza to, »e parametry t1, t2

odpowiadaj¡ce odpowiednio punktom O1 i O2 parametryzowanego odcinka P1
′P2
′ musz¡ speªnia¢ wa-

runek t1 < t2.

Powy»ej obliczyli±my parametr odpowiadaj¡cy punktowi O1, otrzymuj¡c t1 = 7
20 . Poszukuj¡c para-

metru odpowiadaj¡cemu punktowi O2 (co pozostawiam czytelnikowi), uzyskujemy t2 = 14
20 , czyli »¡dana

hierarchia punktów O1 i O2 jest zachowana, potwierdzaj¡c wykonywalno±¢ zadania.

O d p o w i e d ¹

Zadanie jest wykonalne, a kierunek biegu promienia ±wietlnego wyznacza wektor [25, 27,−19].
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Zadanie 3. Niech dane b¦d¡ dwa punkty A(1,−1, 2) i B(1, 0, 5). Z punktu A promie« ±wietlny pod¡»a

zgodnie z wektorem [1, 2, 1]. W punkcie P(1, 0,−2) zaczepiono pªaskie lustro. Jakie powinno by¢ równanie
pªaszczyzny lustra, by promie« ±wietlny odbity od niego tra�ª do punktu B.

Wi¦kszo±¢ z nas pami¦ta, jak w dzieci«stwie puszczaªo si¦ �zaj¡czki�, czyli jak ustawi¢ lusterko trzyma-

ne w dªoni, by skierowa¢ odbite od niego promienie sªoneczne w upatrzone miejsce. Powy»sze zadanie

nawi¡zuje do tej zabawy.

R o z w i ¡ z a n i e

Zauwa»my, »e zgodnie z zasadami odbicia wektor kierunku promienia padaj¡cego jak i odbitego le»y

w pªaszczy¹nie zwanej pªaszczyzn¡ rozchodzenia si¦ ±wiatªa, która jest prostopadªa do pªaszczyzny lustra.

Poniewa» szukana pªaszczyzna lustra zawiera punkt P, musi ona nale»e¢ do p¦ku pªaszczyzn tworzonych

przez prost¡ l prostopadª¡ do pªaszczyzny rozchodzenia ±wiatªa i zawieraj¡c¡ ten punkt.

Wektor kierunkowy
−→
k tworzymy mno»¡c wektorowo wektor kierunku padania [1, 2, 1] i wektor

−−→
AB = [1− 1, 0− (−1), 5− 2] = [0, 1, 3]:

−→
k = [1, 2, 1]× [0, 1, 3] = [5,−3, 1]

Równanie kanoniczne prostej l ma posta¢

x− 1

5
=

y

−3
=
z + 2

1
,

co pozwala nam utworzy¢ posta¢ kraw¦dziow¡x−1
5 = z + 2
y
−3 = z + 2

i dalej x− 5z − 11 = 0

y + 3z + 6 = 0.

St¡d p¦k pªaszczyzn prostej l mo»e mie¢ posta¢

πππλ : (x− 5z − 11) + λ(y + 3z + 6) = 0, gdzie λ ∈ R.

Spo±ród pªaszczyzn tego p¦ku nale»y wybra¢ te, które b¦d¡ odbija¢ promie« z punktu A do B.

Podobnie jak w zadaniu nr 1 zauwa»amy, »e prosta, wzdªu» której pod¡»a¢ musi promie« z punktu A,

musi przechodzi¢ przez punkt B′ symetryczny do punktu B wzgl¦dem pªaszczyzny zawieraj¡cej lustro.

Znajd¹my wi¦c punkt B′λ symetryczny do B wzgl¦dem pªaszczyzny πππλ w zale»no±ci od parametru λ.

Pªaszczyzna πππλ ma posta¢ ogóln¡

πππλ : x+ λy + (3λ− 5)z + (6λ− 11) = 0,

st¡d wektorem normalnym tej pªaszczyzny jest wektor

−→n λ = [1, λ, 3λ− 5].
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Punkt B′λ, symetryczny do B, nale»y wi¦c do prostej o równaniu parametrycznym
x = t+ 1

y = λt

z = (3λ− 5)t+ 5, t ∈ R.

Jednocze±nie punkt ten musi nale»e¢ do prostej wyznaczaj¡cej bieg promienia z punktu A, czyli wektor−−−→
AB′λ musi by¢ równolegªy do zadanego kierunku wektora promienia ±wiatªa.

Poniewa»
−−−→
AB′λ = [t, λt+ 1, (3λ− 5)t+ 3] i −→s = [1, 2, 1], zachodzi¢ musi proporcja

t

1
=
λt+ 1

2
=

(3λ− 5) + 3

1
,

sk¡d otrzymujemy zale»no±¢ pomi¦dzy t i λ

t =
1

2− λ
,

któr¡ podstawiamy do wzoru na B′λ i otrzymujemy, »e

B′λ =
(3− λ
2− λ

,
λ

2− λ
,
5− 2λ

2− λ

)
.

�rodek O odcinka BB′λ

O =
1

2

(
3− λ
2− λ

+ 1,
λ

2− λ
,
5− 2λ

2− λ
+ 5

)
=

(
5− 2λ

2(2− λ)
,

λ

2(2− λ)
,
15− 7λ

2(2− λ)

)

musi nale»e¢ do pªaszczyzny πππλ, czyli

5− 2λ

2(2− λ)
+ λ

λ

2(2− λ)
+ (3λ− 5)

15− 7λ

2(2− λ)
+ (6λ− 11) = 0.

Sprowadzaj¡c uªamki do wspólnego mianownika, otrzymujemy równanie

−32λ2 + 124λ− 114

2(2− λ)
= 0,

którego rozwi¡zaniami s¡ λ1 = 3
2 oraz λ2 = 19

8 , a wi¦c dwie pªaszczyzny analizowanego p¦ku speªniaj¡

kryteria zadania. S¡ nimi:

• pªaszczyzna 2x+ 3y − z − 4 = 0 (dla λ1 = 3
2 ),

• pªaszczyzna 8x+ 19y + 17z + 26 = 0 (dla λ2 = 19
8 ).

Czytelnik zapewne zapyta: dlaczego otrzymujemy dwa wyniki? Wynika to z tego, i» nie okre±lili±my,

która strona pªaszczyzny jest stron¡ lustrzan¡, a która jest tyªem lustra. W naszym zadaniu przyj¦li±my,

»e obie strony pªaszczyzny s¡ lustrzane, st¡d dwie mo»liwo±ci ustawienia.

O d p o w i e d ¹

Aby skierowa¢ promie« ±wiatªa z punktu A do B, nasze lustro nale»y ustawi¢ w pªaszczy¹nie o wzorze

2x + 3y − z − 4 = 0 lub 8x + 19y + 17z + 26 = 0, stron¡ lustrzan¡ skierowan¡ w kierunku zadanych

punktów.
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5. Zako«czenie

Powy»ej rozwi¡zywane zadania s¡ oryginalnymi zadaniami uªo»onymi przez autora artykuªu. Zach¦-

cam wszystkich zainteresowanych do konstrukcji podobnych zada« wykorzystuj¡cych aparat geometrii

analitycznej do rozwi¡zywania problemów z ró»nych innych dziedzin.
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