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Streszczenie

Roéwnanie rozniczkowe (1), ktorego rozwigzaniem jest tak zwana krzywa
logistyczna bywa traktowane jako matematyczny model rozwoju szeregu
zjawisk (epidemia, pozar, badania naukowe) w biologii nazywany modelem
Verhulsta [1, 3, 5]. Przyjmuje si¢ tu zatozenie, ze pre¢dko$¢ zmiany zmiennej
w(t) to jest dy(¢)/dt odpowiadajacej za rozwdj jest proporcjonalna do
osiagnigtego juz stanu i do tego, co jeszcze pozostalo do osiagnigcia,
a wigc do iloczynu k-y(¢)-[4-y(t)] edzie k jest wspélezynnikiem
proporcjonalnosci, natomiast 4 - graniczng osiagalng wielkoscia y, ., za$

proces rozwoju zaczyna si¢ od pewnych warunkéw poczatkowych y(0). Na
fakt, ze uktad opisywany takim rownaniem w pewnych warunkach posiada
niezte mozliwosci §ledzenia ewentualnych zmian A(f) nie zwraca si¢ uwagi,
a wydaje sig¢ to interesujace i stanowi tres¢ dalszych rozwazan.

Stowa kluczowe: modele rozwoju, nieliniowy uktad §ledzacy, wtasciwosci.

A few notes about a nonlinear tracking system
Abstract

Differential equation (1), solution of which is the so-called logistic curve,
is used as a mathematical model of a growth of many phenomena
(epidemic, fire, scientific research) and in biology is called Verhulst model
[1, 3, 5]. The speed dy(¢)/dy of a variable y(¢), assumed to be responsible of
the growth, is proportional to the already achieved state and to what
remains to be achieved, so to the product k-y(#)-[A—y(¢)], where k is the
coefficient, 4 is the limit value yma and the process starts with the initial
condition y(0). The fact that the system described with that equation under
some specific conditions has a quite good ability to track the changes in
A(f) is commonly omitted, which seems interesting and will be
investigated further on.

Keywords: growth models, nonlinear tracking system, features.

1. Wstep
Rozwazymy wspomniane juz réwnanie réozniczkowe:
dy(e)/de =k y(e)-[4- ()] (1)
z warunkiem poczatkowym y(0), posiadajace rozwigzanie [2]:

W)= Lv(g)((/))g]e.x[:i];(: : /[1) 0)-1] v

Zastepujac umownie graniczng warto$¢ 4 pewnym ,,sygnatem od-
niesienia” yy(f) mozemy przedstawi¢ schemat ideowy ukladu dzia-
tajacego zgodnie z (1) jak pokazano na rysunku la. Uktad taki nie
jest w stanie samodzielnie rozpocza¢ dzialania bez wprowadzenia
warunku poczatkowego y(0), jego niewielka modyfikacja polega-
jaca na uzupetnieniu réwnania (1):

dy(t)/dr = k- [y(e) + y(0)]-[yo 1) - (t)] 3)

rozwiazuje sprawg. W warunkach 3(0)>0 oraz y(#)>0 mamy
Sledzenie zmian sygnalu odniesienia yo(f) w czasie, bez
koniecznosci sztucznego wprowadzenia niezerowego warunku
poczatkowego. Zilustrowano to przebiegami pokazanymi na
rysunku 2, przy tym przyjgto w tym  przykladzie
yo(t):120—80~cos(t/10), y(()):5, k=0,05. Sledzenie zmian —

poza krotka chwilg jest dokltadne i1 bez przeregulowan,
a rozwigzania wedtug koncepcji (1) z warunkiem poczatkowym
i wedtug (3) praktycznie niczym si¢ nie r6znig.

Warto jednak zauwazy¢, ze prezentowany uktad moze pracowaé
wylacznie przy spetnieniu warunkow y(£)>0, y(0)>0.

.

) - + Yo()

Rys. 1. Schemat ideowy omawianego uktadu §ledzacego. Symbolem ,,x”
oznaczono wezet mnozacy

Fig. 1.  Schematic diagram of a discussed tracking system. Symbol ,,x”
denotes multiplication
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Rys.2. Sledzenie zmian sygnatu odniesienia yo(f) przez uktad z rys. 1a
z warunkiem poczatkowym y(0) i przez uktad z rys. 1b.

Fig. 2. Tracking of changes in a reference signal y(¢) by the system from
Fig. 1a with initial condition y(0) and by the system from Fig. 1b

2. Propozycja rozszerzenia mozliwosci
uktadu

Dla rozszerzenia mozliwosci dzialania uktadu konieczne jest
wprowadzenie niewielkich zmian w algorytmie jego dziatania.
Wystarczy w tym celu operowaé roéwnaniem rézniczkowym
0 postaci:
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dv(e)/de = k- (6] + 9O} [voe)- »()] @)

przy zerowym warunku poczatkowym i przy y(0)> 0. Schemat
ideowy ukladu opisywanego takim rownaniem pokazano na
rysunku 1b. Gdyby sumg |y(tl+ y(O) zastgpi¢ stalym wspot-
czynnikiem k; — réownanie (4) opisywalo by dziatanie prostego
liniowego uktadu $ledzacego z idealnym catkujagcym regulatorem
w petli sprzezenia zwrotnego. Doktadnos¢ sledzenia takiego uktadu
jest tym wigksza — im wigksza warto$¢ miat by iloczyn k-k;.

Tu, w przypadku réownania (4) nalezy si¢ liczy¢ z tym, ze
doktadno$¢ sledzenia zmian yo(f) bedzie tym wigksza — im
wigksze sg wartosci czlonu k~ﬂy(t]+ y(O)}, a wigc w otoczeniu

duzych wartosci yo(f) 1 mozna wywiera¢ na to wplyw poprzez
dobor wartosci & 1 y(0), a w kazdym przypadku proces §ledzenia
bedzie przebiegal bez przeregulowan. Poprawnos$¢ takiego
rozumowania potwierdzaja dwa proste eksperymenty, ktorych
rezultaty przedstawiaja wykresy na rysunkach 3a i 3b.
W pierwszym przypadku uktad o parametrach £=0,05; y(0)=5,
§ledzit zmiany sygnatu y(¢)= 4-sin(0,01-¢) dla wartosci 4=50;
100; i 200. Na rysunku 3a widaé¢, ze amplituda sygnatu yo(?)
maleje wraz ze wzrostem pulsacji tym szybciej, im mniejsze jest
A. W drugim przypadku uktad o tych samych parametrach $ledzit
sygnat yo(t): 2~t-sin(t). Takze i tu (rysunek 3b) nadazanie za
zmianami $ledzonego sygnatu jest tym lepsze, im wicksza jest
amplituda 4=2¢, a w obu przyktadach bledy $ledzenia w chwilach
gdy y(#)+ty(0) jest bliskie zeru sa najwicksze.
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Rys. 3.  Testowanie wlasciwosci uktadu z rys. 1b w warunkach: a) $ledzenia
sygnatu o rosnacej pulsacji przy réznych wartosciach jego amplitudy,
b) przy rosnacej amplitudzie i stalej pulsacji

Fig.3.  Testing features of the system from Fig. 1b while: a) tracking the
signal with increasing angular speed with different amplitude values,
b) with increasing amplitude and constant angular speed
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3. Niektére problemy praktycznej realizacji

Praktyczna realizacja ukladu wymaga uzycia czlonu
catkujacego, a takie cztony idealne o transmitancji K(s)=1/sT, nie
istnieja i nalezy si¢ liczy¢ z transmitancja K(s)=1/s-T.(1+s-T).
W tych warunkach pracg uktadu §ledzacego opisuje rownanie:

T-Tdy(e)/ e+ Tdy(e)de = k- {y(e) + 50} [vo (1)~ y(0)] (5)

W warunkach, gdy suma | y(tXwL y(O) zmienia si¢ tylko nie-

znacznie wzgledem wartosci kj=const. =~ mozna wprowadzi¢

oznaczenia zastgpcze:
T-T./k-k=1/w5, T,/k-k=2-B/aw, (6)

i potraktowac caty uktad jak czton oscylacyjny. Dla takiego cztonu
kwadratowy btad $ledzenia skoku jednostkowego o amplitudzie 4
wynosi [4 ]:

d=(42/ay ) B> +1)/4. 8} )

a poniewaz @y-B=1/2-T nie zalezy od k; - blad ten przy stalej
amplitudzie skoku i niewielkich zmianach B zmienia sig¢
nieznacznie ze zmianami kj, co ilustrujg przebiegi pokazane na
rysunku 3a, a uzyskane dla £=0,05, y(0)=5, oraz kazdorazowo dla
skoku o amplitudzie 4=20 i skoku od poziomu wstgpnego
0,20,40,60,...180.

Z kolei czas trwania procesu regulacji przy $ledzeniu skoku
jednostkowego dla czlonu oscylacyjnego okre§la  wzor
przyblizony [4]:

t,;—(l/B~wO)~ln{d-\/l—B}, B<I1 (8)

gdzie d jest dopuszczalng odchytka wzgledna, a poniewaz
spelniony jest warunek @y-B=const. w szerokim zakresie zmian
wartosci k; czyli amplitudy skoku - wolno si¢ spodziewaé, ze czas
ten bedzie si¢ zmieniat tylko nieznacznie, nawet przy skokach
yo(?) duzych i zaczynajacych si¢ od poziomu zerowego. Wykresy
przedstawiono na rysunku 4b. Zdaja si¢ one ten wniosek
potwierdza¢, rosnie tylko troche¢ przeregulowanie wraz ze
zmniejszaniem si¢ wartosci B — co jest faktem znanym, ale
W mniejszym stopniu niz na wykresach z rysunku 4a.

Warto zwrdci¢ uwage na jeszcze jeden fakt. Zatozmy, ze czlon
k-{]y(t1+ y(O)}- [yo(t)— y(t)] moze tez by¢ wykorzystany do
sterowania obiektu regulacji o transmitancji Ky(s) poprzez
regulator PID lub w prostszym przypadku PI. Dla transmitancji
obiektu typu:

ko
Kyls)= 9
0() (1+a-s+b-s2)-(l+sT) &

dobierajac nastawy regulatora PID jako T.=a, T-T,=b, otrzymuje
si¢ w efekcie opis dynamiki catego uktadu w postaci rownania (5),
przy tym k=ky-V 1 identyczne dla obiektu o dynamice z inercja
drugiego rzedu przy uzyciu regulatora PI. Poprzednie uwagi
i wnioski pozostajg tu nadal aktualne.

4. Podsumowanie

Prezentowany ukltad $ledzacy jest tylko jednym z wielu
mozliwych do realizacji ukladéw nieliniowych o nieztych
wlasciwosciach mimo odchylen w praktycznej realizacji od
wyjsciowych zatozen. Warto zwroci¢ uwage na to, ze dziata tym
skuteczniej im wigkszy jest sledzony sygnat odniesienia, a wigc
jakby ,,zwigkszona waga problemu”.
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Rys. 4.  Testowaniec wlasciwosci uktadu z rys. 1b, a) w warunkach §ledzenia

skokow o statej amplitudzie w zmiennych poczatkowych warunkach

ustalonych, b) przy zmiennych amplitudach skokow

Fig. 4.  Testing features of the system from Fig. 1b, a) while tracking steps
with a constant amplitude with varied initial conditions,

b) with variable amplitude
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Cickawe, ze takie wlasnie rozwigzanie ,,wybraty” niektore

zjawiska przyrodnicze i spoleczne jako modele swego rozwoju,
moze wlasnie owa ,,waga” sytuacji miata tu istotne znaczenie.

5.
(1]
[2]
[3]
(4]
[3]
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