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Streszczenie: W artykule przedstawiono przyktadowe aplety
stworzone w programie GeoGebra. Aplety te ilugtrtrgici
programowe realizowane w czasie efajmatematyki na
Politechnice Gdaskiej na wekszaici kierunkéw. Mog one by
wykorzystane w tworzeniu interaktywnego kursu Meodl
wspomagajcego uczenie ai przedstawionych pe§ zaréwno
przez studentéw jak i ucznidw szkét ponadgimnazjetin

Stowa kluczowe:GeoGebra, aplet, funkcja.
1. GEOGEBRA — INFORMACJE OGOLNE

Wraz z rozwojem techniki i szerszym dgstm do
Internetu pojawito g zapotrzebowanie na wykorzystanie
najnowszych zdobyczy techniki do nauki. Zggz
pojawig sie nie tylko programy ulatwiafe naulk
jezykow, geografii czy historii, ale rownieprogramy
pozwalagce przyswat wiedz z przedmiotowscistych.
Jednym z takich programéw jest GeoGebra. Wielki
angielski matematyk sir Michael Atiyah oklie
geometrg i algebe, jako dwa filary matematyki.
Oprogramowanie GeoGebra w zamierzeniu twopogy
w sobie obie te dziedziny, co odzwierciedla jegowea

1.1. Wymagania programu

GeoGebra to darmowe oprogramowanie pomocne
W procesie nauczania matematyki, fizyki, ekonomii,
informatyki, itp. Wykorzystywane jest przez wielu
nauczycieli i ucznibw w procesie nauczania, na
wszystkich poziomach edukacji, od szkoly podstawowe
do szkoly wyszej. Jest to program tatwo dgmty.
Mozna go pobra ze strony http://www.geogebra.org. Do
uzywania  GeoGebry niezbdne jest  jedynie
zainstalowanigrodowiska Java.

1.2. Historia powstania

Twédrcg oprogramowania jest Markus Hohenwarter.
Prag nad programem rozpogz jako student
Uniwersytetu w Salzburgu w 2001 roku. Rokzpigj
GeoGebra zostala laureatigtdwnej nagrody European
Academic Software Award. Dgii tej nagrodzie program
zyskat wielu zwolennikow i ytkownikéw na catym
swiecie. W latach 2006-2009 Markus Hohenwarter

kontynuowat prag¢ nad oprogramowaniem na Florida
Atlantic University oraz Florida State Universit{dd
2010 wspétpracuje z innymi programistami i ttumaokza
nad cigtym ulepszaniem programu GeoGebra. Zespot
zajgt sie dostosowaniem oprogramowania do smartfonéw,
iPhon6w i tabletow. Najwkszym wyzwaniem stato i
wiec uniezalenienie programu odsrodowiska Java.
Udalo s to niedawno i mamy juteraz wergj GeoGebry
nie tylko na komputery, ale roéwriena przenéne
urzadzenia multimedialne [1].

1.3. GeoGebra — urozmaicenie nauczania matematyki

GeoGebragczy algebg, geometr, wykresy i tabele.
Ulatwia zrozumienie pef matematycznych poprzez
konstrukcje i tworzenie iych modeli matematycznych.
Jest bardzo dobrym nadziem wspomagagym nauk
zarbwno dla os6b raczkagych” w dziedzinie
matematyki jak i profesjonalistow.

Oprogramowanie unitiwia nauczycielom
uatrakcyjnienie i urozmaicenie procesu hauczania
przedmiotu wychodc poza ramy czarnej tablicy i bialej
kredy. Tworzenie modeli matematycznych przez ucanid
za pomog GeoGebry sprawiaze matematyka jest dla
nich  przysgpniejsza przez sy interaktywndé
i dynamiczndé¢. Dzigki temu mog oni ospgat lepsze
wyniki w nauce a nauczyciele mgpgczerpa& wiecej
satysfakcji poprzez tworzenie ciekawszych lekcji.

GeoGebra jest bardzo dobrym rmiziem do
rysowania wykreséw funkcji i omawiania ich wtasoio
Jw na poziomie gimnazjum przy graficznym
rozwigzywaniu ukltadéw roéwna na podstawie prostego
apletu mana ucznibw zaznajorhi z zalenosciami
miedzy funkcjami liniowymi a rozwazaniami uktadéw
réwnai [2].

1.4. Latwasé tworzenia apletow

Tworzenie apletbw w GeoGebrze jest intuicyjne,
Znajom@¢ zasad programowania jest przydatna, ale nie
jest niezledna. Poszczegblne elementy zma wybierd
z menu znajdacego s w gornej czsci okna edycji,
mozliwe jest réwnie¢ wpisywanie poleage tekstowych



w wierszu polece& W zalenosci od potrzeb mzemy
wykorzysta& nastpujgce widoki (rys. 1):
e« widok algebry — mdiwos$¢ tworzenia mgdzy

innymi: zmiennych, wzoréw funkcji, prostych,
krzywych stakowych, itp.;
e dwa widoki grafiki — tworzenie obiektow

geometrycznych, wykresow funkcji, jak réwnie
mozliwo $¢ stworzenia interfejsu graficznego;
» widok arkusza kalkulacyjnego;
«  widok protokotu konstrukciji;
. CAS (ang. Computer Algebra System) — prosty
system algebry komputerowej;
oraz od wers;ji 5.0
e widok grafiki tréjwymiarowej;
e widok kalkulatora prawdopodohistwa.
W drugiej czsci artykutu pokaemy wykorzystanie
wybranych elementéw w obu widokach grafiki.

> Widok Algehry > Widok Grafiki

X= CAS

) a0onika

2. Prawdopodobiefistwo

Rys. 1. Widok okna GeoGebry

1.5. Dosgpnosé materiatow

Oprogramowanie GeoGebra rozwijane jest przez
grupe entuzjastow. Jak w kdym z takich przypadkéw
wiele  przyktadowych  apletow, instrukcji oraz
podrcznikbw  wytkownika  udosfpnianych  jest
bezptatnie w Internecie. Dobrymmédiem materiatéw jest
oficjalna strona GeoGebry http://wiki.geogebra.org/
Przykladem materiatdbw tworzonych przez lokalne
organizacje zrzeszgje entuzjastbw GeoGebry jest
obszerny podicznik GeoGebry wezyku angielskim [3]

w ktérym znajdziemy opis instalacji programu vemgch
srodowiskach, a tale szczegdtowy przegl narzdzi
i polecer dostpnych w GeoGebrze.

W jezyku polskim ukazaty si trzy pozycje
ksigzkowe [4], [5], [6], w ktérych aytkownik na kadym
poziomie zaawansowania znajdzie wiele ciekawych
pomystéw, ktére mzna wykorzystd przy tworzeniu
apletéw. W ¢zyku niemieckim odnajdziemy interegcg
pozycg [7] oraz propozycje wykorzystania
oprogramowania w szkole ponadgimnazjalnej [8].

2. GEOGEBRA, PRZYKLADOWE APLETY

Podstawowym pegiem, jakim postuguje sianaliza
matematyczna jest pgjie funkcji. Przez pierwsze
tygodnie nauki matematyki studenci Politechniki
Gdaiskiej na réanych kierunkach studidw utrwalgj
i systematyzyy wiadomdci o ogolnych wiasniiach

funkcji oraz o funkcjach elementarnych. Ngstie
studenci pozngj rachunek réniczkowy funkcji jednej
zmiennej. GeoGebra umlovia zilustrowanie jednego
z wazniejszych  dla  studenta @] zwigzanych
z funkcjami rzeczywistymi - wykresu funkciji.

2.1. Funkcja liniowa

Omoéwienie  maliwych zastosowa GeoGebry

zaczniemy od prostego apletu omawiggo pogcie
funkcji liniowej (rys. 2).

Funkeja liniowa

y=-0.3x-24

Wiasnosci funkeji

Rys. 2. Aplet — funkcja liniowa

W aplecie tym #@yto dwéch widokow grafiki. W lewym
oknie znajduje si wykres funkcji liniowej, a prawe okno
wykorzystano do stworzenia menu apletu i przedstaiai
informacji o omawianej funkcji. W oknie tym znajdigic
suwaki, ktorymi student me ustawé wartaci
wspotczynnika kierunkowego prostej i wyrazu wolnggo
oraz odczyta whasndgci zdefiniowanej funkcji (midzy
innymi: monotoniczn&e, zbior wartdci, miejsca zerowe).

2.2. Funkcja kwadratowa

Drugi aplet (rys. 3) omawiggy funkci kwadratovyg
ax’+bx+c, a#0 jest zbudowany na podobnej zasadzie.
W lewym oknie student widzi wykres funkcji
kwadratowej — parabel W prawym oknie student me
ustawt za pomog suwakOw wartéci wspotczynnikdw
funkcji. Ustawienie warteci wspoélczynnika a przy
wyrazie x> roéwnej zero nie jest mitiwe, poniewa
odpowiada za to odpowiedni skrypt. Oprocz suwakow,
kolejnym elementem GeoGebryyiym w aplecie s pola
wyboru. Za pomog pierwszego z nich student b
w oknie menu uzyskainformacje o ildci i wartcsci
miejsc zerowych, oraz zwdanej z tym zagadnieniem
postaci iloczynowej funkcji kwadratowej. Po wybnani
drugiego pola wyboru student uzyskuje informacj
o postaci kanonicznej i wspoébdnych wierzchotka
badanej funkcji jak i wzory ogélne.

Nastpny aplet (rys. 4) umdiwia wyznaczenie
wartasci najwigckszej i najmniejszej funkcji kwadratowe;j
w przedziale domketym. W aplecie tym #yto
tekstowych pél wyboru do ustawienia waidb krancéw
przedzialu oraz przyciskuOblicz Zmiana kracow
przedziatu i/lub wspétczynnikéw funkcji kwadratowej
ukrywa wartd¢ najwigksz i najmniejsa za pomog
odpowiednich skryptow. Nadiecie przycisku Oblicz
uruchamia skrypt wyliczagy najwikszy i najmniejsza
wartas¢ oraz pokazujcy punkty w ktérych te wartgi sa
przyjmowane.
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Funkcja kwadratowa

=067~ 21x+03

Suwsiiag, 20 =[5 4

DBERE

ENEED

Wartosé najwigksza | najmniejsza
funkeji kwadratowe] w przedziale domknigtym

ks, b otz ¢ 2 o s

o

Wartos¢ najwieksza funkeji —0.4 2% — 0.2 7 +2.5
w pizedziale [~ 2] jest rowna 2.53

Wartos¢ najmniejsza finkeji —0.4 2% — 0.2 7 +2.5
wpizedziale [~:2] jest rowna 6.5

ot Al:)

Rys. 4. Aplet - wart& najwicksza i najmniejsza funkcji
kwadratowej w przedziale domkiym

2.3. Funkcja homograficzna

Kolejny aplet (rys. 5) zaznajamia ucznidow
i studentow z wykresem funkcji homograficznej -
hiperbok. Z otrzymanego wykresu funkcji mag

odczytywa dziedzir i zbior wartéci funkcji, omowi
monotoniczné¢ oraz odczytéréwnania asymptot.

2.4. Ogllne wiasnéci wykresOw funkciji

Ponizej przedstawiamy trzy aplety omavgeg
pewne 0ogoine wtasioi wykresow funkcji.

Aplet przedstawiony na rysunku 6 wykia funkcg
parzysy lub nieparzyst Uzytkownik definiuje za
pomog pola tekstowego e€#é funkcji dla dodatnich
argumentow. W zajmosci od zaznaczenia jednego
z dwéch pdél wyboru otrzymuje wykres funkcji parajst
Z zaznaczon O0shk symetrii  lub  wykres funkcji
nieparzystej z zaznaczonymodkiem symetrii.

Aplet z rysunku 7 ilustruje zataosci miedzy
wzorami funkcji oraz ich wykresami po wybranym
przeksztatceniu:

e symetrii osiowej wzgidem osi OX,
e symetrii osiowej wzgidem osi OY,
. przesungciu o wektor.

Nastpny aplet (rys. 8) jest rozszerzeniem apletu 7.
Przeksztalca on wykres wprowadzonej funkcji lubkizjin
trygonometrycznej wybranej ze zdefiniowanej listy
wedtug nastpujacego wzorwg(x)=k - f(a(x-p)) +q.
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Wybierz funkcje

o fla(z —p)) +q

NN e ] =

Przeksztatcenia

Rys. 8. Aplet — przeksztatcanie wykresow funkcji

2.5. Funkcje wyktadnicze i logarytmiczne jako funkge

wzajemnie odwrotne

W nauczaniu matematyki zaréwno szkolnym, jak
i akademickim, pewne pgjia sprawiag uczcym sk
szczegOlne trudrici. Jednym z takich pef jest funkcja
odwrotna. Poriiszy aplet (rys. 9) pokazuje =zuki
migdzy funkcjami odwrotnymi na przyktadzie funkcji
wyktadniczych i logarytmicznych, co w dej mierze
ufatwia ucacym sk zrozumienie tego zagadnienia.

peiohad EEX

5] ka2

_ L8t15

¥

T 0% +16
Asymptoty
pionowa x=178

pozioma y=-2

SEREE S :

& | [5E]
Funkcja parzystalnieparzysta Wykres funkcji parzyste; i nieparzystej

Okresl wzor funkcji dla x>0

= Jezelifc> 1,052 - 222 + 2- 5]
A P [ rume e o

/ L Wykres funki nieparzyste] ma stodek symetri
/ W poczatku ukiadu wspoirzednych

Rys. 6. Aplet — parzysto6 funkcji

29



Wybierz funkcje

Przeksztafcenia
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| funkeji wzajemnie odwrotnych
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Rys. 9. Aplet — funkcja wyktadnicza i logarytmiczia&o
przyktad funkcji wzajemnie odwrotnych

2.6. Funkcje trygonometryczne

Kolejnym pogciem z ktdrym uczniowie i studenci
majg trudndci s3 funkcje trygonometryczne. GeoGebra
pozwala zilustrow& w prosty sposéb geometryezn
definicje funkcji sinus i cosinus, co prezentuje pazy
aplet (rys. 10).

2.7. Funkcje cyklometryczne

W dalszym toku nauki studenci zapoznagic
z funkcjami cyklometrycznymi (kotowymi). Rysowanie
wykresu funkcji kotowych mzemy zademonstrowa

analogicznie jak w aplecie 9, jako kolejny przyktad
wykreséw funkcji odwrotnych (rys. 11).

Rys. 10. Aplet — geometryczna definicja funkcji
sinus i cosinus

Rys. 11. Aplet — wykresy funkcji cyklometrycznych

2.8. Badanie przebiegu zmiennii funkcji

W programie GeoGebra raoa obliczé granice
i granice jednostronne funkcji oraz wyznaczochodne.
Trzeba jednak zwrééi uwag, ze ze wzgidu na
zlozonas¢ tych zagadni@ mozliwosci programu g w tym
wzgledzie ograniczone. Przy odpowiednio dobranych
przyktadach zada domowych, student ma rAowosé
samodzielnej weryfikacji poprawsc uzyskanych
wynikow. Jest to cenne w wyrabianiu pewciosiebie
i samodzielnéci w rozwigzywaniu zada.

Zadaniem cgsto podsumowgdgym omawianie
zastosowania granic i pochodnych funkcji jednejermej
na kursie matematyki jest badanie przebiegu zmi@mino
funkcji. Ponizszy aplet (rys. 12) pokazuje jak za pomoc
GeoGebry mgna zilustrowa takie zadanie. Student e
sprawdzé poprawndé¢ kazdego etapu badania funkciji:

e wyznaczenie dziedziny,
*  wyznaczenie asymptot,

Nalezy zwrécé uwag, ze zaimplementowane

w GeoGebrze polecenidsymptotanie zawsze wyznacza
asymptoty jednostronne.

(ANl =

Rys. 12. Aplet — przebieg zmieniod funkcji
3. INNE ZASTOSOWANIA

GeoGebra ma wbudowane polecenia #ingajace
obliczanie catek oznaczonych, sumy dolnej i gérpeja
miedzy wykresami funkcji. Ména zastanowi si¢ nad
zastosowaniem GeoGebry do obliczania catek
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wielokrotnych. Jednym z probleméw na jaki napotgkaj
studenci jest opis obszaru catkowania jako obszaru
normalnego wzgdem osi OX lub OY. Najestszym
btedem popetnianym przez ugz/ch sé jest opis takiego
obszaru jako prostgka. Poniszy prosty aplet pozwala
zrozumi€ to pogcie. Student mee wybr& wzgledem
ktérej osi opisa przedstawiony obszar, a ngstie
poruszajc punktem na wybranej osi ustaliwartcsé¢
zmiennej niezalmej i obserwowé zakres zmienni
drugiej zmiennej.

Zaloguj sie.

uu@/ ERCPHENTIS0

Pli Edycja Widok Opcle Namedzia Okno Pomac

Rys. 13. Aplet — Obszar normalny

Innym przyktadem zastosowania GeoGebry jest aplet
ilustrujagcy etapy konstruowania rozygiania w modelu
Leontiefa (rys. 14 i rys. 15). Model ten zostat sapiy
w ksigzce [9].

Model Leontiefa jest
migdzygatziowych. llustruje
macierzowych w ekonomii.

W ksigzce [10] przedstawiono dynamiczny model rynku
Arrowa-Hurwicza. W jednym z zamieszczonych

modelem  przeptywow
zastosowanie réwna

przyktadéw do wyznaczenia trajektorii cemyto skryptu

napisanego w pakiecie Maple. Ten sam wykres trajikt
cen mana uzyskd za pomog nastpujagcego apletu
(rys. 16).

Rys. 14. Aplet — Model Leontiefa (konstrukcja gnafu
Na koniec dwa przyktady fraktali utworzonych

w programie GeoGebra za pomocystemu funkcji
iterowanych IFS (ang. Iterated Function Systengjkit
Sierpiaskiego (rys. 17) oraz paprdarnsley’a (rys. 18).
Michael Barnsley przedstawit spos6b generowania
fraktali za pomog IFS pod nazw ,gra w chaos” (ang.
chaos game). W metodzie tej dany jest pewien zbiér
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funkcji  (przeksztatcé  afinicznych)  z okrdonym
prawdopodobigstwem wylosowania Kalej z nich. Dla
punktu (x; y) wybieramy losowo funkej ze
zdefiniowanego zbioru i wykonujemy przeksztatcenie
otrzymupc nowy punkt. Zaznaczamy punkt na
ptaszczynie, po czym ponownie losujemy funkcj
i dokonujemy kolejnego przeksztatcenia. Proces ten
powtarzamy zadan liczbe razy (im wecej punktow
przetworzymy tym dokladniejszy obraz fraktala

otrzymamy). Szczeg6lowy opis metody ina znalé¢
np. w pozycjach [11] i [12].

Rys. 15. Aplet — Model Leontiefa (konstrukcja mazje
Leontiefa)

Rys. 16. Aplet — Trajektoria cen w modelu
Arrowa-Hurwicza

[ wu/u BEoEENTEE —=

__oa poczatku [[Pauza )

Rys. 17. Aplet — Tréjit Sierpirskiego
4. WNIOSKI KO NCOWE

W artykule zasygnalizowano movosci jakie daje
zastosowanie  programu GeoGebra w nhauczaniu
matematyki. W cgici 2 przedstawiono przyktady apletéw
zgodnych z treciami programowymi szkét
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ponadgimnazjalnych (profil rozszerzony), ktére mog
zostd wykorzystane do stworzenia kursu Moodle
studentéw
politechniki w pocatkowym okresie studidw. Najnowsza

wspomagajcego nauczenie matematyki

wersja programu GeoGebra urtiwia, za pomog

serwisu GeoGebraTube, osadzanie gotowych apletéw na

stronach WWW, wykorzystgg HTML5, jednoczénie

eliminujac konieczné¢ instalowania srodowiska Java.
Linki do dziatapcych apletdw umieszczone zostaly na
stronie http://www.pg.gda.pl/~marwata/geogebra. efpl

przygotowane zostaly przez autora strony.

FIK Eorga Wik Opgje Nameaza Okio oo Zaou i,
By I = o] o AN B =
TLEmCe

(odpoczatr] [ Pauza |

Rys. 18. Aplet — PaptoBarnsley’a
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GEOGEBRA AS AN EXAMPLE OF OPEN SOURCE SOFTWARE IN THE TEACHING
OF MATHEMATICS

Presented article describes examples of appletsert in GeoGebra. These applets, demonstratdw ineicond part,
cover a part of the syllabus taught at the majaftynathematics courses at Gdansk University ohfielogy. We suggest
a few applets, which can be useful in understanthiegconcept of inverse functions. The appletsmamsed to create an
interactive Moodle course supporting teaching seatrling mathematics by both the university studant$ high school
students. In the third part of the article we aige examples of applications of GeoGebra in mattaal economics and

examples from the fascinating world of fractals.

Keywords: GeoGebra, applet, function.
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