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Streszczenie. W artykule przedstawiono zestawienie popularnych transformat sygnalow wykorzy-
stywanych m.in. w procesach odszumiania sygnatléw harmonicznych. Oméwiono podzial sygna-
16w poddawanych analizie matematycznej oraz zaprezentowano wybrane transformaty, takie jak:
krotkookresowa transformata Fouriera STFT, transformata Wignera-Villea WVD, transformata
falkowa WT oraz dyskretna transformata kosinusowa DCT. Badaniom poddano sygnal harmonicz-
ny, do ktérego dodany zostal szum biaty. W czasie badan zmieniano parametry szumu, analizujgc
efekty zastosowania poszczegdlnych transformat na zaszumionym sygnale. Pokazano, jak istotny
jest dobdr nie tylko samej transformaty, lecz takze jej parametréw (np. poziomu progu odcigcia
w przypadku dyskretnej transformaty kosinusowej), innych dla kazdego rodzaju transformaty.
Niewielka zmiana parametréw lub zmiana funkcji uzytej w transformacie moga prowadzi¢ do znacz-
nie rozniacych si¢ wynikéow.

Stowa kluczowe: odszumianie sygnaléw harmonicznych, transformata falkowa, dyskretna transfor-
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Wstep

Sygnaly poddawane analizie matematycznej mozna podzieli¢ na dwie zasad-
nicze grupy:
— stacjonarne (deterministyczne), czyli niezmienne w czasie, ich wartos¢
mozna wyznaczy¢ w dowolnej chwili czasu,
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— sygnaly niestacjonarne (stochastyczne), czyli zmieniajace swoj charakter
z uplywem czasu, pozwalajace okresli¢ warto$¢ sygnatu jedynie z pewnym
prawdopodobienstwem.

Sposréd metod opisu sygnatéw bardzo uzytecznym narzedziem okazaly sie
metody transformacyjne pozwalajace przedstawi¢ sygnal w dziedzinie czgstotli-
wosci i zbada¢ jego wlasciwosci widmowe. Analizy czestotliwosciowe polegaja na
przedstawieniu badanego sygnalu za pomocg kombinacji liniowej pewnych bazo-
wych sygnaléw elementarnych, ktore zazwyczaj charakteryzuja si¢ ortogonalnoscia
wzgledem siebie [1].

W artykule oméwiono podstawowe transformaty uzywane w analizie sygnalow
niestacjonarnych oraz ich zastosowanie w zobrazowaniu zaszumionych sygnatéw
harmonicznych. Przeprowadzono badania, ktorych celem bylo praktyczne zobra-
zowanie zaszumionego sygnalu harmonicznego przy wykorzystaniu wybranych
rodzajow transformat oraz poréwnanie otrzymanych wynikoéw.

1. Krétkookresowa transformata Fouriera (STFT)

Transformata Fouriera przedstawiona réwnaniem (1.1) daje nam informacje
o sktadowych czestotliwosciowych sygnatu w otoczeniu chwili ¢ = ¢,.

F(w, t,) =+j:° f(Ob(t—t,)e dt. (1.1)

Oczywiste jest, ze do F(w, t;) odnosi si¢ tylko sygnat w otoczeniu chwili £y dopoki
ta cze$¢ sygnatu jest ,widziana” przez okno czasowe, a reszta jest odcieta przez funkcje
b(t). Przesuwajac okno wzdluz osi czasu, uzyskujemy czasowo-czestotliwosciowy
opis sygnatu f(t). Najprostszym rodzajem okna jest tzw. okno prostokatne, jednak
jego uzycie prowadzi do niepozadanych zjawisk, np. do efektu Gibbsa. W praktyce
lepsze efekty daja okna o ksztalcie innym niz prostokatny [11]. Do najbardziej
znanych naleza m.in. okno Blackmana oraz okno Hanninga [7].

STFT (ang. Short Time Fourier Transform) wnosi istotne ograniczenia w analizie
sygnalow niestacjonarnych w zwigzku z zasada nieoznaczonosci:

— dla danego okna czasowego rozdzielczos¢ STFT jest stala w przestrzeni

czas—czestotliwos¢,

— duza szeroko$¢ okna analizujgcego gwarantuje duzg rozdzielczos¢ w dziedzi-

nie czestotliwosci, a jednoczes$nie malg rozdzielczos¢ w dziedzinie czasu,

— mala szerokos$¢ okna analizujacego gwarantuje duzg rozdzielczos¢ w dzie-

dzinie czasu i malg w dziedzinie czestotliwosci, co jest przyczynag trudnosci
w wydzieleniu niektérych sktadowych widma w przypadku analizy sygnalow
szerokopasmowych [4].
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2. Transformata Wignera-Ville’a

Transformata Wignera-Villea WVD (ang. Wigner-Ville Distribution) to czasowo-
czestotliwosciowa reprezentacja sygnalu zdefiniowana w nastepujacy sposob:

Wx(t, f) = Tx(t + %)x * (1 — %)e —i2afi dt. 2.1)

Funkcja ta jest swoista kombinacjg transformaty Fouriera i funkcji autokorelacji
sygnalu, ktérag mozna interpretowac jako:

— reprezentacje autokoherencji sygnatu w funkcji czasu,

— reprezentacje autokorelacji sygnatu w funkgji czestotliwosci [4].

Reprezentacja tej postaci ma podstawowe zalety:

— zachowuje energie sygnatu,

— jest funkcja rzeczywista,

— spelnia wartosci brzegowe: W, scalkowana po czasie daje kwadrat modutu

2 . /e
, a scatkowana po czestotliwosci pozwala na otrzy-

transformaty Fouriera |X f)
2

manie energii sygnatu |x(t)

oraz wady:

— moze by¢ ujemna,

— zawiera wyrazy mieszane (ang. cross-terms).

Wyraz mieszany moze pojawic sie w takim rejonie przestrzeni czas-czgstos¢, ze
w odpowiadajagcym mu przedziale czasu w sygnale brakuje jakiejkolwiek aktywnosci.
Dla zminimalizowania tego efektu mozna wykorzysta¢ spostrzezenie, ze wyrazy
mieszane zwykle silnie oscyluja, wiec lokalne usrednienie rozktadu (po czasie
i czestosci) powinno zmniejszy¢ ich wkiad.

Jednak w kazdym przypadku pojawia si¢ ogdlna prawidiowos¢: im mniejszy
wplyw interferencji (silniejsze usrednianie), tym gorsza rozdzielczos¢. Problemy
wystepujace w analizie sygnaléw niestacjonarnych przy pomocy transformaty
Wignera szerzej przedstawiono w [10].

3. Transformata falkowa

Reprezentacja falkowa sygnatu jest funkcja dwu zmiennych, stanowigca kombi-
nacje¢ liniowg skalowalnej (parametr m) i przesuwalnej (parametr #) funkcji zwane;
falka — matka ¥ (ang. mother wavelet):

f=YYd, Y2 x-n). (3.1)
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Wspélczynniki d,, , oblicza sie analogicznie jak w przypadku transformaty
Fouriera:

d,,=2"[ f)¥Q"x = n)dx, (3.2)

Wzér (3.2) mozna interpretowac rowniez jako filtracje sygnatu analizowanego
f(x) przez sygnat analizujacy W(x,m,n).

Falka, na podstawie ktorej przy pomocy skalowania i translacji tworzy sig¢
zespol ortogonalnych funkcji bazowych, charakteryzuje si¢ specyficznymi wiasci-
wosciami:

— dobrg lokalizacja w czasie (przestrzeni), czyli zwartym nosnikiem funkcji,

— ograniczonym pasmem w dziedzinie czestotliwosci.

Dobre umiejscowienie i selektywnos$¢ w dziedzinie czasu powoduje, ze falki
doskonale nadajg sie do aproksymacji sygnatéw zmiennych w czasie. Inng istotna
cechg reprezentacji falkowej jest to, Ze zawiera ona w sobie informacje o sygnale na
réznych poziomach szczegoétowosci.

Powaznym atutem zastosowania transformacji falkowej WT (ang. Wavelet
Transform) do analizy sygnalow jest prostota obliczeniowa. Praktyczne wykorzystanie
tego mechanizmu sprowadza si¢ do obliczania splotéw dwoch wektorow, z kto-
rych jeden reprezentuje wartosci probek sygnatu badanego, a drugi jest kilku- lub
kilkunastoelementowym wektorem reprezentujacym filtr cyfrowy. W praktycznej
realizacji numerycznej dyskretnej transformacji falkowej nie wykorzystuje sie falek
bezposrednio, tylko zwigzane z nimi filtry, co pokazano w [1, 8, 11].

4. Dyskretna transformata kosinusowa

Najpopularniejsza definicja dyskretnej transformaty kosinusowej DCT (ang.
Discrete Cosine Transform) jest nastepujaca:

Cwy =awy f(x)cos[mix—;l)u},u =0.1,2,...N-1. (4.1)

Z kolei odwrotna transformata IDCT (ang. Inverse DCT) jest zdefiniowana
nastepujaco:

f(x)= Ea(u)C(u)cos[W}x =0,1,2,...,N 1, (4.2)
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a(u)= (4.3)

Nalezy zauwazy¢, ze do obliczania DCT i IDCT uzywa sie tych samych funkcji
bazowych. Obliczenia s3 wykonywane w dziedzinie liczb rzeczywistych i najczesciej
uzywa sie do tego szybkich algorytméw DFT.

Oczywiste jest, ze:

1 N-1

dau=0 Cu=0)= FE f(x). (4.4)

Zatem pierwszy wspolczynnik DCT jest srednig wszystkich probek f(x). Jest to
tzw. wspdtczynnik DC (ang. DC coefficient). Pozostate wspotczynniki DCT nosza
nazwe wspolczynnikow AC (ang. AC coefficients). Ignorujac flx) i a(u) w réw-
naniu (4.1), dla u = 0 otrzymuje si¢ wartos¢ stala DC, natomiast dla u = 1, 2,...,
N - 1 uzyskiwane sg kosinusoidy o stopniowo rosnacych czestotliwosciach. To tzw.
kosinusowe funkcje bazowe (ang. cosine basis functions), ktére sa ortogonalne
wzgledem siebie.

lloczyn skalarny dwdch réznych ww. funkgji daje zero, natomiast iloczyn ska-
larny dwoch tych samych funkcji daje warto$¢ stata. Ortogonalne funkcje bazowe
s niezalezne, tzn. zadna z nich nie moze by¢ przedstawiona jako kombinacja
pozostatych funkcji bazowych. Jesli ciag wejsciowy ma wiecej niz N probek, moze
by¢ podzielony na podciagi o dtugosci N i DCT moze by¢ zastosowana na kazdym
z podciagdw niezaleznie. Wazng wlasciwoscig jest to, ze wartosci funkeji bazowych
w czasie obliczen nie zmieniajg si¢, a zmianie ulegaja tylko wartosci f(x). Pozwala
to na zwiekszenie szybkosci obliczen [6, 10].

DCT posiada bardzo dobre wlasciwosci widmowe. Sygnal jest przedstawiany
za pomoca malej liczby wspotczynnikéw (najczesciej poczatkowych) o duzych
amplitudach. Wspoétczynniki o wzglednie matym poziomie (najczesciej reprezen-
tujace szum) moga zosta¢ usuniete bez utraty istotnych informacji. Pozwala to na
efektywne odszumianie i kompresje sygnatu [6, 8].

5. Badania

Analizie poddano sygnal bedacy suma dwdch sygnatéw harmonicznych o cze-
stotliwosciach 25 Hz i 50 Hz oraz szumu biatego.
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x(t)=cosQ*mr*25*t) +cos(2*w *50*¢) + ao(t), a = const. (5.1)

Suma sygnaléw harmonicznych przedstawiona zostala w gérnej czesci, natomiast
szum bialy w dolnej czesci rysunku 5.1.

Suma dwdch harmonicznych o czestotlwosciach 25Hz | 50 Hz
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Szum bialy o srednigj -0.012 i dewiacji 0.19
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Rys. 5.1. Suma sygnalow harmonicznych (gora) oraz szum bialy dla a = 0,2 (dét)
[opracowanie wiasne]

Na rysunku 5.2 przedstawiono sume ww. sygnatow. Wptyw szumu widoczny jest
gotym okiem, m.in. dzigki zwiekszeniu wartosci $redniej sygnatu oraz pojawieniu

sie znieksztalcen.
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Rys. 5.2. Sygnal Zrodtowy bedacy suma przebiegéw z rysunku 5.1 [opracowanie wlasne]
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5.1. Zobrazowanie sygnalu przy pomocy transformaty STFT

Na rysunku 5.3 pokazano sygnatl po zastosowaniu transformaty STFT. Bez
problemu mozna wyréznic obie skladowe harmoniczne (rys. 6.3).

Zbyt duze wartosci szumu prowadza jednak do trudnosci interpretacyjnych,
takich jak na rysunku 5.4.
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Rys. 5.3 Sygnal zrodlowy poddany STFT dla a = 1 [opracowanie wlasne]
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Rys. 5.4 Sygnal zrodlowy poddany STFT dla a = 3 [opracowanie wlasne]

Pojawiajg sie sktadowe szumu o amplitudzie poréwnywalnej do amplitudy skia-
dowych harmonicznych sygnatu i majg one charakter czysto losowy, co praktycznie
uniemozliwia ekstrakcje wlasciwych sktadowych.

5.2. Zobrazowanie sygnalu przy pomocy transformaty Wignera-Ville’a

Zastosowanie transformaty Wignera prowadzi do niejednoznacznych wynikéw,
co pokazane zostalo na rysunku 5.5.

Wprawdzie wystepuja obydwie sktadowe o czestotliwosciach 25 Hz i 50 Hz, ale
dodatkowo pojawily sie prazki o czgstotliwosciach 15 Hz i 40 Hz. Moze to prowadzi¢
do blednej interpretacji. Aby poprawnie oceni¢ otrzymane wyniki, nalezaloby wcze-
$niej zna¢ wlasnosci badanego sygnalu, co nie zawsze jest mozliwe do realizacji.
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Rys. 5.5. Transformata Wignera-Villea dla a = 0,2 [opracowanie wlasne]

Z kolei zwigkszajac wartos¢ szumu, otrzymujemy bardzo trudne do interpretacji
wyniki, ktorych przyklad przedstawiono na rysunku 5.6. Sposoby postepowania
w przypadku ww. probleméw zostaly oméwione w [3].

180 —

Rys. 5.6. Transformata Wignera-Villea dla zwiekszonej dewiacji szumu (a = 1) [opracowanie wlasne]
5.3. Zobrazowanie sygnalu przy pomocy transformaty falkowej
W celu zobrazowania sygnalu z wykorzystaniem transformaty falkowej uzyto

falki db7. Rysunek 5.7 przedstawia sygnal, ktory zostat uzyskany w procesie od-
szumiania (dekompozycja > progowanie > rekonstrukcja) [8]. Mozna zauwazy¢,
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ze transformata falkowa nie jest najlepszym narzedziem do analizy sygnaléw harmo-
nicznych, jezeli uprzednio nie zostata przeprowadzona doktadna analiza badanego
sygnatu. Moga pojawic si¢ problemy z doborem odpowiedniej falki do analizy.

Sygnal odszumiony za pomoca falki
2 T T T T
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Rys. 5.7. Odszumianie zrealizowane przy pomocy falki db7 dla a = 0,2 [opracowanie wiasne]

Otrzymany wynik znaczaco rézni si¢ od sygnalu wejsciowego. Zwigkszanie
warto$ci parametru @ w (5.1) powoduje jeszcze wieksze réznice miedzy otrzymanym
sygnalem a sygnalem oryginalnym. Na rysunku 5.8 przedstawiono 5-poziomowa
dekompozycje badanego sygnalu przy uzyciu falki db7.
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Rys. 5.8. Pieciopoziomowa dekompozycja sygnatu zrodlowego za pomocg falki db7 dla a = 0,2
[opracowanie wlasne]

Sygnal, tym razem z wigksza dewiacja szumu (a = 1), po realizacji standar-
dowego odszumiania przy zastosowaniu transformaty falkowej przedstawiono na
rysunku 5.9. Zastosowanie falki db7 w tym konkretnym przypadku nie przyniosto
pozadanych rezultatow.
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Sygnal odszumiony za pormoca falki
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Rys. 5.9. Odszumianie zrealizowane przy pomocy falki db7 dla a = 1 [opracowanie wlasne]

Nie przekreslajac calkowicie transformaty falkowej, nalezy zauwazy¢, ze intere-
sujacym rozwigzaniem moze by¢ uzycie falki o charakterze harmonicznym, np. falki
Malvara, ktéra posiada szereg istotnych zalet:

— falki Malvara tworza baz¢ ortogonalna,

— wspdlczynniki Malvara oblicza si¢ przy uzyciu szybkiego algorytmu

DCTyy.

Harmoniczny charakter falek Malvara dobrze adaptuje si¢ do szerokiej grupy
sygnalow niestacjonarnych, ktdre czgsto posiadaja w swym widmie sktadowe har-
moniczne [9, 11].

5.4. Zobrazowanie sygnalu przy pomocy dyskretnej transformaty
kosinusowej DCT

Bardzo ciekawie prezentuje sie sytuacja w przypadku dyskretnej transformaty
kosinusowej DCT. Na rysunku 5.10 przedstawiono sytuacje, w ktérej dla a = 1 bardzo
tatwo mozna wyrdzni¢ interesujace skladowe harmoniczne. Dobierajac odpowiednia
warto$¢ progu (ponizej ktorego wartosci sktadowych sygnatu zostang wyzerowane),

a00
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100 + 4

i b s U
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o
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Rys. 5.10. Wspotczynniki DCT sygnatu dla a = 1 [opracowanie wiasne]
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mozliwe jest calkowite pozbycie si¢ szumu poprzez usunigcie wspdtczynnikow
o matych amplitudach. Jednak przy rosngcym poziomie szumu moga pojawic si¢
problemy z doborem progu.

Na rysunku 5.11 przedstawiono wspétczynniki DCT dla sygnatu, w ktérym
wspolczynnik a = 1 po unormowaniu i zastosowaniu progu o wartosci 0,75.

Wapalezynniki DCT sygnalu zrodlowego po unarmowaniu
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Rys. 5.11. Wspotczynniki DCT po zastosowaniu normowania i progowania dla a = 1
[opracowanie wlasne]

Na rysunku 5.12 pokazano wspolczynniki DCT dla wigkszej dewiacji szumu
(a=23).

Wepolczynniki DCT sygnalu zrodlowego po unormowaniu

o

05+

A I ' I I I L I s I I
i] &0 100 150 200 250 300 350 400 450 A00

Wi'spolczynniki OCT po unormowaniu | zastosowaniu progu=0.75

q . . . . . . . . . .

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Rys. 5.12. Wspotczynniki DCT po zastosowaniu normowania i progowania dlaa = 3
[opracowanie wlasne]
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Aczkolwiek, po unormowaniu wspétczynnikow i zastosowaniu progu o wartosci
0,78, otrzymano tylko jedna skladows, co zostalo pokazane na rysunku 5.13.

Wepolczynniki DCT sygnalu zrodlowego po unormowaniu
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Rys. 5.13. Wspolczynniki DCT po zastosowaniu normowania i progowania dla a = 3 (druga realizacja)
[opracowanie wiasne]

Wapolczynniki DCT sygnalu zrodlowego po unormowaniu
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Wspolczynniki DCT po unormowaniu i zastosowaniu progu= 0.71
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Rys. 5.14. Wspdlczynniki DCT po zastosowaniu normowania i progowania dla a = 3 (trzecia reali-
zacja) [opracowanie wlasne]
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Z kolei zmniejszajac nieco warto$¢ progu do 0,71 i nie zmieniajac dewiacji szu-
mu, otrzymano wspolczynniki przedstawione na rysunku 5.14. Powyzsze przyktady
obrazuja fakt, ze nalezy by¢ ostroznym przy dobieraniu wartosci progu.

W zalezno$ci od parametréw sygnalu, szumu oraz warto$ci progu odcigcia
w zrekonstruowanym sygnale moga pojawic sie dodatkowe sktadowe (co zostato
pokazane na rysunku 5.14) lub tez moga zosta¢ wyciete skladowe, ktdre istnieja
w analizowanym sygnale (co przedstawiono wczesniej na rysunku 5.13).

Whioski

Sposrdéd uzytych transformat najlepsze wyniki uzyskane zostaty przy uzyciu
transformaty DCT. Przy wyzszym poziomie szumu tylko przy uzyciu tej transfor-
maty mozna bylo otrzymac rzetelne wyniki, co moze oznaczac, ze inne transformaty
nie nadaja si¢ zbyt dobrze do tego zadania lub tez, jak w przypadku transformaty
falkowej, uzyto niewlasciwych funkeji bazowych.

Nawet dla transformaty DCT przy zbyt wysokim poziomie zaszumienia pojawiaja
sie problemy interpretacyjne. Jedna z najistotniejszych kwestii w tym przypadku byt
odpowiedni dobér progu. Wybdr moze zaleze¢ od poziomu szumu, liczby préobek,
pasma czestotliwo$ci badanego sygnatu [8]. Problem ten z calg pewnoscig wymaga
jeszcze wielu badan.

Okienkowa transformata Fouriera daje dobre wyniki dla odpowiedniej wartosci
dewiacji szumu. Dla analizowanych w czasie badan przypadkéw pozwolita na uzyska-
nie minimalnie gorszych wynikéw od DCT. Jak zostato pokazane, przy odpowiednio
duzej wartosci stalej @’ z (6.1) pojawiaja si¢ problemy z interpretacja wynikow.

Z kolei transformata Wignera-Ville'a pozwala na jakakolwiek interpretacje wy-
nikow tylko dla niskich pozioméw szumu. Jej zastosowanie w procesie odszumiania
sygnaléw harmonicznych nie jest rozwigzaniem korzystnym.

Co do transformaty falkowej to uzyta w badaniu falka nie spelnila swojej
roli. Popularne falki typu dbN doskonale sprawdzaja sie¢ w procesie odszumiania
sygnalow niestacjonarnych, jednak w badanym przypadku nie stangly na wysoko-
$ci zadania. Konieczny jest wybor innej falki odpowiadajacej swym charakterem
analizowanemu sygnatowi.

Praca byla realizowana ze srodkéw wiasnych.

Artykut wplyngt do redakcji 17.03.2015 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano 28.05.2015 r.
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A. ZACNIEWSKI

Comparative analysis of chosen transforms in the context
of de-noising harmonic signals

Abstract. In the article, comparison of popular transforms used i.a. in denoising harmonical signals
was presented. The division of signals submitted to mathematical analysis was shown and chosen
transforms such as Short Time Fourier Transform, Wigner-Ville Distribution, Wavelet Transform and
Discrete Cosine Transform were presented. Harmonic signal with white noise added was submitted
for research. During research, the parameters of noise were changed to analyze the effects of using
particular transform on noised signal. The importance of right choice for transform and its parameters
(different for particular kind of transform) was shown. Small changes in parameters or different
functions used in transform can lead to considerably different results.
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