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ZASTOSOWANIE RADIALNYCH FUNKCJI BAZOWYCH
DO ANALIZY DRGAN WLASNYCH POWLOKI WALCOWEJ

Streszczenie
W pracy przedstawiono bezsiatkowqg metode kolokacyjng Kansy i jej zastosowanie do analizy drgan wiasnych
powltoki walcowej swobodnie podpartej. W analizie wykorzystano funkcje wielokwadratowq, zas uzyskane wyniki
porownano z Wynikami obliczen uzyskanymi z modelu analitycznego.

WSTEP

Rozwigzania projektowe kabin maszyn i pojazdéw muszg spet-
nia¢ szereg wymagan, posrod ktorych sa réwniez i takie, ktére narzu-
cajq zapewnienie okre$lonych warunkéw komfortu pracy. Jednym z
wielu istotnych $rodkéw technicznych prowadzacych do spetnienia
wymagan jest odstrojenie czestosci drgan wiasnych elementéw ka-
biny od czestosci drgarh wymuszonych konstrukcii.

W powszechnej praktyce inzynierskiej do analizy zagadnienia
wiasnego najczesciej wykorzystywana jest Metoda Elementéw Skon-
czonych. Metoda ta ze wzgledu na powszechnie akceptowang do-
ktadnos¢ obliczen i tatwg dostepno$¢ (implementacje znalez¢ mozna
w wielu pakietach inzynierskich oraz dostepnych darmowych progra-
mach komputerowych). Do zalet nalezy réwniez brak konieczno$ci
przeprowadzenia jakichkolwiek oblicze wstepnych. Problemem
z wykorzystaniem MES do obliczen jest to, Ze obliczenia dynamiczne
z wykorzystaniem MES sg obliczeniami przyblizonymi i niezbedny
jest bardzo gesty podziat na elementy (w praktyce przyjmuje sie taki
podziat by na dtugos¢ fali przypadato co najmniej sze$¢ elementow
[7]). Tak gesty podziat prowadzi do znacznego zwigkszenia rzedu
macierzy gtéwnej analizowanego problemu i co za tym idzie do wy-
diuzenia czasu i kosztéw obliczeh. Wszystkie wymienione powyze;
zalety i wady mozna réwniez wykorzystac do opisu Metody Roznic
Skoriczonych. Znacznie mniej popularng od dotychczas wymienio-
nych metod obliczeniowych jest Metoda Elementéw Brzegowych, w
ktérej rownania rozniczkowe zastepuje sie odpowiednio skonstruo-
wanymi réwnaniami catkowymi. Idea MEB jest w zasadzie taka sama
jak MES, z tq roznica, ze w MEB podziatowi na elementy podlega
jedynie brzeg rozpatrywanego obszaru. Prowadzi to w sposéb natu-
ralny do obnizenia wymiaru przestrzeni o jeden, tzn. brzeg obszaru
tréjwymiarowego jest obszarem dwuwymiarowym, a tylko on podlega
podziatowi na elementy skoriczone. Obnizenie wymiaru skutkuje
Zmniejszeniem wymiaru macierzy gtéwnej problemu, a wiec czasu i
kosztéw obliczen. Do wad metody zaliczy¢é mozna wymagany duzy
naktad pracy poswigcony na obliczenia wstepne, niezbedne w tej me-
todzie. Obliczenia te zwigzane sg z wyznaczeniem (obliczeniem) od-
powiednich catek z funkcji z osobliwo$cig (funkcja zmierzajaca do
nieskoriczonosci dla jednej zmiennej niezaleznej). Te wiasnie obli-
czenia wstepne sg gtéwng przeszkodg w popularyzacji tej metody.
Ktopotliwe przy obliczeniach numerycznych jest réwniez to, ze ma-
cierze gtowne analizowanego problemu sg petne w odréznieniu od
pasmowych macierzy w analizie MES.

Stosunkowo mato znana, ale réwniez mozliwg do zastosowania jest
Metoda Rozwiazan Fundamentalnych, ktéra nie wymaga podziatu na
elementy catego analizowanego obszaru [1,2]. Co wiecej zbedna jest
réwniez dyskretyzacja brzegu obszaru [9]. Niezbedny jest jedynie wy-
bor odpowiedniej ilosci punktdw na brzegu (tzw. punktéw kolokacyj-
nych) i taka sama lub wigksza ilo$¢ punktéw Zrédtowych poza (na

zewnafrz) analizowanego obszaru. Macierz gtéwna analizowanego
problemu ma wymiar: ilo$¢ punktdw kolokacyjnych x ilo$¢ punktow
zrodtowych. Do rozwigzania takiego problemu wykorzystuje sie me-
tode minimalizacji sumy kwadratu btedu lub rozktad wedtug wartosci
osobliwych - rozktad SVD. Jedyng wielkoscig konieczng przy anali-
zie MRF jest znajomos$¢ rozwigzania fundamentalnego [3,7], czyli
funkcji Greena réwnania rézniczkowego opisujacego rozwigzywany
problem. Do wad tej metody zaliczy¢ nalezy mozliwos¢ analizy jedy-
nie prostych geometrii (konieczno$¢ znajomosci funkcji Greena ana-
lizowanego problemu), nierozwigzanym dotad problemem jest opty-
malna (ze wzgledu na btad metody) ilo$¢ i potozenie zaréwno punk-
tow kolokacyjnych, jak i punktéw zrédiowych, im dalej od brzegu ob-
szaru umieszczone sg punkty zrodtowe tym wieksza doktadno$¢ ob-
liczen, ale jednocze$nie macierze gtéwne stajg sie zle uwarunko-
wane, w takich przypadkach do rozwigzania stosuje sie ciagta lub
dyskretng regularyzacje.

Innym podejsciem poszukiwania przyblizonego rozwigzania pro-
blemu wiasnego jest zastosowanie metody Kansy [5] bazujacej na
Radialnych Funkcjach Bazowych. Metoda ta nie wymaga stosowania
jakichkolwiek siatek elementéw. Znalazta ona szereg zastosowan do
rozwigzania wielu roznych problemédw mechaniki m.in. analiza pro-
bleméw wymiany ciepta [13], analizy réwnan Naviera-Stokesa [4],
analiza pola elektromagnetycznego [8] i wielu innych. Metody nume-
ryczne wykorzystujgce Radialne Funkcje Bazowe charakteryzuje
podstawowa wtasnos¢ polegajaca na transformacji problemow wie-
lowymiarowych do probleméw jednowymiarowych. W pracy zastoso-
wano kolokacyjng metode Kansy wraz z wielokwadratowg radialng
funkcjg bazowa do analizy drgan wlasnych powtoki walcowej, ktéra
moze by¢ zastosowana do przyblizenia poszycia dachu kabin ma-
szyn i pojazdow.

1. RADIALNE FUNKCJE BAZOWE

Funkcja radialna to kazda funkcja jednej zmiennej, postaci:
0, (1) =olx—x,]) 0

gdzie: HX =X H jest Euklidesowg odlegtoscig pomiedzy punktami x

i xj . Punkt x; jest nazwany centrum funkcji radialnej (1). Zmieniajac
potozenie centréw otrzymuje sie rodzine funkcji, ktéra tworzy baze
wykorzystywang do interpolacji lub aproksymacji dowolnej funkcii.

Kazda z funkcji bazowych (1) zaliczy¢ mozna do jednej z kategorii:
funkcje o zwartym no$niku, tj. funkcje ktore sg rézne od zera jedynie
w sferze o promieniu r (najczesciej r = 1) lub funkcje o no$niku nieo-
graniczonym (r — «). Najczesciej wykorzystywanymi funkcjami

141

121016 115



z pierwszej kategorii sg zamieszczone w tabeli 1 funkcie Wen-
landa [12]. W tabeli 2 pokazano przyktady funkcji 0 no$niku nieogra-
niczonym.

Tab.1. Bazowe funkcje radialne o zwartym no$niku [12]
prze- Definicja funkgii

o(r) =(1-r).

o(r) =(1-r);(3r +1)
p(r)=@1-r)° (8r2 +5r +1)
o(r) =(1-r);

o(r) =(1-r) (4r+1)
p(r)=@-r)° (35r2 +18r + 3)

Wymiar
strzeni

gdzie:

o0)-t-r) -

L-r)", dia re(01)
0, dla r)l

Tab.2. Bazowe funkcje radialne o no$niku nieograniczonym [6]

Nazwa funkcji Definicja funkgji
liniowa (p(r) =r
szescienna (o(r) =r’
wielokwadratowa ¢(r) —Ar2 +¢?
cienkiej ptyty go(r) =r?In(r)
wielokwadratowa (o(l’) - 1
odwrotna /r 2 4 2
Gaussa (g(r) = e‘cr2

W pracy wykorzystano funkcje wielokwadratowa, ktéra dla zagadnien
tréjwymiarowych przyjmuje postac:

(pj(r):\/(x—xj)2+(y—yj)2Jr(z—zj.)2+c2 (2)

Ksztatt funkcji (2) zalezy od parametru ksztattu c. Wraz ze wzrostem
jego wartosci funkcja (2) staje sie bardziej ptaska, przez to matowraz-
liwa na zmiany odlegtosci pomiedzy punktem i centrum funkcji radial-
nej.

2. METODA KANSY

Analizowane zagadnienie poczatkowo brzegowe opisane jest
réwnaniem postaci:

Lu=f(x), xeQ (3)
z warunkami brzegowymi:
Bu=g(x), xel (4)

gdzie: L jest liniowym operatorem rézniczkowym, B jest opera-
torem opisujacym warunki brzegowe, Q to analizowany obszar, I to
brzeg tego obszaru.
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Idea metody Kansy polega na aproksymacji rozwigzania problemu
poczatkowo brzegowego (3), (4) za pomocg sumy szeregu rodziny
funkciji radialnych, tj.:

N
Gzzaj(oj(r) (%)
=1

Wspdtczynniki a; wyznaczane sg w procedurze kolokacji. W tym celu
nalezy wybrac zbiér No punktéw {xs, X, ..., xno} nalezacych do ob-
szaru Q, w ktérych zada sie by przyblizone rozwigzanie (5) spetniato
réwnanie (3).

LO:f(xi)aiangoj(ri):f(Xi) (6)

Podobnie nalezy wybra¢ zbiér N» punktow {xno+1, Xno+2, ..., Xno+nb} NA
brzegu I" analizowanego obszaru. W tych punktach muszg zosta¢
spetnione réwnania warunkéw brzegowych (4).

ZajB(Dj(ri):g(xi) (7

Réwnania (6) i (7) stanowig liniowy uktad réwnan, ktéry zapisaé
mozna w postaci macierzowej:

Aa = f )

Z uktadu réwnan (8) mozna wyznaczy¢ poszukiwane wspotczynniki
0;. W przypadku gdy suma liczby wybranych punktéw obszaru Q tj.
No i liczby punktow brzegowych N» jest réwna liczbie punktéw cen-
tralnych N (No+Nb=N) uktad (8) rozwigza¢ mozna stosujac metode
eliminacji Gaussa, w przypadku gdy No+N» > N uktad (8) jest nado-
kreSlonym i nalezy poszukiwa¢ rozwigzania metoda najmniejszych
kwadratow np. stosujac rozktad SVD.

3. ANALIZA DRGAN WLASNYCH POWLOKI
WALCOWEJ

W pracy analizowane drgania wtasne powtoki walcowej o matej
wyniostosci, opisanej réwnaniem [10]:

4
CCVIVAVIVID + ‘2 qz -k*V*ViD =0 9)
(04
gdzie:
c2 = h? 2 _ 7/R2 P
12(1-v*)R?’ Eg

Funkcja @ z réwnania (9) musi dodatkowo spetia¢ warunki brze-
gowe. W pracy analizowano przypadek powtoki walcowej przedsta-
wionej na rysunku 1 z warunkiem brzegowym typu swobodne pod-
parcie. Zalezno$¢ pozwalajgca okresli¢ czestosci drgan wiasnych

@,,,opisana jest nastepujacym wyrazeniem [10]:

W2 = g R(/IZ_FZZ)Z_'_ EhZ,

Zrzf) "



gdzie:
_mzx

X =
a B

przy czym: m,n =1, 2, ..., za$ g oznacza przyspieszenie ziemskie,
¥ cigzar wtasciwy materiatu, h grubos¢ powtoki, R promien powtoki
walcowej, v wspotczynnik Poissona, E modut Younga, D sztywnosé
walcowg na zginanie.

W przypadku dtugich powtok czestosci podstawowej odpowiadajg
dwie pofifale poprzeczne i jedna podtuzna.

a) model dla obliczert MES:

b) model dla obliczerr RBF

Rys.1. Modelowana powtoka walcowa

Do obliczen przyjeto wymiary powtoki wynoszace:
— dtugos¢ 1,6 [m],
— rozpietos¢ 1,2 [m],
— wznios 0,04 [m].
Wykorzystanie kolokacyjnej metody Kansy prowadzi do uktadu réw-
nan postaci:

A-a=0 (1)
gdzie elementy macierzy A zalezg rowniez od warunkdw brzegowych
ptyty. Czestosci drgart wiasnych piyty tj. nietrywialne rozwigzanie
uktadu réwnan (11) otrzymuije sie ze spetnienia warunku det A = 0.

Dla oceny wynikéw z przeprowadzonej aproksymaciji czestosci
drgan wiasnych uzyskanych z analizy przyblizonej opartej na funk-
cjach radialnych (RBF) z wynikami obliczen na podstawie modelu
okre$lonego zaleznoscig (10) przyjeto miare btedu wzglednego wy-
razony wzorem:

RBF A
u .100%

@,

o=

W podobnie sposéb wyznaczono btad dla wynikéw uzyskanych z ob-
liczern Metodg Elementéw Skoriczonych (MES):

MES A
5:%.100%
@,

Wartosci btedéw wyznaczonych dla 10 pierwszych czestosci wia-
snych powtoki walcowej swobodnie podpartej metodg korzystajacq
z RBF oraz MES prezentuje rysunek 2.

a) metoda RBF

2 T T T T
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Rys. 2. Wartosci bfedow przy wyznaczaniu wartoSci wlasnych po-
wioki walcowej

Uzyskane wyniki wskazujq na stosunkowo duzg doktadnos$¢
analizy problemu wtasnego z wykorzystaniem metody bezsiatkowe;
opartej na metodzie kolokacyjnej Kansy i funkcji wielokwadratowe;.

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono metode kolokacyjng Kansy, ktérg wraz
z funkcjq wielokwadratowg zastosowano do analizy problemu wia-
snego powfoki walcowej. Powtoka walcowa jest jedng z mozliwych do
zastosowania jako model poszycia dachéw kabin maszyn i pojazdow.
Przyjeta do obliczen funkcja wielokwadratowa jest funkcjg o tzw. nie-
ograniczonym no$niku, ktdrej dziatanie rozciaga sie do catego ob-
szaru.

Dla oceny doktadno$ci metody analizy, poréwnano wyznaczone
czesto$ci drgan wtasnych powtoki z wartosciami uzyskanymi w dro-
dze obliczeh analitycznych. Dodatkowo pordwnano wyniki obliczen
Metodg Elementoéw Skoriczonych z rozwigzaniem $cistym. Uzyskane
rezultaty wskazujg na duzg doktadno$¢ analizy problemu wtasnego
z wykorzystaniem metody bezsiatkowej opartej na Radialnych funk-
cjach Bazowych.
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APPLICATION OF RADIAL BASIS
FUNCTIONS TO DYNAMIC
ANALYSIS OF A CYLINDRICAL
SHELL

Abstract
This paper describes a meshless Kansa collocation
method and its application to dynamic analysis of a cy-
lindrical shell. Multiquadratic functions were used in
analysis. All results were compared to analytical result.
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