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ABSTRACT

The paper presents a simple mathematical model of wave propagation through bubbly
water. Basing on the Zabolotska and Soluyan semiempirical theory of bubble oscillation
nonlinear properties of a medium was estimated. The upper frequency limit of detection of
nonlinearty parameter in free gas — bubble mixture was established.

WPROWADZENIE

Poruszajace sig masy powietrza generujg na powierzchni morza powierzchniowe fale
grawitacyjne, nazywane rowniez falami wiatrowymi, ktdre przy wystarczajacej sile wiatru
zatamujg sie. Zatamujace sig fale wttaczaja powietrze pod powierzchnie wody, wytwarzajac
chmury pecherzykow gazowych w podpowierzchniowej warstwie morza. Obecno$é
pecherzykow pod powierzchnia powoduje, Zze ofrodek przestaje by¢ jednorodnym, co w
znacznym stopniu zmienia warunki propagacji fal sprezystych. Wiasciwosci akustyczne
pecherzykow gazowych znacznie réznia sig od wiasciwosei wody np. impedancja akustyczna
powietrza znajdujacego sie w pecherzykach jest prawie 10° razy mniejsza od impedancji
wody. Pojedyncze pecherzyki stanowig prosty ukiad rezonansowy o znacznej dobroci co w
sposéb istotny wpltywa na propagacje fali w oSrodku [1]. Juz niewielka ilo§¢ pecherzykow
gazowych w wodzie powoduje wzrost $ciSliwosci ofrodka, co w konsekwencji zwigksza
dyspersyjno$¢ i nieliniowo$¢ osrodka.

W ponizszej pracy przedstawiono prosty model matematyczny propagacji fali w
osrodku zawierajacym pegcherzyki gazowe. Model rozpatruje wylacznie wplyw pecherzykow
gazowych na propagacje fali. Dla ilustracji problemu propagacji fali w oérodku
niejednorodnym wykorzystane zostanie podejScie zaproponowane przez Zabolotska i
Solujana [2] przedstawiajace rOwnanie drgan pecherzyka poprzez zmiany objetosei.
Ogranicza to nasze rozwazania do pecherzykow, dla ktérych mozna zaniedbaé napiecie
powierzchniowe. Dotyczy to zakresu rozmiardw ograniczonych od dotu do promieni rzedu 70
Lm. Pomimo bardzo uproszczonych zatozen, model ten dosé dobrze opisuje zachowanie sie
fali w takim osrodku.

1. PODSTAWOWE ZALOZENIA

Podstawowym zatozeniem modelu jest przyjecie cieczy bez pecherzykéw jako oérodka
liniowego i bezstratnego, a rozchodzaca sie fale jako plasks. Zalozymy rdwniez, ze nie
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wystgpuje oddziatywanie miedzy pecherzykami, ich drgania sa radialnie symetryczne
(kap<<1, k jest liczba falowa rozprzestrzeniajacej sig fali o nieskoniczenie matej amplitudzie,
a ap promieniem pecherzyka w réownowadze). Dodatkowo zakladamy, ze w o$rodku znajduje
sig N pecherzykow o jednakowych rozmiarach. Zdefiniujmy: p—po-t-p -gesto$¢ mieszaniny,
Di=Pio+pr - gestodt cieczy, Pe=Pgo+pP, -gestosé gazu oraz objeto$¢ pecherzyka V=Vo+V" .
Indeks 0 okreéla dana wielkoéé w réwnowadze, natomiast wielkoéci primowane odchylenie
od stanu réwnowagi. Jesli w osrodku znajduje N pecherzykow w jednostkowej objgtodci w
stanie rownowagi, objeto$¢ zajmowana przez pecherzyki stanowié¢ bedzie NV, wiedy:

Po=NVyp,o +{1-NVy)pyo. M
Na podstawie (1), ggstosé mieszaniny w dowolnej chwili czasu jest dana przez:
Po/P =NV +(1=NV,)p,/p, - 2)

JeSli objeto§¢ zajmowana przez gaz jest niewielka (NV<<I), mozna przyjaé, ze
Po = P1p>> P - Pozwala to na zastosowanie przyblizenia liniowego réwnania (2):

£ B Ny 3)

Po poco
gdzie p jest cisnieniem fali akustycznej, a ¢y predkoscia fali o nieskonczenie matej
amplitudzie sprowadzajaca si¢ do znanego przyblizenia p =c] p,, przy N=0. Wzér (3) wraz z
réwnaniem ciagtoSci oraz réwnaniem ruchu stanowia zamknigty uktad réwnan opisujacy
propagacje fali sprezystej w odrodku zawierajacym pecherzyki gazowe. Taki uktad réwnan
prowadzi do nieliniowego réwnania falowego opisujacego rozprzestrzenianie sig ptaskiej fali
w osrodku:

Vip—

1 d°p V'

1 3 PN ok 4)
Wynika z niego, ze przy braku pecherzykéw oérodek staje sig liniowym. Rozwigzanie
réwnania (4) wymaga dodatkowej relacji miedzy ci$nieniem rozchodzacej sie fali a zmianami
objetosci pecherzyka V'=V’(p), wynikajacej z dynamiki pecherzykdéw. W tym celu zostanie
wykorzystany model zaproponowany przez Zaboltotska i Sohujana [2]:

V+wbV+0iV+e p=oV?+u@VV +V?), ()
gdzie:

m2=3@" ph=—-" / a =3u(x + Yol ,e=4na, /p (6)

p.al’’ smad’’ £

oraz: & - jest staly thumienia pecherzyka w rezonansie, ®, - czestotliwoscia rezonansows
pecherzyka, x - wykladnikiem adiabaty, p, - cinieniem panujacym w oérodku nie
zaburzonym. W réwnaniu (5) zamiast V' zastosowano oznaczenie V. Lewa strona réwnania
drgan pecherzyka jest liniowa, natomiast z prawej strony znajduja sie dwa cztony nieliniowe,
pierwszy wynikajacy z adiabatycznego zachowania sig gazu wewnatrz pgcherzyka natomiast
drugi, jest nieliniowoscia dynamiczna.

2. DYSPERSJA PREDKOSCI DZWIEKU I TLUMIENIE FALI
Do rozwiazania ukladu rownan (4) i (5) mozna zastosowaé metodg kolejnych przyblizen

gdyz, réwnanie (5) zostalo otrzymane przy =zalozeniu niewielkich zmian objetoéci
pecherzykéw. Zalozmy, ze rozwiazaniem réwnan (4) i (5) sa odpowiednio:
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Powyzsze rozwiazania dla fali i ruchu pgcherzykéw o czgstotliwosci podstawowej prowadzg
do liniowego rownania falowego opisujacego propagacje fali pierwotnej:

2 w2
¥ +? p, =0, (8)
1

w ktorym ¢, jest predkoscig rozchodzenia sig stalej fazy fali o czestotliwosei .
Zdefiniowane jest poprzez polozenie n=1/ w réwnaniu:

2
o nC

0 _14 | , 9
e 1-n'0*/w} +idno/o, &
n=NV,. (10)

Stata C = p,ci /Iq:ru okreéla stosunek $ci§liwoéci adiabatycznej gazu 1/kp, do $ciéliwodci
cieczy 1/p,ca i wynosi C=1.54x10" dla pecherzykéw powietrza w wodzie przy ciénieniu
atmosferycznym.
Rozwiazaniem rownania (8) jest plaska fala rozprzestrzeniajaca si¢ w kierunku osi x:
exp[—i{w/c,)x]. Pozwala to otrzymac z roéwnania (9) predkosé¢ fazowsa c, oraz wspdtczynnik
thumienia o, :

¢, (@)=1Rec, o, (0)=-nwImc’ (1D
Rys.1 przedstawia predkos¢ fazowa ¢; unormowang do predkoéei rozchodzenia sig stalej fazy
przy nieskonczenie malej amplitudzie, oraz wspélczynnik thumienia o, w zaleznosci od
czestotliwosci dla nC=1 i §=0.1. Dla matych w poréwnaniu do czgstotliwosci rezonansowej
pecherzykéw czestotliwodci fali (@ <<@(), predkosé fazowa redukuje si¢ do wartoéci

cl=c0/'\ﬁ—+n?, a wiec nie zalezy od czestotliwosci. Przy niskich czestotliwosciach,
pecherzyki gazdéw powodujg wzrost $ci§liwosci wody, co implikuje spadek predkosci
ultradzwigkow, W obszarze duzych czestotliwodei (@ — o), czas odpowiedzi pgcherzyka jest
duzo wigkszy od okresu drgan rozprzestrzeniajacej sig fali. Dlatego ruch pgcherzykéw w tym
przypadku nie wplywa na rozchodzaca sie fale, a predkoéé fazowa odpowiada predkodei
propagacji fali o malej amplitudzie (¢, — ¢, ). Rejon najwigkszych zmian predkosci dzwigku
znajduje si¢ w sasiedztwie pecherzykdw rezonansowych 1 cechuje sig najwigkszym
thumieniem.
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Rys. 1 Zaleznosé predkosci fazowej (z lewej) | wspdlczynnika tumienia (z prawejf) od czestotliwosci
dla fali rozchodzqceej si¢ w cieczy zawierajqcej pecherzyki gazowe.
Fig.1 Phase speed of the sound (on the left) and attenuation coefficient (on the right) in a bubbly
liquid as a function normalised frequency
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2. PARAMETR NIELINIOWOSCI OSRODKA ZAWIERAJACEGO PECHERZYKI

Wtasnoécei nieliniowe o$rodka charakteryzuje parametr nieliniowosdci B/A, bedacy
miara efektéw nieliniowych generowanych w odrodku. W srodowisku nieliniowym faza
dodatnia rozchodzi sig szybeiej od fazy ujemnej co powoduje powstawanie harmonicznych.
Wstawienie réwnan (7) do (4) i (5) prowadzi do rownania falowego okre$lajacego propagacie
fali harmonicznej:

, | 40° 20°
(V‘ +—— |p, = B,(@)— pi, (12)
¢ 0o
gdzie ¢, jest okre§lone wzorem (9) dla n=2. Wielkosé f,(w) jest wspélczynnikiem
nieliniowo$ci cieczy zawierajacej pecherzyki gazowe, lecz przy uwzglednieniu wytacznie
nieliniowo$ci wynikajacej z obecnosci pgcherzykow gazowych. Wspotczynnik nieliniowosci,
charakteryzujacy powstawanie pierwszej harmonicznej jest okre§lony zaleznoseia:
B ()= nC*(k +1-w?*/w?
: 201-40¥w? +i28 0 o, 1- w0} +idw /o,

(13)

Rys.2 przedstawia modul wspolczynnika nieliniowosci |B,(w)/B,(0) w zaleznosei od
czestotliwosei dla: xk=1.33, p=800 kg/m’, C=1.5x10°, wp=30 kHz. Widoczne sa dwa maksima
rezonansowe i jedno minimum (antyrezonans), zwigzane z generowaniem pierwszej
harmonicznej. Wigksze maksimum (@/w,=1), wystepuje gdy rozprzestrzeniajaca sic fala
posiada czestotliwos¢ zgodna z czestotliwodcia rezonansows pecherzykdw, natomiast nizsze
maksimum odpowiada réwnoéci czestotliwo$ci pierwszej harmonicznej z rezonansem
pecherzykéw ( &/w, = 0.5). Antyrezonans wystepuje dla @/@, =K +1 .
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Rys. 2 Wspdlezynnik nieliniowosci w zaleznosei od czgstotliwosei (8=0.1 ~ linia ciagta, 8=0 — linia
przerywana).
Fig. 2 Nonlinearity coefficient for free gas-water mixture with damping (6=0.1- solid line) and
without damping (8=0 - dashed line)

Dla matych czestotliwosci f,(0)= (i + 1)?7C2 /2 1 moze by¢ bardzo duze. Np. dla wzglednej
objetodci zajmowanej przez pecherzyki rzedu 0.001 % (n=107), Ba(0)=2xI1(° co znacznie
przekracza warto$¢ tego wspotczynnika dla wody nie zawierajacej pecherzykow (Bo=5).
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Zatozmy, ze fala rozchodzi sig¢ w kierunku dodatnim osi x, dla x=0 mamy p,=po i
p2=0 oraz pecherzyki nie sa thumione (8=0). Rozwigzaniem réwnania falowego dla fali
harmonicznej jest:

L) 9 2
1Py [(K‘+])COD/(D '1] . [ —iks+2k Ju12
= sinf(k, — 2k, Jx/2}e
% 6’{%(1—(02/w3) ( 2 l)x/
Osrodek zawierajacy pecherzyki gazowe jest bardzo dyspersyjny, a silna dyspersyjnosc
oérodka powoduje oscylacje amplitudy generowanej fali (s.in[(k2 —2k, Jx/ 2h

(14)

Dla bardzo matych odlegtoéei oraz przy dostatecznie matych 7 rownoé¢ (14) redukuje sig do
|p,| =|Bo| Paxc/2 pycy , co odpowiada rozwiazaniom réwnania (12) przy braku dyspersji.
Rozwazajac granice drgan pecherzyka dla niskich czestotliwosci, parametr
nieliniowosci B/A mozna zapisa¢ nastgpujaco:
B _(k+1nC*
A (+nCy
Stosunek B/A nie zbiega do warto$ci parametru nieliniowosci wody (rzgdu 5) gdy 1=0 oraz
do 0.4 gdy n=I (co odpowiada B/A czystego gazu), gdyz nieliniowo$¢ wody nie byla brana
pod uwage oraz zakladaliSmy niewielka wzgledng objgto$¢ gazu w cieczy. Pomimo tego
réwnoé¢ (15) dobrze opisuje nieliniowe wiasciwodci cieczy zawierajacej pgcherzyki gazow.
Wykres 3 przedstawia zalezno§¢ parametru nieliniowo$ci B/A w granicy niskich
czestotliwosci (linia ciagla). Dla pordwnania, linia przerywana naniesiony jest parametr
nieliniowosci takiego o$rodka z uwzglednieniem nieliniowoéci wody [4]:

(15)
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Rys. 3 Parametr nieliniowosci wody zawierajqcej pecherzyki w zaleznosci od objetosci zajmowanej
przez gaz bez uwzglednienia nieliniowosci wody (linia ciqgla) i z uwzglednieniem nieliniowosci wody
(linia przerywana)

Fig. 3 The B/A parameter for different gas void fraction - 1 in water in low frequency approximation,
taking only bubble nonlinearity (solid line) and including gas and water nonlinearity
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3. PODSUMOWANIE

Niniejsza praca daleka jest od wyczerpania probleméw zwigzanych z propagacja fal
sprezystych w cieczy zawierajacej pecherzyki gazowe i ma shuzy¢ ocenie jakoSciowej. Z
przedstawionych rozwazan wynika, na wlasnoéci nieliniowe ofrodka zawierajacego
pecherzyki gazowe decydujacy wpltyw ma objgtosé gazu zawartego w cieczy, czgstotliwosé
rozprzestrzeniajacej sie fali jak i rozmiary pecherzykow. Przy niskich czestotliwosciach fal,
parametr nieliniowoéci zalezy wylacznie od objgtosci gazu zawartego w wodzie. Najwigksze
ilo$ci pgcherzykéw gazowych w podpowierzchniowej warstwie morza, przy predkos$ci wiatru
ok. 8 m/s wystepuja dla przedzialu rozmiardow od 30 do 50 um, a ich ilo$ci mieszcza sie w
granicach miedzy /0° i 10° [5). Biorac pod uwage najwigksze z powyzszych wartosci,
objeto$¢ zajmowana przez pecherzyki o promieniu 50 pm bedzie rzedu 5x707. Wspotezynnik
nieliniowosci B, (w)=1+B/2A dla czestotliwoéci odpowiadajacej rezonansowi pecherzyka
jest w przyblizeniu rzedu 3x/¢°. Uwzglednienie takiej samej iloéci pecherzykéw o promieniu
30 pm powoduje ponad czterokrotne zmniejszenie sig warto$ci wspotczynnika nieliniowosci.
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