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PROBLEM LOSOWEGO PRZYDZIALU PRACOWNIKOW
DO MIEJSC PRACY Z UWZGLEDNIENIEM ROTACJI STANOWISK

Streszczenie. W artykule opisany jest rzeczywisty problem przydziatu
pracownikow do stanowisk pracy wystepujacy w jednostkach administracji celne;.
Zaklada sie, ze alokacja pracownikéw do stanowisk powinna by¢ losowa,
niemozliwa do przewidzenia dla pracownikéw. W poszukiwanej alokacji zalecane
jestrowniez unikanie przydziatu pracownikéw do stanowisk, na ktérych w ostatnim
czasie pracowali najczesciej. Proponowany jest model matematyczny przydziatu
pracownikow do stanowisk, ktory bierze pod uwage rotacje stanowisk. Dla tego
modelu opracowany jest algorytm heurystyczny, ktory tworzy losowa alokacje
pracownikow.

Stowa Kkluczowe: przydzial pracownikoéw do stanowisk, rotacja stanowisk,
odprawy celne, heurystyka

THE PROBLEM OF RANDOM ASSIGNMENT OF WORKERS
TO WORKPLACES WITH REGARD TO JOB ROTATION

Abstract. The article describes the real problem of assignment of workers to
workplaces occurring in customs administrations. This problem assumes that the
allocation of employees to stations should be random, unpredictable for workers. It
is also advisable to avoid assigning staff to workplaces where they have worked
most recently. A mathematical model of the allocation of staff is proposed to the
position, which takes into account the job rotation. For this model a heuristic
algorithm, which creates random allocation of employees, is developed.

Keywords: random assignment of workers, job rotation, customs clearence,
heuristics
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1. Wprowadzenie

Problem przydzialu pracownikéw do stanowisk pracy to wazne zagadnienie praktyczne.
W badaniach analizowana jest szerzej rozumiana klasa problemow przydziatu zasobow
(maszyn, pracownikoéw) do zadan/pracy/stanowisk, tj. przydzial maszyn do zadan, kontraktow
do oferentow, kierownikow projektow do projektéw, obszaréow handlowych do
handlowcow itp. Celem alokacji jest najczes$ciej minimalizacja tacznych kosztow lub czasu
niezbednych do wykonania pracy i/lub maksymalizacja zysku, wydajnos$ci, warto$ci produkcji
na jednostke czasu itp. Czesto przyjmowanie jest zatozenie, ze tylko jeden zasob (pracownik)
przydzielony jest do jednej maszyny (projektu, stanowiska).

W tej publikacji opisany jest rzeczywisty problem przydzialu pracownikow (funkcjo-
nariuszy celno-skarbowych) do stanowisk pracy wystepujacy przy odprawach celnych!.
Kierownik zmiany na kazdej stuzbie przed rozpoczeciem pracy dokonuje obsady stanowisk,
ktorych liczba musi by¢ rowna liczbie pracownikdéw dostepnych na zmianie. Na niektorych
typach stanowisk liczba przydzielanych oséb jest wicksza niz jeden (zalezy to od specyfiki
oddziatu celnego i od biezacego obcigzenia pracg na tych stanowiskach). Przy obsadzaniu
stanowisk odpraw celnych nalezy uwzgledni¢ ich specyfikg. Zaklada si¢, ze alokacja
pracownikow do stanowisk powinna by¢ losowa, niemozliwa do przewidzenia dla funkcjo-
nariuszy, co ma ograniczy¢ ryzyko wystepowania zachowan korupcyjnych, utrudni¢ mozliwos¢
wspotpracy funkcjonariuszy i przemytnikow (komunikacja telefoniczna w trakcie stuzby moze
podlega¢ kontroli). W poszukiwanym przydziale wskazane jest rowniez unikanie przydziatu
pracownikow do typow stanowisk, na ktorych w ostatnim czasie pracowali najczesciej.
Dodatkowo nie rozréznia si¢ pracownikow pod wzgledem ich kompetencji i wydajnosci pracy
(ewentualne korekty w alokacji uwzgledniajace wydajnos¢ funkcjonariuszy wykonywane sa
»recznie” dla zatwierdzonego systemowego losowego przydziatu). Kazdy z funkcjonariuszy
ma uprawnienia do pracy na wybranych typach stanowisk (niekoniecznie wszystkich, jest to
zalezne m.in. od przebytych szkolen stanowiskowych, doswiadczenia, predyspozycji itp.).

Przydziat funkcjonariuszy do stanowisk odpraw celnych zrealizowany jest w systemie
informatycznym, skonstruowanym przez autora, do prowadzenia elektronicznej ksigzki shuzby
,.System Przetwarzania Danych — Elektroniczna Ksigzka Shuzby” w skrocie SPD-EKS?. System
SPD-EKS jest uzywany przez kazdy z szesnastu Urzedow Celno-Skarbowych w Polsce, przez
wigkszo$¢ oddziatéw celnych, w szczegdlnosci na wszystkich przej$ciach granicznych.
Wdrozenie wraz z SPD-EKS zautomatyzowanego przydziatu pracownikéw do stanowisk pracy

usprawnito funkcjonowanie przejs¢ granicznych, w szczegdlnosci skrocito czas oczekiwania

! Klimek M., Lebkowski P.: Algorytm dla problemu losowego przydziatu personelu. ,,Logistyka”, nr 2, 2011,
s. 10; Klimek M., Lebkowski P.: Problem przydziatu pracownikéw do stanowisk pracy zagrozonych ryzykiem
korupcji. ,,Logistyka”, nr 2, 2012, s. 737-746.

2 Klimek M.: System informatyczny do prowadzenia elektronicznej ksiazki stuzby w oddziatach celnych. ,,Zeszyty
Naukowe Wyzszej Szkoly Spoteczno-Ekonomicznej”, nr 4, Ostroleka 2016, s. 461-475.
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funkcjonariuszy pojawiajacych si¢ na stuzbie na wyznaczenie im miejsc pracy. Dodatkowo
ograniczony jest potencjalnie wyst¢pujacy problem przydziatu przez kierownikéw zmiany
»wtajemniczonych” funkcjonariuszy na stanowiska kontrolne na konkretnych stuzbach, na
ktérych planowany jest np. przemyt towaru przez wspodtpracujacych z nimi przemytnikow.

W artykule opisano wybrane problemy alokacji pracownikéw do stanowisk pracy,
a nastgpnie przedstawiono przyjety model matematyczny w SPD-EKS przydziatu funkcjo-
nariuszy do stanowisk, ktory bierze pod uwage losowos¢ alokacji i rotacje stanowisk, przy
rownoczesnej maksymalizacji liczby obsadzonych stanowisk. Dla tego modelu zaproponowany
jest sposéb znajdowania alokacji pracownikéw do stanowisk, w ktérym mozna zastosowac

klasyczny algorytm wegierski®.

2. Opis problemu i przeglad wybranych badan

Przydziat pracownikéw do stanowisk pracy to wazne zagadnienie optymalizacyjne,
podejmowane w wielu pracach badawczych. Analizowany jest najcze¢$ciej przydzial maszyn
(pracownikow) do poszczegdlnych stanowisk (miejsc) pracy, przy przyjetych kryteriach
optymalizacyjnych, takich jak minimalizacja kosztéw lub czasu wykonania zadan,
maksymalizacja efektow — ilosci lub wartosci wyprodukowanych débr itp. Przy przydziale
pracownikow do stanowisk powinny by¢ brane pod uwage ich kwalifikacje, uprawnienia
umieje¢tnosci, do§wiadczenie, wydajnos¢ pracy itp.

Problem przydziatu personelu (ang. Personnel Assignment Problem) jest jednym
z zagadnien ogolnego problemu przydziatu (ang. General Assignment Problem) polegajacego
na przypisywaniu obiektéw z jednej grupy (np. pracownikdw) do obiektow z innej grupy
(np. zadan, stanowisk)!. Rozwigzaniem zagadnienia jest przydziat m pracownikéw do
n stanowisk tak, aby kazdy pracownik byl przydzielony do co najwyzej jednego stanowiska,
a kazde stanowisko bylo obsadzone przez co najwyzej jednego pracownika oraz aby funkcja
efektywnosci (lub kosztow) osiggneta swoje maksimum albo minimum (w zalezno$ci od
»Hinterpretacji” tej funkcji). Parametrami modelu sa wspolczynniki w;; lub c¢; okreslajace
efektywnos¢ (wydajnos¢) lub koszt dla i-tego pracownika na j-tym stanowisku, np. liczba
wyprodukowanych wyrobow, czas wykonania zadania itp. Zmiennymi decyzyjnymi sa
zmienne zerojedynkowe x;, ktore okreslaja czy i-ty pracownik jest przydzielony do j-tego
stanowiska (warto$¢ 1 oznacza ,,jest przydzielony”, warto$¢ 0 oznacza ,,nie jest przydzielony™).

Liczba zmiennych decyzyjnych wynosi m n.

3 Kuhn H.W.: The Hungarian method for the assignment problem. ,,Naval Research Logistics Quarterly”, Vol. 2,
1955, p. 83-97.

4 Cattrysse D., Van Wassenhove L.N.: A Survey of algorithms for the generalized assignment problem. ,,European
Journal of Operational Research”, No. 60(3), 1992, p. 260-272.
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Model matematyczny problemu alokacji mozna przedstawi¢ jako problem minimalizacji

funkcji kosztu F lub maksymalizacji funkcji efektywnosci Fi:

min £, =3 e, x,. 0

i=l j=I

mawaziZn:wij-xij , 2

i=1 j=1
przy nastgpujacych ograniczeniach:

— kazdy pracownik moze by¢ przypisany do co najwyzej jednego stanowiska pracy:
le.jﬁl Vie<lm>, 3)
j=1

— kazde stanowisko pracy moze by¢ obsadzone przez co najwyzej jednego pracownika:
Y x, <1 Vje<ln>, (4)
i=l1

gdzie:

i —indeks (numer) pracownika,

j —indeks (numer) stanowiska pracy,

m — liczba pracownikow,

n — liczba stanowisk pracy,

xjj — zero-jedynkowa zmienna decyzyjna,

cij— koszt pracy i-tego pracownika na j-tym stanowisku,

wi;j— efektywnos¢ pracy i-tego pracownika na j-tym stanowisku.

Zmiennymi decyzyjnymi sg zero-jedynkowe zmienne x;;:
xij =1, jezeli i-ty pracownik jest alokowany do pracy na j-tym stanowisku,
— x; =0, jezeli i-ty pracownik nie jest alokowany do pracy na j-tym stanowisku.
Przy alokacji moga wystapi¢ nastepujgce sytuacje:

— m = n — liczba pracownikow jest rowna liczbie stanowisk, kazdy pracownik moze mie¢
przydzielone doktadnie jedno stanowisko, a kazde stanowisko moze by¢ obsadzone
przez doktadnie jednego pracownika.

— m > n — liczba pracownikow jest wieksza od liczby stanowisk, kazdy pracownik moze
mie¢ przydzielone co najwyzej stanowisko (co najmniej m-n pracownikOw nie ma
przydzielonych stanowisk), a kazde stanowisko moze by¢ obsadzone przez doktadnie

jednego pracownika,
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— m < n - liczba pracownikow jest mniejsza od liczby stanowisk, kazdy pracownik moze
mie¢ przydzielone dokladnie jedno stanowisko, a kazde stanowisko moze by¢
obsadzone przez co najwyzej jednego pracownika (co najmniej n-m stanowisk
pozostanie nieobsadzona).

W klasycznym zagadnieniu przydziatu kazdy zpracownikow moze pracowaé (ma
uprawnienia, kwalifikacje do pracy) na kazdym stanowisku, a liczba pracownikéw jest rowna
liczbie obsadzanych stanowisk (m = n), a w wyniku alokacji kazde stanowisko ma
przydzielonego doktadnie jednego pracownika. Kryterium oceny alokacji moze by¢ np.
osiggniecie maksymalnej wydajnosci pracownikow lub obsadzenie wszystkich stanowisk pracy
przy, uwzglednieniu uprawnien, umiejetnosci pracownikow itp.

Zagadnienie alokacji pracownikow do stanowisk przedstawiane jest jako graf dwudzielny,
w ktorym jego roztaczne czesci to zbidr weztdw reprezentujacych pracownikow i zbior weztow
reprezentujagcych stanowiska. Miedzy pracownikami a stanowiskami wyst¢puja wazone
polaczenia (krawedzie w grafie). Wagi polaczen pracownikow ze stanowiskami okreslajg
efektywnos¢ wy; lub koszt pracownika c¢;; przy wykonywaniu zadan na okres§lonym stanowisku.
W klasycznym problemie alokacji kazdy z pracownikow moze pracowaé na kazdym
stanowisku (jest potaczony krawedzig z kazdym ze stanowisk). Jako rozwigzanie szukany jest
taki zbioér krawedzi laczacych pracownikow ze stanowiskami, aby zmaksymalizowaé
efektywno$¢ lub zminimalizowa¢ koszt pracy wyznaczony jako suma wag wybranych
krawedzi.

W literaturze rozwazanych jest wiele roznych wersji problemu przydzialu pracownikow do
stanowisk pracy. Liczne badania mozna znalez¢ w pracach przegladowych?.

Jednym z waznych modeli jest model bioracy pod uwage uprawnienia (kwalifikacje)
poszczegdlnych pracownikéw do poszczegolnych stanowisk®. Zagadnienie to jest definiowane
jako problem minimalizacji funkcji kosztéw F. (wzor 1) lub maksymalizacji funkcji wydajnosci
F\ (wzér 2) przy uwzglednieniu ograniczen zwigzanych z uprawnieniami pracownikow:

— kazdy z pracownikow moze by¢ przydzielony maksymalnie do jednego ze stanowisk,

do ktérych ma uprawnienia:
qu.j-xl.jﬁl Vie<l,m>, (5)
j=1

— kazde stanowisko pracy moze by¢ obsadzone przez jednego pracownika, ktory ma do

niego uprawnienia:

5> Burkard R.E.: Selected topics on assignment problem. ,,Discrete Applied Mathematics”, No. 123, 2006, p. 257-
302; Geetha S., Nair K.P.K.: A variation of the assignment problem. ,, European Journal of Operational
Research”, No. 68(3), 1993, p. 422-426; Pentico D.: Assignment Problems: A Golden Anniversary Survey.
,,Buropean Journal Of Operational Research”, No. 176, 2007, p. 774-796.

® Caron G., Hansen P., Jaumard B.: The assignment problem with seniority and job priority constraints.
,Operations Research”, No. 47(3), 1999, p. 449-454; Volgenant A.: A note on the assignment problem
with seniority and job priority constraints. ,,European Journal of Operational Research”, No. 154 (1), 2004,
p- 330-335.
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quy'xgﬁl Vie<l,n>, 6)
i=1

gdzie:
qii = 1, gdy i-ty pracownik ma uprawnienia (kwalifikacje) do wykonywania pracy na j-tym
stanowisku,

qii = 0, gdy i-ty pracownik nie ma uprawnien do wykonywania pracy na j-tym stanowisku.

Przy zagadnieniach przydziatu personelu uwzgledniane sg rowniez’:
— hierarchia stanowisk 1 pracownikow (ang. hierarchy constraint), np. problem przydziatu
stanowisk w wojsku,
— miejsce wykonywania pracy zespotu na stanowiskach (ang. team constraint) — caty
zespol pracownikow powinien by¢ przydzielany w tej samej lokalizacji.
W badaniach analizowany jest rdwniez problem najmniej kosztownej (minimalizacja
funkcji kosztu F.) obsady k stanowisk (k < m i k < n))®, co sprowadza sie do dodania

nastepujacego ograniczenia:

n

le.j =k. (7
1 =1

Problemy przydziatu nalezag do zagadnien liniowych, zero-jedynkowych, dla ktérych

mozliwe jest zastosowanie znanych metod programowania catkowitoliczbowego. Czas
dziatania metod programowania catkowitoliczbowego moze by¢ jednak zbyt dtugi. Znane sa
takze inne algorytmy, ktore rozwigzuja dokladnie klasyczny problem alokacji zasobow

w czasie wielomianowym, tj. algorytm wegierski’.

3. Sformulowanie problemu

Rozwazane zagadnienie rozni si¢ od klasycznego, a takze innych analizowanych
w literaturze. W systemie odpraw celnych zalecane sg zastosowanie rotacji oraz losowe
przydzielanie pracownikéw do stanowisk pracy, co moze zmniejszy¢ potencjalne ryzyko
zachowan korupcyjnych. Liczba przydzielanych pracownikow jest rowna liczbie stanowisk

obsadzanych w drodze losowania (tylko przy takiej konfiguracji alokacji system SPD umozliwi

7 Cimen Z.: A Multi-Objective Decision Support Model for the Turkish Armed Forces Personnel Assignment
System. Master’s Thesis. Turkey 2001; Toroslu I.: Personnel assignment problem with hierarchical ordering
constraints. ,,Computers & Industrial Engineering”, No. 45, 2003, p. 493-510.

8 Dell’Amico M., Martello S.: The k-cardinality assignment problem. ,Discrete Applied Mathematics”,
No. 76(1-3), 1997, p. 103-121.

® Kuhn H.W.: The Hungarian method for the assignment problem. ,,Naval Research Logistics Quarterly”, Vol. 2,
1955, p. 83-97.



Problem losowego przydziatu pracownikow... 233

jej przeprowadzenie). Pracownicy majg uprawnienia (kwalifikacje) do pracy na okre§lonych
typach stanowisk.

Model matematyczny problemu zbudowany jest przy uwzglednieniu wymagan okreslonych
przez oddzialy celne dla przydziatu funkcjonariuszy do stanowisk odpraw celnych. Przy
formutowaniu zagadnienia korzystano ze znanych modeli przydzialu personelu. Rozwazany
problem przydzialu mozna sformutlowaé jako zagadnienie obsady maksymalnej liczby

uprawnionych pracownikow do stanowisk pracy (funkcja celu F'— wzor 8) przy ograniczeniach
(9-12):

maXF:ZZqij "X, (3)
i=l j=1

ixij <1 Vie(ln), )

j=1

Zn:xij <1 Vje <1,n> , (10)

n n S S 5
2Dy % <y Vke<1,s>,je<2nk1+l,2nkJ aty
k=1 k=1

i=1 j=I

n= an , (12)
k=1

gdzie:

n — liczba réznych stanowisk pracy réwna liczbie alokowanych pracownikow,

s — liczba r6znych typdéw obsadzanych stanowisk pracy,

nx — liczba stanowisk pracy do obsadzenia typu k (pomocniczo no = 0),

qii — uprawnienia i-tego pracownika do pracy na j-tym stanowisku, gdy pracownik ma
uprawnienie ¢g; = 1, w przeciwnym przypadku g;; = 0.

Kazde stanowisko j (j = 1, ... , n) moze by¢ obsadzone przez maksymalnie jednego
pracownika (wzor 9). Kazdy pracownik i (i =1, ... , n) moze by¢ przydzielony na maksymalnie
jedno stanowisko (wzor 10). Kazdy typ stanowiska k (k= 1, ... , s) moze by¢ obsadzony przez
maksymalnie n; pracownikow, ktérzy maja do niego uprawnienia (wzor 11). Wszystkie miejsca
pracy numerowane sg od 1 do n dla kolejnych typéw stanowisk od 1 dos (wzér 12).

Dla wszystkich stanowisk danego typu uprawnienia pracownikow sg identyczne (wzor 13):

S S 5
V. j, € <an_l +1,an}Vi € <1,n> 1q; =4y, (18))
k=1 k=1
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Problem alokacji pracownikoéw do stanowisk pracy sprowadza si¢ do maksymalizacji liczby
obsadzonych stanowisk (wzér 8) przez uprawnionych pracownikow, przy rownoczesnym
zapewnieniu losowosci tej alokacji. Warto$¢ funkcji celu F' < n.

W rzeczywistym systemie odpraw celnych w zdecydowanej wigkszo$ci przeprowadzonych
alokacji znajdowana jest pelna obsada stanowisk F' = n, ktérag mozna znalez¢ na wiele roznych
sposobow (pracownicy majg uprawnienia do wielu typow stanowisk, co daje dos¢ duza
»swobode” przy generowaniu peinej obsady). Przeprowadzona analiza funkcjonowania
systemu informatycznego do tworzenia losowego przydziatu funkcjonariuszy do stanowisk
odpraw celnych!® wskazata na potrzebe wprowadzenia rotacji, tzn. ograniczenia przydziatu
tych typoéw stanowisk pracownikom, na ktorych pracowali oni zbyt czesto (w przyjetym
horyzoncie czasowym).

W celu zapewnienia rotacyjnosci obsady stanowisk dla kazdego z pracownikow okresla si¢
ile razy pracowal na danym stanowisku w okres§lonym horyzoncie czasowym (np. w ciggu
ostatnich 30 zmian/stuzb). Wyznaczane s3 wspoOtczynniki przydziatu poszczegdlnych

pracownikow do typodw stanowisk pracy (wzor 14):
T
0, dla Y z,(t)=0
. =1
R PRUOBAGRAG , (14)
=1

z , dla Y z,()>0
PRLOBAGEAG =

gdzie:

w(t) — waga przypisana przydziatowi w okresie ¢,

T — przyjety horyzont czasowy,

vir(t) — przydziat i-tego pracownika do stanowiska typu k£ na zmianie w okresie ¢, yi(?) = 1, gdy
i-ty pracownik byt przydzielony do stanowiska typu k& w czasie ¢, w przeciwnym przypadku
yir(?) =0,

ni(t) — liczba stanowisk typu k obsadzanych w czasie ¢,

zi(t) — przydziat i-tego pracownika do dowolnego ze stanowisk w czasie ¢.

Jesli na danej zmianie ¢ (na stuzbie w okresie ¢) okreslony pracownik i byt przydzielony do

dowolnego z typow stanowisk (k = 1,.., 5), to z;(¢) = 1. Dla dowolnego t = 1, ..., T:

Z0=X 00, 200, (15)

10 Klimek M., Lebkowski P.: Problem przydzialu pracownikéw do stanowisk pracy zagrozonych ryzykiem
korupcji. ,,Logistyka”, nr 2, 2012, s. 737-746.



Problem losowego przydziatu pracownikow... 235

Przy obliczaniu wspotczynnika rix uwzglednia si¢, ze wecze$niej wykonane przydzialy powinny
mie¢ mniejszy wptyw na przeprowadzang alokacje¢ niz te ostatnio zrealizowane. Zatem dla
nastepujacych po sobie przydziatow wskazane jest, aby wagi spetniaty nieréwnos¢ w1 <w; dla
kazdego ¢ = 2, ..., T. Aby zastosowac krotkoterminowg rotacj¢ mozna przyjmowac znacznie
wyzsze wagi dla ostatnich shuzb.

Przed losowaniem dla danego zestawu stanowisk i pracownikéw dla kazdego stanowiska
pracy ustalani sa pracownicy, ktorych przydzial do tego stanowiska nie jest wskazany ze
wzgledu na wysoki wspotczynnik ri (czgsta alokacje pracownika do tego stanowiska
w analizowanym horyzoncie czasowym).

Problem mozna przedstawi¢, podobnie jak klasyczne zagadnienie przydziatu, jako graf
dwudzielny (ang. bipartite graph) ztozony z n pracownikow 1 n stanowisk pracy,

zaprezentowany na rysunku 1.

Pracownicy

Stanowiska

Rys. 1. Graf dwudzielny dla analizowanego problemu przydziatu
Zrédto: Opracowanie wiasne.

Pracownik jest potaczony tukiem z danym typem stanowiska, jesli ma uprawnienia do pracy
na nim. Przyktadowo na rysunku 1 widaé, ze pracownik 1 ma uprawnienia do wszystkich
stanowisk typu 1 (ponumerowanych od 1 do #1), a nie ma ich do stanowisk typu s. Na tukach
podawane sa wspotczynniki przydziatu ri okreslone na podstawie poprzednich przydziatow,
ktoére sg wykorzystane w celu zapewnienia rotacji stanowisk.

Rozwigzaniem rozpatrywanego problemu alokacji jest obsadzenie uprawnionymi
pracownikami mozliwie najwigkszej liczby stanowisk, przy uwzglednieniu losowosci tej
alokacji i rotacji stanowisk. Zapewnienie rotacyjnosci obsady jest kryterium dodatkowym
przydziatu personelu — przy identycznej liczbie przydzielonych pracownikdéw preferowany jest
ten przydzial, w ktorym wystepuje jak najmniejsza liczba obsad stanowisk pracownikami

o wysokim wspotczynniku przydziatu . Pomocnicza funkcja celu F, uwzgledniajaca poziom
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zapewnienia rotacji stanowisk, ktora jest decydujacym kryterium oceny alokacji jedynie przy

identycznych warto$ciach F' (wzor 8), jest okreslona nastgpujaco (wzor 16):

min F, :iicij'xija (16)

i=l j=I
gdzie:
cij— wspolczynnik przydziatu i-tego pracownika na j-tym stanowisku, c¢;; = ri, jesli stanowisko
typu k (k — typ j-tego stanowiska) jest wyznaczone do rotacji na podstawie historii przydzialow
dla i-tego pracownika lub 0 w przeciwnym przypadku. Wartosci wspotczynnikoéw c; wptywaja
na losowos¢ przeprowadzonej alokacji. Im wicksza ich liczba ma przypisane warto$ci
niezerowe, tym mniejsza losowo$¢ przydzialu. W rzeczywistym problemie przydziatu
stanowisk do odpraw celnych przeprowadzana jest analiza tego, ktore stanowiska moga by¢
,rotowane”, aby losowos$¢ alokacji byta zachowana. Sposob ustalania wspolczynnikow c;

przedstawiony jest dla przyktadu ilustrujacego zagadnienie.

4. Przyklad ilustracyjny

W celu ilustracji analizowanego problemu przydzialu i proponowanego algorytmu
generujacego losowa alokacje pracownikow do stanowisk pracy postuzono si¢ przyktadem.
W przyktadowym zagadnieniu, przedstawionym na rysunku 2, alokowanych jest 7 pracow-

nikow do 5 typow stanowisk (n1 =2, mx=1,n3=2,n4=1,n5=1).

Pracownicy

Stanowiska

Rys. 2. Przyktadowy problem przydziatu
Zrédto: Opracowanie wihasne.
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Poszczegblni pracownicy maja uprawnienia do pracy na nastgpujacych typach stanowisk:

— pracownik 1 do stanowisk typu: 1,2,3,5(qgii=1,g2=1,q13=1,914=0, q15= 1),

— pracownik 2 do stanowisk typu: 1,2,3 (g21=1,g22=1,¢g23 =1, g24 =0, g25 = 0),

— pracownik 3 do stanowisk typu: 1,3,5(¢q31=1,¢32=0,¢g33=1, ¢34 =0, g35 = 1),

— pracownik 4 do stanowisk typu: 1,2,3,5(qa1=1,q2=1,g43=1,q44 =0, qas = 1),

— pracownik 5 do stanowisk typu: 2,4, 5 (¢5s1=0,¢g52=1,¢953=0,gsa=1, gs5s=1),

— pracownik 6 do stanowisk typu: 3,4, 5 (g1 =0,¢962=0,g63 =1, gea = 1, ge5 = 1),

— pracownik 7 do stanowisk typu: 3,4, 5(¢71=0,9g72=0,g13=1,g4a=1,g715 = 1).
Dla typow stanowisk, do ktorych pracownicy maja uprawnienia wyznaczane s3, w przyjetym
horyzoncie czasowym, wspotczynniki przydziatu ri na podstawie historii poprzednich alokacji.

Przyjete do analiz wspotczynniki przedstawione sg w tabeli 1.

Tabela 1

Wspotezynniki przydziatu ri dla poszczegdlnych pracownikow i typoéw stanowisk pracy

Typ Typ Typ Typ Typ

stanowiska 1 stanowiska 2 stanowiska 3 stanowiska 4 stanowiska 5

Pracownik 1 0,2 0.2 0,3 X 0,1
Pracownik 2 0,1 0.3 0,3 X X
Pracownik 3 0,4 X 0,3 X 0,2
Pracownik 4 0,3 0,4 0,2 X 0,1
Pracownik 5 X 0,2 X 0,35 0,4
Pracownik 6 X X 0,1 0,3 0,3
Pracownik 7 X X 0,4 0,2 0,2

X — oznacza brak uprawnien pracownika do pracy na danym typie stanowisk

Zrddto: Opracowanie wlasne.

Na podstawie wspotczynnikow przydziatu ri ustalane sg wspotczynniki c;;, uwzgledniane przy
alokacji pracownikow do stanowisk. Wyznaczanie stanowisk do rotacji przebiega krokowo.
Krok 1: Obliczenie $rednich wartosci rix oddzielnie dla wszystkich typoéw stanowisk 1 dla
wszystkich pracownikow.

Krok 2: Ustalenie wszystkich stanowisk z wspotczynnikami r;x o wartosci wigkszej od sredniej
dla i-tego pracownika i dla k-tego typu stanowiska (zapisane pogrubiong czcionkg w tabeli 1),
tylko te stanowiska sg uwzgledniane przy rotacji.

Krok 3: Obliczenie dla wszystkich typow stanowisk roéznicy ux miedzy liczbg pracownikow
uprawnionych do pracy na tym typie stanowisk a liczbg obsadzanych stanowisk tego typu.
Krok 4: Utworzenie listy L stanowisk do rotacji ustalonych w kroku 2 posortowanych
w porzadku malejacych wspdtczynnikow ri (przy réwnej wartosci i o kolejnosci decyduje
wyzsza warto$¢ ux, nastepnie wigksza liczba typow stanowisk, do ktérych ma uprawnienia i-ty
pracownik, na koniec nizszy numer przypisany pracownikowi).

Dla analizowanego przyktadu lista L kolejnych par w postaci pracownik, typ stanowiska jest
nastgpujaca:

L=1(5,5),(7,3),3,1),(4,2),(5,4), (1,3), (6, 5), (2, 3), (2, 2), (4, 1), (6, 4)}.
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Krok 5: Definiowanie stanowisk do rotacji na podstawie listy L. Pobierane sg kolejne elementy
listy L; do rotacji s3 wyznaczane jedynie te pary (i, k), dla ktérych roéznica migdzy liczba
pracownikow uprawnionych do pracy na stanowisku typu k a liczbg obsadzanych stanowisk
typu k jest wigksza lub rowna 1 oraz liczba typow stanowisk pozostatych do obsadzenia, do
ktérych ma uprawnienia i-ty pracownik (przy ,,wykluczeniu” stanowisk, ktore sg juz wczesniej
przeznaczone do rotacji) jest wigksza lub rowna 2.

Lista kolejnych stanowisk 1 pracownikéw wyznaczonych do rotacji na podstawie listy L jest

nastepujaca (przekreslone pary sg wykluczone z rotacji):

R=1{(5,5),(7,3), 3, 1), (4,2), &, (1, 3), €65, (2, 3), &), (D), (6, 4);.

Tabela 2
Wspotezynniki przydziatu ri dla poszczegdlnych pracownikow i typéw stanowisk pracy
Typ Typ Typ Typ Typ
stanowiska 1 stanowiska 2 stanowiska 3 stanowiska 4 stanowiska 5

Pracownik 1 0 0 0,3 X 0
Pracownik 2 0 0 0,3 X X
Pracownik 3 0,4 X 0 X 0
Pracownik 4 0 0,4 0 X 0
Pracownik 5 X 0 X 0 04
Pracownik 6 X X 0 0,3 0
Pracownik 7 X X 0,4 0 0

Na podstawie danych dla typow stanowisk budowany jest model uwzgledniajacy

poszczeg6lne stanowiska. Macierz kosztow (przyjete wspdlczynniki przydziatu c; dla

poszczegbdlnych pracownikow 1 stanowisk pracy) zaprezentowana jest w tabeli 3.

Tabela 3

Przyjete wspotczynniki przydziatu ¢;; dla poszczegdlnych pracownikow 1 stanowisk pracy

Stanowisko 1 | Stanowisko 2 | Stanowisko 3 | Stanowisko 4 | Stanowisko S | Stanowisko 6 | Stanowisko 7
typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ S
Pracownik 1 0 0 0,3 0,3 X 0
Pracownik 2 0 0 0,3 0,3 X X
Pracownik 3 0,4 X 0 0 X 0
Pracownik 4 0 0,4 0 0 X 0
Pracownik 5 X 0 X X 0 0,4
Pracownik 6 X X 0 0 0,3 0
Pracownik 7 X X 0,4 0,4 0 0

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Dla analizowanego zagadnienia szukane jest rozwigzanie, w ktorym obsadzona bedzie

maksymalna liczba uprawnionych pracownikéw do stanowisk pracy (maksymalizacja F'— wzor
8). Przy rownych warto$ciach F preferowana jest alokacja uwzgledniajaca rotacje stanowisk
(maksymalizacja F, — wzor 16).
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5. Proponowana metoda rozwigzania problemu

Dedykowany algorytm alokacji pracownikow do stanowisk musi dziata¢ w akceptowalnie
krotkim czasie, poniewaz jest uruchamiany codziennie przed rozpoczeciem pracy,
a pracownicy rozpoczynaja stuzbe dopiero po przydzieleniu im stanowisk. Jesli istnieje wiele
alokacji o identycznej wartosci funkcji celu F,, szukana procedura powinna znajdowaé je
z porownywalnym prawdopodobienstwem. Rozmiar zagadnienia w praktyce odpraw celnych
wynosi od 3 do 45 pracownikow (stanowisk), w zalezno$ci od wielko$ci oddzialu celnego.
Aktualnie ze wzgledu na wymagany szybki czas dziatania stosowany jest prosty algorytm
konstrukcyjny wykorzystujacy reguty priorytetowe: generowana jest losowa permutacja
alokowanych pracownikéw (uwzgledniajagca priorytety wyznaczone na podstawie liczby
uprawnien poszczegdlnych pracownikow do stanowisk), ktorzy sa kolejno przydzielani do
stanowisk uporzadkowanych rosngco na podstawie liczby uprawnionych do nich pracownikow
(porzadek stanowisk jest dynamicznie wyznaczany po kazdym przydziale pracownika).

Analiza funkcjonowania algorytmu przydziatu i odpraw celnych wskazata na potrzebe
rotacji funkcjonariuszy na poszczeg6lnych stanowiskach. Proby poprawy dziatajacej procedury
przydzialu w celu uwzglednienia rotacji okazaty si¢ niewystarczajace'!. W tym artykule
proponowana jest metoda rozwigzania analizowanego zagadnienia losowej alokacji
z uwzglednieniem rotacji stanowisk, ktéra moze by¢ wdrozona w systemie odpraw celnych.

W celu uwzglednienia losowos$ci alokacji na podstawie macierzy kosztow ustalane sa
przedziaty, z ktorych beda generowane liczby losowe. Sposob ustalania tych przedziatow jest
nastepujacy:

— wspolczynniki ¢; sortowane sg w porzadku rosngcym,

— wspodlczynniki ¢;; 0 identycznych wartosciach majg przypisane wspdlne przedziaty,

— dla nizszych wspotczynnikdw c;; przypisywane s3 mniejsze liczby losowe,

—  poszczegdlne liczby losowe generowane sg bez powtorzen, z przedziatu <0, n?-1>.

Dla analizowanej macierzy kosztow (tabela 3) kolejno:

— 22 wspoélczynniki ¢; maja warto§¢ 0 — liczby losowe generowane sg z przedziatu

<0, 21>,

— 5 wspotczynnikow c; ma wartos¢ 0,3 — liczby losowe generowane s3g z przedziatu
<22, 26>,

— 6 wspoOtczynnikéw c; ma warto$¢ 0,4 — liczby losowe generowane sg z przedziatu
<27, 32>,

— brak uprawnien pracownikow do stanowisk wystepuje w 16 przypadkach — liczby

losowe generowane sg z przedziatu <33, 48>,

! Klimek M., Lebkowski P.: Problem przydzialu pracownikéw do stanowisk pracy zagrozonych ryzykiem
korupcji. ,,Logistyka”, nr 2, 2012, s. 737-746.
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Szczegotowe dane o przedziatach, z ktorych generowane sg losowe liczby przedstawione sa

w tabeli 4.

Tabela 4

Przedzialy, z ktorych generowane sg losowe liczby dla analizowanego problemu przydziatu

Stanowisko 1

Stanowisko 2

Stanowisko 3

Stanowisko 4

Stanowisko 5

Stanowisko 6

Stanowisko 7

typ 1 typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ 5
Pracownik 1 <0, 21> <0, 21> <0, 21> <22,26> <22,26> <33, 48> <0, 21>
Pracownik 2 <0, 21> <0, 21> <0, 21> <22,26> <22,26> <33, 48> <33, 48>
Pracownik 3 <27,32> <27,32> <33, 48> <0, 21> <0, 21> <33, 48> <0, 21>
Pracownik 4 <0, 21> <0, 21> <27,32> <0, 21> <0, 21> <33, 48> <0, 21>
Pracownik 5 <33, 48> <33, 48> <0, 21> <33, 48> <33, 48> <0, 21> <27,32>
Pracownik 6 <33, 48> <33, 48> <33, 48> <0, 21> <0, 21> <22,26> <0, 21>
Pracownik 7 <33, 48> <33, 48> <33, 48> <27,32> <27,32> <0, 21> <0, 21>

Zrodto: Opracowanie wilasne.

Generowane sg losowe permutacje, a nastepnie wypetniana jest macierz wykorzystywana przy

obliczeniach przy uzyciu klasycznych algorytméw przydziatu:
— permutacja zbioru <0, 21> = {1, 18, 21, 0, 15, 16, 4, 3,9, 11, 6, 7, 20, 2, 5, 8, 13, 19,

12,10, 14, 17},
— permutacja zbioru <22, 26> = {26, 23, 25, 24, 22},

— permutacja zbioru <27,32> = {31, 27, 29, 28, 30, 32},
— permutacja zbioru <33, 48> = {38, 41, 34, 48, 35, 45, 42, 47, 36, 37, 46, 40, 39, 43, 33,

443,

Dla tak okreslonych permutacji dane do rozwigzania klasycznego zagadnienia przydzialu

zaprezentowane sa w tabeli 5.

Tabela 5
Macierz losowych kosztow do rozwigzania klasycznego zagadnienia przydzialu
Stanowisko 1 | Stanowisko 2 | Stanowisko 3 | Stanowisko 4 | Stanowisko 5 | Stanowisko 6 | Stanowisko 7
typ 1 typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ S
Pracownik 1 1 18 21 26 23 38 0
Pracownik 2 15 16 4 25 24 41 34
Pracownik 3 31 27 48 3 9 35 11
Pracownik 4 6 7 29 20 2 45 5
Pracownik 5 42 47 8 36 37 13 28
Pracownik 6 46 40 39 19 12 22 10
Pracownik 7 43 33 44 30 32 14 17

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Dzigki zastosowaniu opisanych mechanizméw analizowany problem zostal sprowadzony

do klasycznego zagadnienia, ktére mozna dokltadnie rozwigza¢, np. szybkim algorytmem

wegierskim (wielomianowy czas obliczen).
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Przebieg algorytmu wegierskiego

1) Od kazdego elementu wiersza odja¢ najmniejszy element w tym wierszu.

Stanowisko 1

Stanowisko 2

Stanowisko 3

Stanowisko 4

Stanowisko 5

Stanowisko 6

Stanowisko 7

typ 1 typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ S
Pracownik 1 1 18 21 26 23 38 0
Pracownik 2 11 12 0 21 20 37 30
Pracownik 3 28 24 45 0 6 32 8
Pracownik 4 4 5 27 18 0 43 3
Pracownik 5 34 39 0 28 29 5 20
Pracownik 6 36 30 29 9 2 12 0
Pracownik 7 29 19 30 16 18 0 3

2) Od kazdego elementu kolumny tabeli odja¢ najmniejszy element w tej kolumnie.

Stanowisko 1

Stanowisko 2

Stanowisko 3

Stanowisko 4

Stanowisko 5

Stanowisko 6

Stanowisko 7

typ 1 typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ S
Pracownik 1 0 13 21 26 23 38 0
Pracownik 2 10 7 0 21 20 37 30
Pracownik 3 27 19 45 0 6 32 8
Pracownik 4 3 0 27 18 0 43 3
Pracownik 5 33 34 0 28 29 5 20
Pracownik 6 35 25 29 9 2 12 0
Pracownik 7 28 14 30 16 18 0 3

3) Wykresli¢ zera za pomoca minimalnej liczby poprowadzonych linii skreslen

(zaznaczen).
Stanowisko 1 | Stanowisko 2 | Stanowisko 3 | Stanowisko 4 | Stanowisko 5 | Stanowisko 6 | Stanowisko 7
typ 1 typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ S
Pracownik 1 0 13 21 26 23 38 0
Pracownik 2 10 7 0 21 20 37 30
Pracownik 3 27 19 45 0 6 32 8
Pracownik 4 3 0 27 18 0 43 3
Pracownik 5 33 34 0 28 29 5 20
Pracownik 6 35 25 29 9 2 12 0
Pracownik 7 28 14 30 16 18 0 3

Liczba zaznaczonych wierszy i kolumn jest rowna 6 i r6zna od n = 7, wigc algorytm

musi by¢ kontynuowany.

4) Wybdr minimalnego, niezaznaczonego elementu x =

5. Doda¢ x do elementéw na

przecigciu zaznaczonych wierszy i kolumn. Odja¢ x od niezaznaczonych elementow.

Stanowisko 1

Stanowisko 2

Stanowisko 3

Stanowisko 4

Stanowisko 5

Stanowisko 6

Stanowisko 7

typ 1 typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ §
Pracownik 1 0 13 26 26 23 38 0
Pracownik 2 5 2 0 16 15 32 25
Pracownik 3 27 19 50 0 6 32 8
Pracownik 4 3 0 32 18 0 43 3
Pracownik 5 28 29 0 23 24 0 15
Pracownik 6 35 25 34 9 2 12 0
Pracownik 7 28 14 35 16 18 0 3

Liczba zaznaczonych wierszy i kolumn jest réwna 6 i r6zna od n = 7, wigc algorytm

musi by¢ kontynuowany.

5) Wybdr minimalnego, niezaznaczonego elementu x = 2. Doda¢ x do elementow na

przecieciu zaznaczonych wierszach 1 kolumnach. Odja¢ x od niezaznaczonych

elementow.
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Stanowisko 1 | Stanowisko 2 | Stanowisko 3 | Stanowisko 4 | Stanowisko 5 | Stanowisko 6 | Stanowisko 7
typ 1 typ 1 typ 2 typ 3 typ 3 typ 4 typ 5

Pracownik 1 0 13 28 26 23 40 0
Pracownik 2 3 0 0 14 13 30 23
Pracownik 3 27 19 52 0 6 34 8
Pracownik 4 3 0 34 18 0 43 3

Pracownik 5 26 27 0 21 22 0 13
Pracownik 6 35 25 36 9 2 14 0
Pracownik 7 26 12 35 14 16 0 1

Liczba zaznaczonych wierszy 1 kolumn jest rowna 7 i rowna n = 7, wiec mozliwe jest
juz znalezienie rozwigzania — odpowiednie przydzialy wyznaczaja zera wyrdznione

pogrubiong czcionka.

Uzyskana alokacja wyglada nastepujaco:

Pracownik 1 — Stanowisko 1, pracownik 2 — Stanowisko 2, pracownik 3 — Stanowisko 4,
pracownik 4 — Stanowisko 5, pracownik 5 — Stanowisko 3, pracownik 6 — Stanowisko 7,
pracownik 7 — Stanowisko 6.

Minimalna warto$¢ funkcji dla tego zagadnienia przydziatu z macierzg losowych kosztow
(tabela 5) wynosi 1 +16 +3 +2 + 8 + 10 + 14 = 54, przy maksymalnej wartosci funkcji celu F
rownej 7 (wzor 8) i pomocniczej, minimalnej wartosci funkcji celu F, (wzér 16) rownej 0
(przydzielono wszystkie stanowiska z uwzglednieniem rotacji).

Proponowana metoda rozwigzania zapewnia losowos$¢: dla innej macierzy losowych
kosztéw moga by¢ generowane inne przydzialy pracownikow, uwzgledniajace rotacje
wybranych stanowisk.

W artykule przedstawione jest zastosowanie do rozwigzania problemu klasycznego
algorytmu wegierskiego o ztozonosci wielomianowej rzedu O(n®). Mozliwe jest rowniez
zastosowanie innych szybszych algorytméw'?, proponowanych dla zagadnien przydziahu,
np. metod rekurencyjnej'?, heurystycznej'*. Uzycie innych algorytméw bedzie przedmiotem
dalszych prac autora.

Podsumowanie

W artykule analizowane jest zagadnienie przydziatu pracownikow do stanowisk pracy
w systemie odpraw celnych. Dla tego zagadnienia obsada stanowisk pracy powinna by¢

generowana w sposob losowy z uwzglednieniem rotacji czesci stanowisk. Aktualnie przydziat

12 Akpan N.P., Abraham U.P.: A Critique of the Hungarian Method of Solving Assignment Problem to the
Alternate Method of Assignment Problem by Mansi. ,International Journal of Sciences: Basic and Applied
Research”, No. 29(1), 2016, p. 43-56; Dutta J., Pal S.C.: A note on Hungarian method for solving assignment
problem. ,,JJournal of Information and Optimization Sciences”, No. 36(5), 2015, p. 451-459.

13 Matsiy O.B., Morozov A.V., Panishev A.V.: The Recurrent Method to Solve the Assignment Problem.
,,Cybernetics and Systems Analysis”, No. 51(6), 2015, p. 939-946.

4 Amponsah S., Otoo D., Salhi S., Quayson E.: Proposed Heuristic Method for Solving Assignment Problems.
~<American Journal of Operations Research”, No. 6, 2016, p. 436-441.



Problem losowego przydzialu pracownikow... 243

pracownikow do odpraw celnych jest wykonywany przy uzyciu prostego algorytmu
priorytetowego. Analiza jego dziatania wskazata jednak na potrzebe¢ usprawnien. Proponowane
podejscie bedzie rozwazane do wdrozenia w najblizszym czasie.

W artykule opisany jest sposéb budowy modelu matematycznego dla tego specyficznego
problemu, ktory jest zaprezentowany dla przyktadowego problemu alokacji. Do rozwigzania
zagadnienia moze by¢ wykorzystany algorytm wegierski dla odpowiednio losowo
wygenerowanej macierzy kosztow, ktorej zasady budowy sg przedstawione w artykule.

W dalszych pracach autor skoncentruje si¢ na implementacji algorytmu wegierskiego
iinnych wydajnych algorytmoéw przydziatu oraz sprawdzeniu ich wydajnosci dla
przygotowanych probleméw testowych. Poza czasem dziatania algorytmow zostanie
przebadana losowo$¢ generowanych przydzialdw i1 mozliwo$¢ ich wykorzystania dla

praktycznego zagadnienia przydziatu pracownikow do stanowisk odpraw celnych.
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