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CALKOWANIE ROWNA N RUCHU KONSTRUKCJI
Z ULAMKOWYMI TLUMIKAMI MAXWELLA

W pracy przedstawiono nawmetod numerycznego catkowania rownauchu

z lepko-spgzystymi tlumikami drgéa. Tlumiki drgaa 53 opisywane za pomac
utamkowego modelu Maxwella. Do opisu tego modetisige s¢ pochodne utam-
kowe (niecatkowitego kxlu). Podano podstawy teoretyczne proponowanej metod
oraz omoéwiono wyniki przyktadowych obliaze

Stowa kluczowe:dynamika, ttumiki drga, zasada Boltzmana, drgania niestacjo-
narne

1. Wprowadzenie

Efektywry metod, zmniejszania drgawszelkiego rodzaju konstrukcji jest
instalowanie na niej hego rodzaju ttumikow. Gsto w tym celu stosuje ¢si
tzw. thumiki lepko-spgzyste [1, 2]. Zasadniczym elementem tego rodzajuittu
kow s warstwy wykonane z materiatu o igeh maliwosciach rozpraszania
energii (bardzo asto kopolimery). W lepko-spzystych ttumikach cieczowych
zasadniczym elementem siecze o diej lepkaci. Oméwienie sposobow wbu-
dowania tego rodzaju ttumikéw oraz ich zasad dmiatd konstrukcji mana
znalez¢ w [1, 2]. Dynamiczne zachowanie tych ttumikéw appésse za pomog
réznych modeli reologicznych. Przedl stosowanych w tym celu modeli reolo-
gicznych mana znale¢ w monografii [1]. Najczsciej stosowanymi modelami
to model wiskotyczny, Kelvina i model Maxwella. Jalgnika z prac [3, 4] mo-
dele te niezbyt precyzyjnie opigugachowanie ttumikow lepko-sptystych, do
poprawnego opisu wymagane jest zastosowanie npolniogego modelu
Maxwella o duej liczbie parametréw. Prowadzi to do znacznegoosizr liczby
niewiadomych w réwnaniach ruchu konstrukcji z lejggaezystymi ttumikami
drgai. Z tego powodu coraz ¢xiej do opisu tych ttumikdéw stosujeesizw.
utamkowe modele reologiczne [1]. Modele te wierripjsup zachowanie thu-
mikéw w szerokim zakresie e¢gtosci wymuszenia, a réwnocggie zawieraj
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mniej parametréw. Réwnaniaadiczkowe opisujce utamkowe modele reolo-
giczne zawieraj jednak pochodne utamkowe; co komplikuje metodywigza-
nia rowna ruchu konstrukcji poniewaw tych ostatnich wyspuja takze po-
chodne utamkowe (poréwnaj [1]).

Istnieje jednak mdiwos¢ opisania zachowania utamkowych modeli reolo-
gicznych za pomagcréwna catkowych wykorzystujcych zasagl Boltzmana
(poréwnaj [5]). W tym przypadku zachowanie konstjujest opisywane macie-
rzowym rownaniem riniczkowo-catkowym. W réwnaniu tym nie wyglija
pochodne utamkowe, ale trzeba é@rfankcje relaksacji modeli utamkowych
uzytych do opisu tlumikéw. Funkcje te gnane, ale opisywane ga pomog
funkcji specjalnych (poréwnaj [6]). W przypadku dgym do rozwijzania
omawianego réwnania stosuje snhetody numerycznego catkowania. Zostaty
one opisane np. w pracach [7-10]. We wszystkichowspanych prace zasto-
sowano pochodnych utamkowe podane przez Grunwal#gao ich do sformu-
towania metody numerycznego catkowania. Metodyharakteryzuj sie tym,
ze we wszystkich przypadkach ruch konstrukcji z @etami lepko-sgrzystymi
(ttumikami lub warstwami) opisywano rownaniaminiczkowymi.

W pracy rozpatruje siproblem nieustalonych drjavymuszonych kon-
strukcji spezystych z wbudowanymi lepko-sptystymi ttumikami drga. W od-
réznieniu od wyej wymienionych prac do opisu rozpatrywanego uktadwa
sie rbwnania raniczkowo-catkowego. Rozwkanie wyznacza sinowg metod,
numerycznego catkowania.

2. Robwnania ruchu

2.1. Réwnania ruchu ttumika drgan

Do opisu ttumikow drga stosuje s tzw. utamkowy model Maxwella.
Sktada s} on z pojczonych szeregowo elementu eqyistego i tzw. elementu
sprezysto-lepkiego (the spring-pot element) [1, 3]. Zashnie elementu sgry-
sto-lepkiego opisuje zatrosi¢:

u(t) = ¢, Dy x(t) (1)

gdzie u(t) jest sih w tym elemenciex(t) wzglednym przemieszczeniem ko
cow omawianego elementad, stah elementu, a symboD,” x(t) oznacza po-

chodry utamkows rzedu a funkcji x(t) wzgledem czasu . W pracy uywa st

pochodnych utamkowych Caputo [1, 3].
Zachowanie utamkowego ttumika Maxwella opisuje réawie:

u(t) + 67 Du(t) = k, 6 DI x(t) )
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gdzie 6 jest czasem relaksacfl” =c,4 / kg, a k, jest wsp6tczynnikiem sztyw-

nosci elementu sprystego.
Po wykonaniu na réwnaniu (2) transformacji Laplaceiamy:

(s6)" _

U=k s X 3)

gdzie symbolet(s) i X(s) oznaczaj odpowiednio transformaty Laplace’'a
u(t) i x(t), s jest zmienn Laplace’a.
Jeveli x(t) = x, = constto

_ 1 (s6)°
u(s)=ky =————X, » 4
(s) v (4)
a po wykonaniu odwrotnej transformacji Laplace’ewginuje s¢ [6]:
u(t) =k, E, (- t/6) Jx, = G(t)x ©)
gdzie G(t) jest funkcy relaksacji utamkowego modelu Maxwella. Symbol

E,(-(t/6)") oznacza jednoparametrawfunkcje specjala Mittag-Lefflera,
ktéra dlaa > O jest zdefiniowana w nagtujacy sposéb (poréwnaj [3]):

Ea(z):iz"/r(cm+1) (6)

gdzie ' (x) jest funkci gamma.

Jezeli przemieszczenia wzglne utamkowego ttumika Maxwella zmierijaj
sie w sposéb dowolny to korzyssaj z zasady superpozycji Boltzmana (poréw-
naj [4]) mazna napisé&

u(t) = j G(t - 1)x(r)dr (7)

2.2. Réwnania ruchu konstrukcji z ttumikami drgan

Réwnanie ruchu konstrukcji sgystej z utamkowymi ttumikami Maxwella
mozna zapisaw postaci poriiszego rownania ehiczkowo-catkowego [5]:

Mq(t)+CCI(t)+IG(t—T)C'I(T)dT+KQ(t) =P(®) (8)
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gdzie symboleM, C, K, oznaczaj odpowiednio macierze bezwtadcn
ttumienia i sztywnéci konstrukcji, G(t —7) jest macierz funkcji relaksacji

thumikow, q(t) wektorem przemieszcizekonstrukcji, a P(t) wektorem sit

wymuszagcych. Macierz ttumieni&C jest macierz ttumienia proporcjonalnego
uwzglkdniajgca whasciwosci ttumigce konstrukciji.
Schemat przykltadowego ukfadu z ttumikami drgakazano na rys. 1.

4 dz d3 s
T T T A, T Pt
4
m, '_W_ mg '_W_ my my —™
damper 1 damper 2

Rys. 2. Schemat rozpatrywanego uktadu
Fig. 2. Scheme of the considered system

Sity wywotane dziataniemm ttumikéw mazna zapisaw postaci:

[et-nawdr=]3.6,¢-nL 4w ©
i wobec tego
G(t-1)=) G, (t-1)L, (10)

gdzie G, (t —7) jest funkcj relaksacji tumika o numerze, a L, maciera
alokacji wspomnianego ttumika.

3. Rozwiazanie rownania ruchu

Rozwigzanie réwnania ruchu wyznacza gia pomog metodysredniego
przyspieszenia Newmarka. Na osi czésobiera st szereg chwilt, przy czym
t.., =t +h gdzie h jest krokiem numerycznego catkowania. Wzory metody
sredniego przyspieszenia majobrze znampost& (poroéwnaj [1]):

Vn+1 = Vn +%(an +an+1) (11)

d,, =d,+hv, +2(a, +a,,) (12)

n+l

gdzied, =q(t,), v, =q(t,),aa, =d(t,).
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Do powyzszych relacji nakey dolgczy¢ réwnanie ruchu (8) rozumiane jako
warunek réwnowagi dynamicznej uktadu w chwijli,, tzn.

tn+1
4+ OV + [G(ty ~DA(D)dT +Kd =P, (13)

0

Ma

n

Catki wystpujace w (13) oblicza gi numerycznie korzystag z wartgci
funkcji podcatkowych w uprzednio obranych chwilach Zaktada si, ze funk-
cje pedkosci przemieszcze V; (7) =q; (1) mozna w typowym przedziale czasu
(7;,74); przy czymrt;, =7; +h; aproksymowa prostymi. Jest to zgodne
z aproksymacja wynikaga z metody sredniego przyspieszenia Newmarka.
Zmiany wartdci funkcji G, (t—7) dla matych wartéci argumentu(t —7) s
bardzo due i dlatego w typowym przedziale czaéuj ,TJ-+1) S3 one aproksy-
mowane funkcjami wykfadniczymi o tej samej postazifunkcje relaksacji thu-
mika opisywanego klasycznym modelem Maxwella, tzn.

Gy (ths = (7 +T)) =G, (ty —7;)e "2 (14)

gdzie0<7 <h jest lokalnym” czasem zaczymaym sk w chwili 7;. ,Lokal-

ny” czas relaksacjd, okreslony z warunku

Gy (thn =7, M) =G, (tyy —7;)€ " 7 =G, (tpy — Tju1) (15)

wyznacza & ze Wzoru:

6., =-hIING,_; /G i) (16)

We wzorze (16) oznaczon, ,_; =G, (th, —7Tj.), Graoju =Gty — 7).
Na rys. 2 pokazanos@zasut oraz wspomniane povsgj osier i 7 .

r i I"ﬂ r.i+1 i|'|i i"1 il'ICI
f -—t i
f,:l 5 L 5 [ In—,l EHH J'ﬂ L

Rys. 2. Osie czaswywane w opisie teoretycznym
Fig. 2. The axis of time used in theoretical dexarn
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Rozpatrzmy typow calke wystpujaca w réwnaniu (13). Ma ona posta
pokazap ponizej i jest aproksymowana w nagtijgcy sposob:

j G, (tya ~ 14T =Y. jG (tnss = DIV(D)AT (17)

=0 7,

a sumowanie dotyczy podprzedziatdbw na ktére podai@lprzedziat czasu
(O'tn+1) .
Catke wystepujaca w (17) przeksztatcasiw nastpujacy sposob:

t|+1

[G/ (e - V()T = jG (tns =, + D)=, + 70, o7 =

4

_f/é-rv.

1, - - 1.
Gy jui® ’F[(h—r)vj+rvj+1]dr= (18)

O =y

h
1o 1 _
F n- ]+1J.e /91 (h T)V +ij+l]dr
0

Po obliczeniu powsszych calek mina napis&

z-j+1

[ 61 (tys - 1)V(D)dT =

7 (19)
%I(G:,n—j + hG;,n—j+l - Glrl,n—j+1)Vj + (hG;,n—j + G;,n—j + G;,n-i+1)vj+ll

gdzie oznaczono

GrnJ_GrnJHrJ’ GrnJ_GrnJHrJ’
— o _ N2 (20)
Grn j+1 Grn j+lgr,j ' Grn j+1 Grn j+lgr,j
Jezeli j =n to z (19) otrzymuje i
z-r|+].
r{ G, (t ~DVD)AT =4{(G; g +1G,, =GV, + -

(hGr' ot Glr',o + G:,l)vn+l
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Po podstawieniu (19) do (17) i wydzieleniu sktadmikzawierajcych v;,;
mozna zalénoi¢ (17) przepis&w postaci:

tl+1 n-1
J-Gr(tn+1 _T)V(T)dT %[(Grn j rn j+1 _Gr,n—j+1)vj +
=0 j=0
(hGrn j +Grn j +Grn ]+1)V]+1] (22)

%[(Glr‘,o + hG} 17 G:;)Vn +(hGr o™ Gr ot Gr,l)vn+l]

Bioragc pod uwag powyzszy wynik mana catk wystpujaca w (13) zapi-
sa W nas¢pujacy sposoéb:

tn+1
[Glty ~DA@)AT =F g +3(1G + G + GV (23)
0

gdzie

_G"

r,n-j+1

n-1 . .
Foa = _ %[(G  +hG

rn-j rn-j+l )Vj +
(NG} oy +G ey 4G )V ]+ (24)
%(G:,o + hG'r,l _G:,l)vn

Ostatecznie rownanie (13) zapisuje \si postaci:

Ivlan+1 + [C +%(hGr0 + Gr 0 + Gr ,1)]Vn+l + Kd n+1 = I:>n+l - I:n+1 (25)

Po podstawieniu zataosci (11) i (12) do (25) mma temu réwnanie naéla
post&:

IZdn+1 = 5n+1 (26)
gdzie

K=K +2(zm +C)+h_22(hG'r,0+G:,o+G:,1) @7)



288 R. Lewandowski

5n+1 :Pn+1 _Fn+1 +M(h_42dn +ﬁvn +an)+C(%dn +Vn)_

28
1(G; +hG, -G, +1(hG, +G; +G;)2d, +v,) (28)

Z réwnania (26) mina wyznaczg wektor d ., (przemieszczenia uktadu
w chwili t,,), a ze wzoréw (11) i (12) pdkosci i przyspieszenia w tej samej
chwili.

Jereli w chwili pocaitkowej t, = 0" nie ma skoku sit wymuszgych to
réwnanie (13) rozumiane jako warunek réwnowagi witht, = 0" przyjmuje
posta:

Ma, +Cv, +Kd, =P, (29)

Z rownania (29) mina obliczy wektor przyspieszew chwili pocatkowej a,

wymagany w trakcie obliczania Wektolzq.

Funkcje relaksacjiG(t —7) szybko i monotonicznie malgjzmierzajc
asymptotycznie do zera wraz ze wzrostem argum@ntir) . Mozna wobec te-
go bez wgkszego hddu oblicza catke wystpujaca w réwnaniu (13) nie od

=0, aod7 =Jh, gdzie J jest liczly krokéw ktéra mana nie uwzgjdnia
podczas obliczania wspomnianej catki.

4. Wyniki przyktadowych obliczen

Wykonano przykladowe obliczenia dla ukladu skladejo st z 3 mas
i 2 thumikéw. Tiumiki 8 umieszczone madzy pierwsza mas a podizem
(1 ttumik) oraz m¢dzy druga i trzegi masa. Przyjo nas¢pujace dane do obli-
czeri: m =m, =m, =300000kg, k; =k,=k; =900 MN/m. Macierz ttumienia
proporcjonalnego wyznaczono zaklatajze bezwymiarowe wspétczynniki
thumienia pierwszej i drugiej postaci digawynosz 001. Przygto nastpujace
wartasci parametréw ttumikéw:c; = 04MNs”/m, k, = 400 MN/m, a=10.
Uklad poddano dziataniu sit wywotanych ¢sieniem ziemi zarejestrowanym
w El Centro. Krok catkowania rowaauchu h= 0004. W historii procesu pa-
migtano ostatnich 400 krokdw.

Na rys. 3 pokazano przemieszczenia trzeciej masyolane wspomnia-
nym trzsieniem ziemi. Z kolei na rys. 4 pokazano w jakdbsfb zmienia i
w czasie sita w drugim ttumiku. W trakcie obliézeprawdzano bilans energii
uktadu. Przeeitny blad w spetnieniu rownania bilansu energii wynosit foko
2%. Oznacza ta;e opracowana metoda jest wystargeajdoktadna.
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Rys. 3. Zmiany przemieszczenia trzeciej masy wpalgei od czasu

Fig. 3. Changes of the third mass versus time axis
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Rys. 4. Zmiany w czasie sity w drugim thumiku
Fig. 4. Changes of the force in the second dampesug time

5. Uwagi koncowe

W pracy omawia ginowa metog numerycznego catkowania réwneuchu
opisywanych za pomaadwnania régniczkowo-catkowego. Réwnanie to opisu-
je drgania konstrukcji sptystej z zainstalowanymi ttumikami dngapisywa-
nymi za pomog tzw. utamkowego modelu Maxwella. Zaproponowanaoiuhet
nie wymaga wprowadzenia tzw. zmiennych wetramych co znacznie zmniej-
sza wymiar analizowanego problemu. Przykladowecabhia dowody, ze jest
to metoda efektywna.
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NUMERICAL INTEGRATION OF EQUATION OF MOTION OF
STRUCTURES WITH FRACTIONAL MAXWELL DAMPERS

Summary

The new numerical method of integration of equatddmotion of structural systems with
viscoelastic dampers is presented in the papeco¥lastic dampers are described with a help of
the fractional rheological model of Maxwell typenél fractional derivatives are use in description
of dampers. The theoretical basis of the proposethad are presented. Moreover, results of ex-
emplary calculation are described and briefly disedl.

Keywords: dynamics, dampers, Boltzman'’s principle, transiémtation
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