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MODELOWANIE I ANALIZA POLA MAGNETYCZNEGO 
W NIETYPOWYCH UKŁADACH WSPÓŁRZĘDNYCH 
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Streszczenie. Prezentowany artykuł zawiera rozwiązanie równania Laplace’a dla układu współrzędnych sferoidy spłaszczonej oraz obliczenia rozkładu 
pola magnetycznego wewnątrz sferoidy spłaszczonej umieszczonej w jednorodnym polu magnetycznym. Modelowana sferoida ma paramagnetyczne 
właściwości magnetyczne. Umieszczenie sferoidy spłaszczonej o takich właściwościach powoduje zniekształcenie rozkładu pola magnetycznego, największe 
odkształcenia są na granicach ośrodków. Wielkość tych zmian zależy od ułożenia modelowanej sferoidy względem polaryzacji pola. 

Słowa kluczowe: pole magnetyczne, równanie Laplace’a 

MODELING AND ANALYSIS OF MAGNETIC FIELD 
FOR UNTYPICAL COORDINATE SYSTEMS 

Abstract. The paper presents solution of the Laplace equation for the oblate spheroid coordinate system and calculation of the magnetic field distribution 
inside the oblate spheroid placed in a uniform magnetic field. Modeled spheroid is paramagnetic. The oblate spheroid with such properties deformation 
the magnetic field distribution, the biggest deformation on borders of resorts. The magnitude of these changes depends on the pose spheroids modeled the 
polarization field. 
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Wstęp 

Dla określenia zjawisk zachodzących w paramagnetykach 
umieszczonych w polu magnetycznym konieczne jest w pierwszej 
kolejności wyznaczenie pola magnetycznego wewnątrz oraz 
wokół badanych obiektów. Jedną z możliwych metod jest 
otoczenie badanego obiektu powierzchniami drugiego stopnia 
[6,10]. Zastosowanie geometrii sferycznych pozwala objąć 
większość możliwych kształtów. Jest to główny powód szerokiego 
wykorzystania tych geometrii. Szczególnym przypadkiem sferoidy 
jest sferoida spłaszczona, stosuje się ją do przybliżenia wielu 
różnych kształtów min. cząsteczek, ziarniaków roślin, ciała 
człowieka i zwierząt a nawet łodzi podwodnych [1, 2, 3, 11, 14].  

1. Współrzędne sferoidy spłaszczonej 

Układ współrzędnych sferoidy spłaszczonej tworzy się przez 
przyjęcie ortogonalnej rodziny współogniskowych elips i hiperbol 
i obrót dokoła mniejszych osi elips. Otrzymane powierzchnie 
współrzędnych są spłaszczonymi sferoidami, półpłaszczyznami 
i hiperboloidami jednopowłokowymi [7]. 

 

Rys. 1. Współrzędne sferoidy spłaszczonej 

Współrzędne sferoidy spłaszczonej (𝜂, 𝜃, 𝜓) związane są ze 
współrzędnymi prostokątnymi następującymi zależnościami: 

 
𝑥 = 𝑎 cosh𝜂 sin𝜃 cos𝜓
𝑦 = 𝑎 cosh𝜂 sin𝜃 sin𝜓
𝑧 = 𝑎 sinh𝜂 cos𝜃

 (1) 

Powierzchnie η = const. są sferoidami spłaszczonymi 

 𝑥2

𝑏2
+ 𝑦2

𝑏2
+ 𝑧2

𝑐2
= 1 (2) 

gdzie: b = a coshη, c = a sinhη, a – ogniskowa rodziny sferoid. 

Parametr η zmienia się w przedziale od 0 do ∞. Jeżeli η = 0 
sferoida przyjmuje kształt odcinka o długości 2a, leżącego na osi 
OZ. Dla η → ∞ sferoida staje się kulą o nieskończenie dużym 
promieniu. 

Zmienna θ przyjmuje wartości w zakresie od 0 do π, przy 
czym wartość 0 związana jest z dodatnim kierunkiem osi z, 
w szczególnym przypadku θ = π/2, hiperboloida przechodzi 
w płaszczyznę xy z kołowym otworem o promieniu a.  

Natomiast zmienna ψ przyjmuje wartości w zakresie od 0 do 
2π, jest to kąt mierzony wokół osi z. Powierzchnie o stałych 
wartościach ψ są półpłaszczyznami przechodzącymi przez oś z. 

Przez analogię dla współrzędnej θ można używać określenia 
„długość geograficzna” a dla ψ „szerokość geograficzna” [7, 8]. 

2. Równanie Laplace’a 

Dla wyznaczenia rozkładu pola magnetycznego wewnątrz i w 
otoczeniu rozważanego modelu ziarniaka użyto równania 
Laplace’a w układzie sferoidy spłaszczonej. Metodą analityczną 
rozwiązania równania Laplace’a zastosowaną w obliczeniach jest 
metoda rozdzielenia zmiennych. Metodę rozdzielenia zmiennych 
można użyć tylko wtedy, kiedy granice środowisk są 
powierzchniami współrzędnych. Wobec tego przyjmuje się 
naturalne założenie, że w sferoidalnym modelu powierzchnie 
rozgraniczające środowiska są opisane równaniami η = const.  

We współrzędnych sferoidy spłaszczonej równanie Laplace’a 
ma postać [7]: 
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Po rozdzieleniu zmiennych otrzymuje się układ równań [7]: 
 𝑑2𝛹

𝑑𝜓
+ 𝑞2𝛹 = 0  (4) 

 𝑑2𝛩
𝑑𝜃2

+ 𝑐tg𝜃 𝑑𝛩
𝑑𝜃

+ �𝑝(𝑝 + 1) + 𝑞2

sin2𝜃
� 𝛩 = 0 (5) 

 𝑑2𝐻
𝑑𝜂2

+ tgh𝜂 𝑑𝐻
𝑑𝜂

+ �−𝑝(𝑝 + 1) + 𝑞2

cosh2𝜂
�𝐻 = 0 (6) 

 
W przypadku, jeżeli 𝑉m jest funkcją wszystkich trzech zmiennych 
przestrzennych (𝜂, 𝜃, 𝜓, ),  szczególnym rozwiązaniem równania 
Laplace’a są równania: 

 
𝑉m =  𝑃𝑝

𝑞(𝑖 sinh𝜂)𝑃𝑝
𝑞(cos𝜃)sin𝑞𝜓

𝑉m =  𝑄𝑝
𝑞(𝑖 sinh𝜂)𝑄𝑝

𝑞(cos𝜃)cos𝑞𝜓
 (7) 
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Jeżeli potencjał Vm zależy tylko od współrzędnej 𝜂, równanie 
Laplace’a upraszcza się do wyrażenia: 
 d2𝑉m

d𝜂2
+ tgh𝜂 d𝑉m

d𝜂
= 0 (8) 

W przypadku istnienia symetrii osiowej, potencjał jest tylko 
funkcją współrzędnej 𝜂, równanie Laplace’a przyjmuje zatem 
postać (8), a jego rozwiązaniem ogólnym są równania [7,8]: 
 𝑉m = 𝐴 + 𝐵 arctg(sinh𝜂) (9) 
lub 
 𝑉m = 𝐶 + 𝐷 arcctg(sinh𝜂) (10) 
w których A, B, C, D – stałe całkowania. 

3. Natężenie pola magnetycznego wewnątrz 
sferoidy spłaszczonej umieszczonej  
w jednorodnym polu magnetycznym 

W celu wyznaczenia rozkładu pola magnetycznego wewnątrz 
sferoidy spłaszczonej, zakładając symetrię osiową, należy przyjąć 
następujące warunki brzegowe [4, 5, 9, 12, 13, 15]: 
 𝜂 = 𝜂0   →  𝑉m = 0, 
 𝜂 → ∞  →   𝑉m =  𝐻0 𝑧 = 𝐻0 𝑎 sinh𝜂 cos𝜃  
Rozwiązanie równania Laplace’a w analizowanym przypadku ma 
postać: 
 𝑉m(𝜂) = 𝐻0 �1 −

sinh𝜂0
sinh𝜂

� sinh𝜂 arcctg(sinh𝜂)−1
sinh𝜂0 arcctg(sinh𝜂0)−1

�� (11) 
 
Do wyznaczenia natężenia pola, korzysta się z zależności: 
 𝑯 = − 𝒂𝜼

√𝑔11

𝑑𝑉m
𝑑𝜂

 (12) 
 
Ostatecznie otrzymuje się: 
 𝑯 = 𝐻0 𝒂𝜼 �1 + sinh𝜂0 arcctg(sinh𝜂0)−tgh2𝜂0

1−sinh𝜂0 arcctg(sinhη0) � (13) 
 
Rysunek 2 przedstawia rozkład natężenia pola magnetycznego 
wewnątrz oraz wokół sferoidy spłaszczonej o właściwościach 
paramagnetycznych, umieszczonej w jednorodnym polu 
magnetycznym. 

 

Rys. 2. Rozkłady natężenia pola magnetycznego dla sferoidy spłaszczonej 
umieszczonej w jednorodnym polu magnetycznym spolaryzowanym wzdłuż krótszej 
osi sferoidy dla : a) płaszczyzny z = 0,    b) płaszczyzny x = 0.  
Rozkłady natężenia pola magnetycznego dla sferoidy spłaszczonej umieszczonej 
w jednorodnym polu magnetycznym spolaryzowanym wzdłuż dłuższej osi sferoidy 
dla  c) płaszczyzny z = 0,  d) płaszczyzny y = 0 

4. Wnioski 

Sferoida spłaszczona o właściwościach paramagnetycznych, 
umieszczona w jednorodnym polu, powoduje zniekształcenie tego 
pola. Rozpatrując przypadek pola magnetycznego 
spolaryzowanego wzdłuż jednej z krótszych osi można zauważyć, 
że największe zniekształcenia są na granicy ośrodków gdzie linie 
pola wnikają w sferoidę pod większym kątem. Dla płaszczyzny z 
= 0 pole magnetyczne wewnątrz sferoidy nieznacznie rośnie 
zbliżając się do jej środka, względem krawędzi sferoidy. 
Natomiast dla powierzchni  x = 0 natężenie pola nieznacznie 
maleje zbliżając się do środka sferoidy względem jej krawędzi. 

Analizując drugi przypadek, w którym pole magnetyczne jest 
spolaryzowane wzdłuż dłuższej osi sferoidy, można 
zaobserwować, że zniekształcenia pola magnetycznego są 
największe na granicy ośrodków gdzie linie pola wnikają do 
wnętrza sferoidy pod większym kątem. Dla płaszczyzny z = 0, 
natężenie pola magnetycznego, zbliżając się do środka sferoidy 
nieznacznie maleje w stosunku do krawędzi sferoidy. Dla 
płaszczyzny y = 0 jest przeciwnie tzn. bliżej środka sferoidy pole 
rośnie względem krawędzi. Na zewnątrz sferoidy przy największej 
krzywiźnie powstaje szybki wzrost pola, który następnie maleje 
do wartości pola zewnętrznego. 

Wewnątrz namagnesowanej sferoidy spłaszczonej natężenie 
pola magnetycznego ma stałą wartość w całej przestrzeni. Na 
zewnątrz sferoidy na granicy ośrodków, natężenie pola 
nieznacznie rośnie i następnie szybko maleje. Wzrost natężenia 
jest tym większy im większa jest krzywizna sferoidy. 
Zniekształcenie pola jest większe dla sferoidy namagnesowanej 
wzdłuż dłuższej osi. 
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