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Streszczenie
W pracy przedstawiono opis metody podwyzszenia rzedu doktadnosci rozwiqzania za pomocq
rekonstrukcji WENO 5-tego rzedu. Na przyktadzie propagacji ptaskiej fali uderzeniowej w przy-
padku jednowymiarowym dokonano poréwnania rozwiqzania uzyskanego metodq WENO i sche-
matem 2-ego rzedu doktadnosci w czasie i przestrzeni.

WSTEP

Hiperboliczne uktady réwnan rézniczkowych stosowane sa w wielu obszarach nauki takich
jak dynamika przeptywéw Scisliwych, modelowanie turbulencji, predykcja stanu pogody, mo-
delowanie plazmy i wielu innych. Rozwigzania analityczne dostepne sa tylko dla niewielu spe-
cjalnych przypadkéw i dlatego metody numeryczne muszg by¢ stosowane w praktyce.
Wspbtczesne metody numeryczne powinny umozliwia¢ doktadne rozwigzanie przeptywu,
w ktéorym moga wystapic obszary nieciagte.

Metoda rekonstrukcji rozwigzania WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory Scheme)
[1] nalezy do nieliniowych metod interpolacji. Jej najwieksza zaleta jest to, ze powstaty przez
rekonstrukcje rozwigzania schemat numeryczny jest bezoscylacyjny - dzieki zastosowaniu nie-
liniowym wagom schematu interpolacji, ktére dodatkowo adaptujg sie do lokalnego rozwia-
zania.

METODA BILANSOW ELEMENTARNYCH

Réwnania Eulera opisujg ruch ptynu nielepkiego, nieprzewodzacego ciepta, Scisliwego. Uktad
rownan Eulera zawiera 5 réwnan nieliniowych, opisujagcych zachowanie masy, pedu i energii.

Dana jest domena Q o brzegu A=0Q. Réwnania Eulera w formie catkowej zapisa¢ mozna, jako:

- [[[vae+ [JF(U) saa=o m
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T
gdzie U = [ o, pu, pv, pw, E ] jest wektorem zmiennych zachowawczych (macierz stanu),

T 1 - -~
a p gestoscig, V = [M,V, W] wektorem predkosci, E = pe+§pV-V energia catkowita

oraz e energia wewnetrzng. Skierowany na zewnatrz jednostkowy wektor normalny

T —
n= [nx,ny, nZ] okresla orientacje powierzchni (brzegu) A. Tensor strumieni F (U) zapi-

sa¢ mozna jako [FX (U),Fy (U),Fz (U):' .

pu pv pW
pu’+p pvu pwu
F(U)=| puv pv:+p pYW
puw pyw pw' +p (2)
u(E+p) v(E+p) W(E+p)

gdzie p jest ciSnieniem statycznym. Nielepki strumien w réwnaniu (1) mozna wy-
razi¢ jako czyli:
pu
puu+ pn,

F (U)-i=| pins pn,
pbAtw+pnz (3)
i Zt(E+p) |

A

gd21e U jest kontrawariancyjng sktadowa predkosci normalng do A, zdefiniowang jako
u =V 0. Uklad réwnan nie jest zamkniety i odpowiednie réwnanie zachowania stanu jest
potrzebne. Zapewnia ono hiperbolicznos$¢ uktadu. Dla wielosktadnikowych gazéw, w ktérych
moga zachodzi¢ reakcje chemiczne, przyjmuje sie model gazu pétdoskonatego.

Aby okresli¢ metode bilanséw elementarnych réwnanie (1) moze by¢ rozwazone dla kazdej
objetosci kontrolnej V; o brzegu oV

%j{jwmgﬁ(u)-ﬁydaz:o )
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= 1
Definiujac $rednig warto$¢ dla kazdej objetosci U, = —J:U UdV , gdzie |V,| oznacza ob-
Ny |V;| Vi
jetos¢ elementu V; oraz OV, = ZSU gdzie N;  oznacza liczbe Scianek S;; elementu V;,

j=1

mozna sprowadzi¢ uktad réwnan do formy:

o ]2 ZH )1,dS, =0 (5)

Strumien mozna zapisaé jako:

F.(U)n,+F, (U)n, +F, (U)n, =T 'F,(TU) (6)

gdzie T jest macierza obrotu (transformacji) oraz T ! jest jej odwrotnoscia:

1 0 0 0 O I 0 0 0 O
0 n, n, n 0 0 n t, t,, O
T=0 ¢, 4, 4, O[T =0 n ¢, 1, 0
0 by tZ,y t2,z 0 0 n, tl,z tZ,z 0
0 1] 00 0 0 1]

—

gdzie wektory jednostkowe ﬁ,fl,t2 tworza ortogonalny uktad wspoétrzednych oraz

Strumien wyznaczy¢ mozna aplikujgc macierz obrotu T do macierzy stanu U otrzymujac
nowaq macierz stanu w lokalnym uktadzie wspétrzednych zwigzanych z dang objetoscig kon-

trolna . U jest zwigzane z nowym uktadem wspoétrzednych kartezjaniskich

A A

gdzie X lezy na kierunku normalnym do Sj; i skierowany jest jak na )A/ , Z potozone sg w kie-
runkach stycznych do S;.

Nastepnie strumien moze by¢ wyznaczony i sprowadzony z powrotem do uktadu
(%, y, z) poprzez zastosowanie odwrotnej macierzy obrotu. Réwnanie (5) mozna wiec zapisa¢
jako:

|V| ijT 'F, (TUS, =0 7)

7=l s,
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Strumien mozna przyblizy¢ numerycznie jako funkcje dwu macierzy

stanéow F(TU,,TU,) : F (TU)=F(TU,,TU,).

W niniejszej pracy strumien numeryczny obliczony zostat za pomoca schematu drugiego
rzedu doktadno$ci w czasie i przestrzeni WAF (Weighted Average Flux) [2; 3] na bazie solvera
HLLC (Harten-Lax-Leer-Contact) [4]. Schemat drugiego rzedu ograniczony zostat metoda TVD
(Total Variation Diminishing). Jako funkcje limitujgcg przyjeto Superbee.

METODA WENO

Warto$¢ $rednia zmiennej g; (moze by¢ zmienng zachowawcza: masa, ped, energia lub pry-
mitywng: temperatura, predkos$¢, ciSnienie) zapisana moze by¢ jako

1 §i+l/2

= A, q(&)dé

q;

gdzie A¢ jest dtugoscig komorki AE =&, =& .

Dla uzyskania (2r - 1) rzedu doktadnos$ci odwzorowania istnieje » mozliwych do zbudowa-
nia ‘stencili’ (sg to sgsiedztwa komdrek uzywane do stworzenia wielomianu interpolacyjnego).
Dla kazdego ‘stencila’ zbudowanego z » komdrek istnieje (» - 1) stopnia wielomian p; (&), [=0,...,7-
I

Poszukiwana warto$¢ funkgcji ¢ (&) wyrazona jest jako kombinacja liniowa wartosci wielo-
mianéw interpolacyjnych w punkcie ¢ przemnozonych przez odpowiednie wagi:

a(&)=S p(E)w
dl
(e+8)"

Wagi w, = k=0,..,r—1,gdzie a, =

=
1=0
Wagi d, to dodatnie wspdtczynniki okreslajace udziat danego wielomianu do rekonstrukcji

WENQO, z tym, ze

¢ jest matg liczba, zwykle ¢ = 1012, dodawang do mianownika, aby unikna¢ dzielenia przez zero,
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gdy §;=0

B, to tzw. funkcje gtadkosci okreslone jako:

Gan | dx

m=l1

B = ZF( @ (5)] AEMGE, [=0,.,r—1

Rekonstrukcje nalezy przeprowadzi¢ dla tzw. zmiennych charakterystycznych. W przypadku
wystapienia nieciggtosci w przepltywie obniza sie rzad rekonstrukgcji.

Na przyktad dla siatki strukturalnej o rownym podziale (siatka regularna) mozna wypro-
wadzi¢ réwnania wielomianu interpolacyjnego WENO 5-tego rzedu aproksymujacego rozwia-

LY
zanie w punkcie (i + 5) :

q1+1/2 WoDy T WD+ szz

gdzie p, jest warto$cig ekstrapolowang uzyskana z usrednienia warto$ci w $rodkach komoérek

w k-tym stencilu S, = (i —k,i—k+1Li—k+2):
1

Po =2 (=02 + 54, +24,)

p= é(2q,ﬂ +5¢,-4,.,)

P, = é(l g, -7q.,+2q.,)

Wspotczynniki d, wynosza odpowiednio dy= 0.3, d; = 0.6, d, = 0.1, natomiast funkcje §, dane
sg zalezno$ciami:

13 1
By =(4, =24, +4.2) +7 (30,44, +4.,)

12
13 1
B = 12(%1 2qi+qi+l)2+Z(Qi71_qi+l)2
13 1
B, = 12(q _2qi—1+qi)2+Z(qi—2_4qi—1+qi)2

Wartos$¢ rekonstrukcji w punkcie mozna otrzymac

poprzez symetrie. Wéwczas wspoétczynniki d;, wynosza odpowiednio dy=0.1, d; = 0.6, d,=0.3,
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a wartosci py:

1 1 1
Py = g(l lg,—74q.., +2q1‘+2)' P = g(zqi—l +5¢; _qz'+1)' P, = g(_Qi—Z +5¢;, + 2%)'

Funkcje f; pozostaja nie zmienione.

Dla schematu WENO 3-ego rzedu rozwigzanie w punkcie (i + Ej mozna zapisac jako:

L _
Qi1 = WoPoy T WP

a wartosci wielomianéw interpolacyjnych wynosza:

1
Do :E(qi +qi+1)

1
b= E(_qz‘—l + 3q,-)

Wspétczynniki d, wynosza odpowiednio dy = 2/3, d| = 1/3, natomiast funkcje f; dane sa zalez-
nosciami:

B, = (qu -4 )2

1Y
W przypadku interpolacji dla (1 - EJ : 6],-1:/2 =W, p, T W, p, wspoétczynniki dk wynoszg od-

. . ) 1 1
powiednio d,=1/3,d =2/3, awartoscip,: Py = 5(—q,.+1 + 3%) , D= E(Sqi + qi_l) :

Funkcje f; pozostaja nie zmienione.

WYNIKI

Wybrano rekonstrukcje 5-tego rzedu doktadnos$ci w przestrzeni. Ze wzgledu na wystepo-
wanie w przeplywie nieciggtosci schemat rekonstrukcji musiat by¢ ograniczony w poblizu fali.
Pierwsze ograniczenie obejmowato schemat WENO 3-ego rzedu doktadnosci. Drugie natomiast
schemat MUSCL rekonstrukgcji:

A A
qiL+1/2 =q1‘+7§S’ q,'lil/z =qi—7§S-
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S jest limitowanym odchyleniem, np. typu MINMOD:

_49 4. _ 44
L v

b

S = %(sign (A_ ) + sign (A+ ))min (|A_

Warunkiem, ktéry musi by¢ spetniony aby ograniczy¢ rzad schematu zostat ustalony:

{‘piim _ pi‘ >09p. v ‘piﬁl/z - pi‘ > 0.9pl} dla rekonstrukcji w punkcie (i + %)_

Natomiast w punkcie (i - %]Jr : {‘ Pl = pi‘ 209p, v ‘pﬁl/z - pi‘ 2 O'9pz} '

Rozwiazanie bazowe (w $rodkach komoérek obliczeniowych) otrzymano za pomocg solvera
HLLC (Harten-Lax-Leer-contact) wraz ze schematem 2-ego rzedu w czasie i przestrzeni WAF
(Weighted Average Flux) typu TVD (Total Variation Diminishing) z funkcjg limitujgca SUPER-
BEE. Za kroczenie w czasie odpowiadat jawny schemat Eulera 1-ego rzedu. Wszystkie powy-
zsze metody numeryczne zostaty zaimplementowane do kodu o nazwie REFLOPS1_WENO [5].

Test schematu WENO zostat przeprowadzony dla przypadku ptaskiej fali uderzeniowej pro-
pagujacej w prostym kanale zdyskretyzowanym geometrycznie za pomoca siatki regularne;j.
Jest to przypadek jednowymiarowy zastosowania rekonstrukcji rozwigzania metodg WENO.
W chwili poczatkowej istniejag dwa obszary: o niskim i o wysokim ci$nieniu. Predkosci poczat-
kowe s3 zerowe. Po pewnym czasie tworzy sie uktad fal zobrazowany na rysunkach 1-6.

Rys. 1. Rozktad ci$nienia wzgledem osi rury uderzeniowej
dla siatki o 50 objetosciach kontrolnych
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Rys. 2. Rozktad ci$nienia wzgledem osi rury uderzeniowej
dla siatki 0 100 objetosciach kontrolnych

Rys. 3. Rozktad gestosci wzgledem osi rury uderzeniowej
dla siatki 0 50 objetosciach kontrolnych
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Rys. 4. Rozktad gestosci wzgledem osi rury uderzeniowej
dla siatki 0 100 objetosciach kontrolnych

Rys. 5. Rozktad predkosci wzgledem osi rury uderzeniowej
dla siatki 0 50 objetosciach kontrolnych
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Rys. 6. Rozktad predkosci wzgledem osi rury uderzeniowe;j
dla siatki o 100 objetosciach kontrolnych

PODSUMOWANIE

Zastosowanie schematu WENO rekonstrukcji rozwigzania na siatce obliczeniowej umozli-
wia zwiekszenie doktadnos$ci wyznaczanego strumienia numerycznego, a wiec polepsza do-
ktadno$¢ przestrzenng symulacji. W przypadku przeptywoéw z nieciagto$ciami, metody WENO
zmniejszaja dyfuzje numeryczng rozwigzania w sgsiedztwie obszaréw nieciagtych, co powo-
duje lepsza aproksymacje fal uderzeniowych.

Metody WENO ponadto stanowia doskonata baze dla obecnie rozwijanych metod nume-
rycznych typu WENO-ADER [4]. Metody te umozliwiajg uzyskanie rozwigzania wysokiego
rzedu w czasie i przestrzeni.
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THE APPLICATION OF THE WENO METHODS
TO THE SIMULATION OF DETONATION WAVE PROPAGATION

Abstract
This paper describes the WENO method of the 5-th order of accuracy. A comparison between
the existing solution obtained from the 2-nd order accurate in time and space scheme and the
WENO solution has been made for one-dimensional blast wave propagation problem.



