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Analiza MES w sterowaniu drganiami belki
za pomoc3 elementow piezoelektrycznych

1 Wstep

Przetworniki piezoelektryczne w formie roziozonych elementéw zintegrowanych
7 ukladem podstawowym znalazty wazne zastosowanie w aktywnej redukcji drgan
konstrukeji cienkosciennych. W uktadach tych elementy piezoelektryczne stosowane sg
jako elementy pomiarowe (czujniki) oraz elementy wykonawcze (aktuatory). Dzialanie
czujnikéw zwigzane jest z prostym efektem piezoelektrycznym, ktéry polega
na wytworzeniu tadunku elektrycznego pod wplywem odksztalcen elementu.
W aktuatorach wykorzystywany jest efekt odwrotny, w ktérym zewngtrzne pole
elektryczne powoduje odksztalcenie elementu i oddziatywanie sitowe. Dobierajgc
odpowiednie sprzezenie zwrotne miedzy czujnikiem a aktuatorem, mozna wplywaé
na zachowanie ukladu gléwnego zgodnie z przyjetym celem. Przewaznie dobdér
elementéw sterowania w takich uktadach dokonywany jest przez odpowiednie
obliczenia analityczne lub/oraz numeryczne. Zatozone modele rzeczywistych
konstrukeji cienkosciennych sterowanych elementami piezoelektrycznymi wymagaja
zastgpienia uproszczonych obliczen metodami analitycznymi  zastosowaniem
zaawansowanej symulacji komputerowej. Jedng z metod symulacji dzialania takich
uktadéw jest metoda elementéw skonczonych (MES) [1,2,3]. Stosowanie tej metody
wymaga stworzenia odpowiednich modeli obliczeniowych badanych uktadéw.
W modelu takim nalezy uwzgledni¢ miedzy innymi wplyw sposobu polgczenia
elementéw piezoelektrycznych do sterowanej konstrukcji, a takze petli sprzezenia
zwrotnego miedzy czujnikiem a aktuatorem na dynamike badanego uktadu [4,5].
Opracowany model MES powinien by¢ odpowiednio wiarygodny. W pracy
przedstawiono analize aktywnego ttumienia drgan belki dla dwéch modeli potaczenia
elementéw piezoelektrycznych z belkg. W pierwszym modelu zatozono polgczenie
doskonate (bez warstwy posredniczgcej), natomiast w drugim modelu uwzgledniono
warstwe kleju w polgczeniu elementéw sterujgcych z belkg. Opracowano modele MES
badanego uktadu, przeprowadzono weryfikacje odpowiedniego modelu MES
z modelem analitycznym. Zbadano wplyw uwzglednienia warstwy kleju na otrzymane
wyniki symulacji drgan uktadu.

2 Opis badanego uktadu

Rozwazana jest belka wysiggnikowa o dlugosci [, szerokosci b i grubosci g. Do belki
przymocowane sg piezoelektryczne elementy rozmieszczone symetrycznie na jej gérnej
i dolnej powierzchni, miedzy wspdtrzednymi x; i x,. Stanowig one parg czujnik-aktuator
pracujacg w petli ze sprzgzeniem zwrotnym, proporcjonalnym do predkosci zmiany
napigcia w czujniku. Analizowano drgania swobodne belki przy poczatkowym
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wychyleniu jej konca oraz drgania wymuszone harmonicznie zmienng sitg F(7)
przylozong w odlegtosci xy od zamocowania belki. Schemat ukiadu pokazany jest na
rysunku 1. Wprowadzono dwa sposoby modelowania polgczenia elementéw piezo-
elektrycznych z belkg, tzn. polgczenie doskonale sztywne oraz polgczenie
z uwzglednieniem cienkiej warstwy kleju. Przedstawiono wplyw warstwy kleju
na charakterystyki dynamiczne ukladu. W pierwszym etapie analizy wykonano
obliczenia poréwnawcze metodg analityczng oraz MES, zakladajgc idealne polgczenie
elementéw piezoelektrycznych z belka.
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Rys. 1. Schemat analizowanej belki
Fig. 1. The schema of the analysed beam

3 Model analityczny badanej belki

W celu uzyskania réwnania ruchu uktadu zastosowano model belki wedlug teorii
Bernoulliego z uwzglednieniem ttumienia wewnetrznego opisanego modelem Kelvina-
Voigta. W rozwazanym przypadku réwnanie drgan poprzecznych belki ma nastgpujaca
postaé:

EJ 074W+,u *w + 0,4 azw—Fﬁ(x—x ) M)
P axt T axtar) TV ar A=t
gdzie: w(x, f) — funkcja ugiecia belki,
E, — modut Younga materiatu belki,
J, —moment bezwladnosci przekroju poprzecznego belki,
My, — czas opdznienia (wspdlczynnik ttumienia materialowego),
Op — gestos$é materiatu belki,
A, — pole powierzchni przekroju poprzecznego belki,
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F —sita wymuszajaca o amplitudzie Fj i czgstosci @, F(t) = F,exp(iwt) , PIZy
czym I oznacza jednostke urojong,
xy— wspdtrzedna polozenia sity wymuszajacej,
J(x) — funkcja delta Diraca.
Na podstawie réwnania (1) wyznaczono przepustowos¢ widmowa G,, ugiecia belki
w zaleznosci od sity wymuszajace;j:

wew) 1 W, (x, )W, (x)

Gy (x0)= ; , @
/ Flo) pA S 7’;(502 - @' +iu,o, w)
gdzie @), jest n-tg czgstoscig drgan wlasnych:
i
o, =i | Ble  p = [W2(x)dx .
p b Ab 0
Funkcje wlasne belki wysiggnikowej o dlugosci / majg postac
W, (x)=(sin k,I+sinh k”l)(cosh k,x—cos knx) + 3)

—(cosk,l +coshk,[)(sinh k, x—sink, x)
gdzie k, sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego cos(k,l)cosh(k,)=-1
o wartosciach k! =1,875,4,694,7,855,..., 0.52n-1)zx.

W celu wyznaczenia przebiegu drgan swobodnych mozna postuzyé si¢ impulsowa
funkcjg przejscia, ktéra jest calkg Fouriera przepustowosci widmowej G

h,(w) = %]iwa (x,expliot)dw . “

W przypadku badania drgan aktywnie ttumionych nalezy wyznaczy¢ przepustowosé
widmowg i impulsowa funkcje przejscia ukladu zamknietego z petla sprzezenia
zwrotnego, uwzgledniajgc réwnania oddziatywania czujnika i aktuatora zgodnie z
opisem zawartym w pracy [6].

4 Model MES badanej belki

Model MES belki zbudowano z brytowych elementéw dwudziestowgztowych (3D
Solid). Model ten sktadat si¢ ze 104 elementéw skoniczonych typu C3D20 [7] oraz 881
wezléw.

Czujnik i aktuator zbudowano takze z brylowych elementéw dwudziestoweziowych
(3D Solid) o wlasciwosciach piezoelektrycznych, z napigciem jako dodatkowym
stopieniem swobody w wezlach. Kazdy z przetwornikéw zbudowany jest z 48
elementéw skoniczonych typu C3D20E [7] oraz 419 weztow.

Warstwy kleju taczace przetworniki piezoelektryczne z belka zbudowano z elementéw
spajajacych (Cohesive). Sa to brylowe elementy o$mioweztowe. W elementach tych
zaklada sie tylko jedng sktadowg odksztalcenia liniowego (wzdtuz grubosci kleju) oraz
dwie skladowe odksztalcenia postaciowego (w plaszczyznach poprzecznych do
warstwy kleju). Odksztalcenia liniowe oraz postaciowe w plaszczyZnie kleju sg zerowe.
Odksztalcenia obliczane sa na podstawie przemieszczen wezidw elementu. Kazda
warstwe zamodelowano przy uzyciu 192 elementéw COH3DS8 [7] oraz 450 weztéw.
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Wspdlprace poszeczegdlnych elementéw zapewniono przez natozenie wigzéw zgodnosci
odpowiednich przemieszczen migdzy taczonymi powierzchniami.

T Czujnik

‘Warstwa kleju

Rys. 2. Model MES badanego ukladu
Fig. 2. The FE model of the analysed structure

5 Obliczenia poréwnawcze drgan belki metoda analityczng
oraz MES

Obliczenia poréwnawcze wykonano, zakladajac idealne potaczenie przetwornikéw
piezoelektrycznych z belka. Przyjeto dtugo$é belki I = 0,27 m, szerokosé¢ b = 0,025m,
grubosé¢ g = 0,001 m. Modut Younga materiatu belki przyjeto rtéwny E, = 2,19 10° MPa,
gestosé p, = 7800 kg/m’, wspélczynnik thimienia materialowego odpowiadajacy
czasowi op6znienia u, = 107 s.

Zalozono, ze czujnik piezoelektryczny ma ksztalt prostokatnej ptytki o wymiarach
50x25 mm i grubosci 0,254 mm, natomiast aktuator rézni si¢ gruboscig, ktéra wynosi
0,381 mm. Zatozono nastgpujgce odlegtosci mocowania elementéw piezoelektrycznych:
x; = 0,046 m, x, = 0,096 m (rys. 1).

Przyjeto, ze czujnik i aktuator maja jednakowe nastepujace wilasciwosci materialowe:
modut Younga E, = 6,3-10" MPa, gestosé p, = 5900 kg/nr’, przenikalnos¢ elektryczng
€3 =1,416-10% F/m, wspdtczynnik piezoelektryczny ds; = 2,510 N1

Obliczenia poréwnawcze wykonano dla drgan swobodnych uktadu bez sterowania.
Zaktadajac poczatkowe, statyczne ugiecie konca belki sita skupiong F=0,152 N
(x,=0,270 m), wyznaczono przebieg w czasie drgan konica belki.

Obliczenia metoda analityczna przeprowadzono na podstawie wzoréw (2) i (4) przy
pomocy pakietu obliczen symbolicznych ,, MATHEMATICA”.

Obliczenia metodag MES wykonano przy uzyciu sytemu Abaqus, stosujac opisany wyzej
model MES analizowanego uktadu.

Przebiegi swobodnych drgan konca belki, obliczone dwoma metodami, przedstawiono
na rysunku 3. Krzywe odpowiadajace drganiom wspomnianego punktu obliczone
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réznymi metodami praktycznie si¢ pokrywaja. Obliczenia te potwierdzajg zgodnosé¢ obu
modeli, a zatem poprawnos¢ zbudowanego modelu MES badanego uktadu. Dalsze
obliczenia dotyczace wplywu warstwy kleju na dynamike uktadu przeprowadzono,
stosujgc metode elementéw skonczonych.
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Rys. 3. Przemieszczenie kovica belki w drganiach swobodnych liczone metodg
analityczng oraz MES

Fig. 3. Displacement of the beam tip calculated by analytical and FE methods

6 Obliczenia drgan swobodnych badanego uktadu

W pierwszym etapie wykonano obliczenia MES czestosci drgan swobodnych badanego
uktadu. Znajomo$¢ tych wartosci konieczna jest do obliczen drgan wymuszonych.
Obliczenia wykonano dla modeli bez i z uwzglednieniem warstwy kleju, mocujacej
elementy piezoelektryczne do belki. Wyniki obliczen pierwszych szesciu czegstosci
drgan wilasnych uktadu zamieszczono w tabeli 1. Pomimo ze réznica wzgledna migdzy
czgstosciami wlasnymi obliczonymi dla uktadu bez i z uwzglednieniem warstwy kleju
nie przekracza 2,6 % (dla pierwszej czgstosci wlasnej wynosi 1,9 %), to w obliczeniach
drgan wymuszonych nalezy te¢ réznice uwzglednia¢, aby poréwnanie skutecznosci
aktywnego ttumienia dla obu przypadkéw byto poprawne.

Tab. 1. Czestosci wlasne drgan analizowanej belki
Tab. 1. Natural frequencies of the analysed beam

Postac Bez kleju Z klejem Réznica wzgl.
[nr] w, [1/s] w, [1/s] [%]
1 82,13 80,59 1,875
2 460,45 458,08 0,515
3 1348,20 1325,00 1,721
4 1700,90 1657,40 2,557
5 1879,00 1868,60 0,553
6 2703,80 2659,10 1,653
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W nastgpnym etapie badano przebieg drgan swobodnych ukladu ze sprzezeniem
zwrotnym, w ktérym sygnal sterujacy jest proporcjonalny do predkosci zmian napiecia
generowanego przez czujnik. W przypadku ukladu bez warstw kleju obliczenia
przeprowadzono, przyjmujac nastepujace wartosci wspdtczynnika wzmocnienia: &, = 0;
0,1; 0,3s, natomiast gdy uwzgledniono warstwy kleju — k,=0; 0,1; 0,3; 0,5s.
Wszystkie obliczenia dotyczyly przebiegu drgan punktu znajdujgcego sie
na swobodnym koncu belki. Obliczone przebiegi drgan dla réznych wspdtczynnikéw
wzmocnienia k, pokazano na rysunku 4 w przypadku nieuwzglednienia warstw kleju
oraz na rysunku 5 w przypadku modelu z uwzglednionymi warstwami kleju.
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Rys. 4. Przemieszczenie konica belki przy réznych wspdtczynnikach wzmocnienia —
model bez warstwy kleju

Fig. 4. Displacement of the beam tip calculated for various amplification factors
— the model without a glue layer

Korzystajac z wyznaczonych przebiegéw drgan obserwowanego punktu belki,
obliczono logarytmiczne dekrementy thtumienia wedtug wzoru

s=tm M )

m

+m

gdzie A, —amplituda przemieszczenia w chwili ¢, ,

A, —amplituda przemieszczenia odpowiadajgca przesunigciu w czasie o m
pétokresow.

Wartosci dekrementéw ttumienia zamieszczono w tabeli 2. Poréwnujac wyniki obliczen
dla obu modeli polaczenia piezoelementéw z belka, wida¢, ze uwzglednienie warstwy
kleju w polaczeniu powoduje obnizenie skutecznos$ci aktywnego ttumienia tym
wieksze, im wigkszy jest wspétezynnik wzmocnienia k, w petli sprzezenia zwrotnego.
Dla wspdlczynnika wzmocnienia k,=0,1s réznica wzglgdna Ad, wynosi 11,4%,
natomiast dla k,=0,3s réznica ta wynosi 29,0% (tab.2). Stgd wniosek,
ze uwzglednienie warstwy kleju taczacej piezoelementy z konstrukcjg sterowang moze
znacznie wptywa¢ na wyniki obliczen symulacyjnych.
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Rys. 5. Przemieszczenie kovica belki przy roznych wspdtczynnikach wzmocnienia —
model 7 warstwq kleju

Fig. 5. Displacement of the beam tip calculated for various amplification factors
— the model with a glue layer

Tab. 2. Logarytmiczny dekrement tlumienia
Tab. 2. Logarithmic damping decrement

k, Bez kleju 7 klejem AS,

[s] b ) [%]

0,0 0,022 0,022 =

0,1 0,033 0,029 11,4

0,3 0,052 0,037 29.0

0,5 - 0,056 -
7 Obliczenia drgan wymuszonych uktadu

Obliczenia MES drgan wymuszonych ukladu z aktywnym tlumieniem, tak jak
poprzednio, wykonano dla modelu bez i z uwzglednieniem warstwy kleju mocujacej
elementy piezoelektryczne do belki. Zbadano odpowiedz ukladu na wymuszenie sila
harmoniczng o amplitudzie F; = 0,01 N, przylozong w odleglosci x,= 106 mm (rys. 1).
W przypadku nieuwzglednienia warstwy kleju, obliczenia wykonano, przyjmujac
wspblczynniki wzmocnienia &, = 0; 0,1; 0,3 s, natomiast w modelu z warstwami kleju
przyjeto k,=0; 0,1; 0,3; 0,5s. Tak jak w obliczeniach drgan swobodnych, zbadano
przemieszczenia punktu na swobodnym koncu belki. Drgania tego punktu w modelu
bez warstw kleju przy réznych wspétczynnikach wzmocnienia k&, pokazano na rysunku
6, a w modelu z uwzglednionymi warstwami kleju — na rysunku 7.
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Rys. 6. Przemieszczenie konica belki przy réznych wspdtczynnikach wzmocnienia —
model bez warstwy kleju

Fig. 6. Displacement of the beam tip calculated for various amplification factors
— the model without a glue layer
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Rys. 7. Przemieszczenie konica belki przy réznych wspdtczynnikach wzmocnienia —
model z warstwq kleju

Fig. 7. Displacement of the beam tip calculated for various amplification factors
— the model with a glue layer
Na podstawie uzyskanych przebiegéw drgan (rys. 6 i 7), wyznaczono amplitudy drgan
ustalonych przed i po wiaczeniu sterowania. Ustalone wartosci amplitud A’ przy

wlaczonym sterowaniu zamieszczono w tabeli 3. Wida¢, ze amplitudy drgan aktywnie
tlumionych w przypadku modelu z warstwa kleju sa wigksze niz analogiczne otrzymane
bez jej uwzglednienia. Dla wspétczynnika &, =0,1 s réznica wzgledna wynosi 21%,
natomiast dla k, = 0,3 s réznica ta osiaga 47%.
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Tab. 3. Amplitudy drgan korica belki z wlaczonym sterowaniem

Tab. 3. Vibration amplitudes of the beam tip with the control activated

[kv] Bez kleju 7 Klejem RéZnilca
s s s wzgl.

A, [mm] A’ [mm] (%]
0.1 1,19 1,43 21
0.3 0,76 1.04 47
0.5 - 079

Znajac wartosci amplitud drgan ustalonych z wigczonym i wylgczonym sterowaniem,
obliczono takze wartosci wspdlczynnika redukceji amplitudy x:

A —-A
= -100% )
gdzie: A, — ustalona amplituda drgan bez sterowania.
Poréwnujac  warto$ci  wspdlczynnika x zamieszczone w tabeli 4, widaé,

ze uwzglednienie warstwy kleju w modelu obliczeniowym powoduje zmniejszenie
wspdlczynnika x o 38 % przy wspétczynniku wzmocnienia &, = 0,1 s oraz o 29 % przy

wspdtczynniku &, = 0,3 s.

Tab. 4. Obliczony wspdlczynnik k

Tab. 4. Calculated x coefficient

k, Bez kleju Z klejem
sl K [%] K [%]
0,1 32,3 20,1
0,3 59,8 42,5
0.5 - 56,4

8 Whioski
¢« 7Zbudowano model MES belki z aktywnym tlumieniem elementami
piezoelektrycznymi pracujacymi w petli zamknietej.
*  Wykazano zgodnos¢ przebiegdw drgan swobodnych belki wyznaczonych
w obliczeniach analitycznych oraz MES.

*  Wykonano symulacje MES aktywnego tlumienia drgan badanej belki,
wykorzystujac procedury uzytkownika systemu ABAQUS.

*  Zbadano wplyw warstwy kleju miedzy belka a elementami piezoelektrycznymi
na redukcje amplitud drgan belki. Wykazano obnizenie efektywnosci
zastosowanego sterowania w przypadku obliczen z uwzglednieniem warstwy
kleju w polaczeniu elementéw piezoelektrycznych z belka.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono symulacje MES swobodnych i wymuszonych drgan belki,
aktywnie tlumionych ukladem elementéw  piezoelektrycznych  pracujacych
z predkosciowym sprzezeniem zwrotnym. Zbadano dwa modele ukladu — model bez
i z uwzglednieniem warstwy kleju mocujacej elementy piezoelektryczne do konstrukeji
gléwnej. W celu pokazania efektywnosci ttumienia drgan obliczenia wykonano dla
kilku warto$ci wspétczynnika wzmocnienia w petli sprzgzenia zwrotnego. Symulacje
wykazaly widoczng réznice amplitud otrzymanych z obliczen przy zastosowaniu obu
modeli. Wartosci amplitud drgan w przypadku modelu z uwzglednieniem warstw kleju
sg znacznie mniejsze niz te otrzymane przy uzyciu modelu z doskonalym potaczeniem
czujnika i aktuatora z belkg.

Stowa kluczowe: drgania belki, aktywne ttumienie, elementy piezoelektryczne

The finite element analysis in piezoelectric
control of beam vibration

Summary

FE simulations of the beam free and forced vibration suppressed by piezoelectric
control system with velocity feedback are accomplished. Two models of examined
system are considered - the model without and with taking account of a glue layer
connecting piezoelectric transducers to the main structure. Several control gain values
are used in calculations to show active damping effects. The calculations demonstrate
noticeable difference between calculated amplitudes using both models. Amplitude
values obtained using the model with glue layers are noticeable lower than that obtained
for the perfectly bonded sensor/actuator patches.

Keywords: beam vibration, active damping, piezoelectric elements
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