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MODEL MATEMATYCZNY SILNIKA SYNCHRONICZNEGO
Z. MAGNESAMI TRWALYMI TYPU PMSM Z WYKORZYSTANIEM
METOD WARIACYJNYCH

VARIATIONAL METHODS-BASED MATHEMATICAL MODEL OF THE
PERMANENT MAGNET SYNCHRONOUS MOTOR (PMSM)

Streszczenie: W pracy korzystajac z koncepcji elektromechanicznego przetwarzania energii i nowej interdy-
scyplinarnej metody wariacyjnej przedstawionej w [1], zbudowano model matematyczny napgdu synchronicz-
nego z magnesami trwatymi typu PMSM z uwzglgdnieniem wzajemnego wptywu nieliniowej zalezno$ci in-
dukcji magnesdéw trwatych i pola magnetycznego twornika maszyny. Wyniki symulacji komputerowej przed-
stawiono w postaci graficznej.

Abstract: The mathematical model of a drive based on permanent magnet synchronous motor (PMSM) is
proposed in the paper. The model is formed using a concept of electromechanical transformation of energy
and the new interdisciplinary variational method presented in [1]. The influence of nonlinear dependency be-
tween magnetic induction of permanent magnets and magnetic field of motor armature is taken into account.

The results of simulation are presented in graphical forms.

Stowa kluczowe: maszyny elektryczne, silniki synchroniczne z magnesami trwatymi (PMSM)
Keywords: electrical machines, permanent magnet synchronous motor (PMSM)

Wstep

Szybki rozwoj technologii elektronicznej oraz
techniki mikroprocesorowej oferuje dzisiaj mo-
zliwosci realizacji najbardziej ztozonych algo-
rytmow systemow sterowania obiektami dyna-
micznymi, w tym takze skomplikowanymi urza-
dzeniami, jakimi bez watpienia sg maszyny
elektryczne. Pozwolilo to stworzy¢ wysoko
efektywne maszyny elektryczne, w dzialaniu
ktorych lezy stworzenie wirujacych pol magne-
tycznych za pomoca wymienionych systemow
sterowania, co pozwala wyltaczy¢ z maszyny
komutator oraz uzwojenia wzbudzenia silnika.
Takie podejscie pozwolito podwyzszy¢ efek-
tywno$¢ maszyn, a takze zwigkszy¢ ich nieza-
wodnos¢.

Jedng z takich maszyn elektrycznych jest silnik
synchroniczny typu PMSM. Zazwyczaj modele
matematyczne wymienionych maszyn buduje
si¢ na podstawie podej$¢ klasycznych, ktore nie
zawsze uwzgledniajg wptyw nieliniowej za-lez-
nosci wlasciwosci staltych magnesow. Zalezno$é
ta, zwlaszcza w stanie przejSciowym, jest dosc¢
istotna. W przypadku uwzglednienia trajektorii
magnetycznej po petli histerezowej znane mo-
dele matematyczne sa do$¢ skomplikowane i nie
zawsze dziataja. Celem niniejszej pracy jest:

zbudowanie modelu matematycznego silnika
syn-chronicznego z magnesami trwalymi typu
PMSM, biorac pod uwage wplyw wzajemny
nieliniowych zaleznosci indukcji magnesow
trwatych i pola twornika maszyny elektrycznej
na podstawie interdyscyplinarnej metody [1].

Model matematyczny silnika

Model matematyczny maszyny zaproponowano
wychodzac z przedstawionej w [1] metody,
droga formowania rozszerzonego funkcjonatu
dzialania wg Hamiltona-Ostrogradskiego. Jego
wariacja jest rowna [1, 5, 7]

fy
aszstdz, L=T-P+®-D (1)
0

gdzie S§-— funkcjonal dziatania wedlug Hamil-
tona, L — lagrangian zmodyfikowany [7],
T — energia (koenergia T) kinetyczna,
P — energia potencjalna, ® — energia sit rozpro-
szenia, D — inna nie potencjalna energia.

Uogolnionymi zmiennymi opisujacymi uktad
elektromechaniczny przyjeto: tadunki elek-
tryczne w uzwojeniach synchronicznego silnika
q,,=0,,, strumien magnetyczny magnesu
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trwatego po osi d g, =@, i0siq g5 =®,, katy

obrotu wirnika g¢,(#)=y(r). Pochodne zmien-
nych to odpowiednio: prady w uzwojeniach
§,4(t) = il L) ,SEM g, (¢) = d®, / dt =&, = (1),
gs(t)=,, oraz predkos¢ obrotowa napedu:
4 (1) = 0(2) .

Sktadniki zmodyfikowanego lagrangianu (1) za-
pisano w postaci:

Isj 2
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gdzie T— koenergia ukladu, 7
kazdej fazy stojana, 4, B, C — indeksy faz zasi-
lania maszyny elektrycznej, d,q — indeksy pro-

a9, d&, | dt+
dt :

— rezystancja

stokatnych wspotrzednych przypisane do wir-
nika maszyny, ug — napigcie zasilania silnika,
M., (0), M,(®) — moment elektromagnetyczny
silnika oraz jego moment obcigzenia, ¥ (i5)
— pelne sprzgzenia magnetyczne stojana,
4 — strumien magnetyczny maszyny, p(€,)
— rezystancja magnetyczna przewodu magnety-
cznego maszyny, F(&,) — SMM magnesu

trwatego (po poprzecznej osi ¢ sita magneto-
Fq = O )7

F, , — SMM uzwojen stojana maszyny po osiach

motoryczna  magnesu  trwaltego

dig.
Podstawiajac elementy zmodyfikowanego la-
grangianu (2) — (4) do rownania Eulera-Lagran-
ge’a [5]:
2R _EL_y (5)
dt 0q Oq
i zmieniajac kolejno$¢ rézniczkowania, a takze
wykorzystujac twierdzenie o pochodnej od gor-
nej granicy catki [2], otrzymano:
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t q}q
_d 0 jFédé} dt=0=
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do 1
E:J_Z(MEM (m)_Mo((’))) )
Zaleznosci powigzan dla obwodow

elektrycznych [3, 6]:
Yo, +V+WPge =0, igy +igy +isc =0 (10)

Wtedy rownania (6) przyjmuja posta¢ macie-
rzowo-wektorowa:

b
d¥s :uS_rSiSji Sa | _|Usa|_
dt |y, Ugp

=]

Uwzgledniajac zalezno$¢ h, =T 'ITh, =1 'h!",

(1n

gdzieh,— dowolny wektor z fazowego
uktadu wspotrzednych fizycznych, m -

macierz Parka [3], "-
przeksztatconego uktadu
(Parka).

wskaznik  do
wspotrzednych
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d (- ign\ d' on o d¥g .
—(H \PS)—TTS +1I 7 =ug —rgig

dt t
(12)

Mnozac wyrazenie (12) od lewej przez macierz
-1
Parka, a takze biorac do uwagi: Q¢ =11

b

dt
gdzie Q¢— macierz predkosci obrotowych [3]
otrzymano:
d¥y

0 -1
iyl n I
=ug - Q¥ —rgig, Qg .= ‘D[l 0}

(13)
Catkowite sprzgzenia magnetyczne stojana i wi-
rnika wyznaczono w zwykly sposob, z uwzgle-

dt

dnieniem zalezno$ci: yi =yh =y, =y, [6]

q7H
v =iy +y= ;A =
SB

-1 By
| O%s 154 J{‘Vd} Le—a’
= . , Lig=0g
OLSI ZISTB Yy

gdzie Lg — indukcyjno$¢ rozproszenia uzwojen

(14)

stojana.

Stad wyznaczono prady w uzwojeniach stojana:

11
. Isq
lsp

:[0‘5 } Y _P’d}
A ‘I’?A v,
Podstawowe sprzezenia magnetyczne uzwojen
stojana poszukamy wychodzac z rownan Parka

[3, 6]

Wy =Yy O8Oy, Sing,
Vg =W, cos(p—120°) -y, sin(9—-120°) (16)

(15)

Przeksztalcone podstawowe sprzezenia magne-
tyczne maszyny wyznaczono z réwnan rowno-
wagi sit magnetomotorycznych i napie¢ ma-
gnetycznych w prostokatnym uktadzie magne-
tycznego obwodu silnika, wychodzac z rowna-
nia rownowagi napig¢ magnetycznych [6]:

Wy =0g (\P?A _Wd)+F(q}d)’ oy :L; , (17)
(18)

oy, =0g (‘Pglg—wq), a, =L;l R
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gdzie L,, L, — podstawowe statyczne indukeyj-

no$ci maszyny po wzdluznej i porzecznej osi,
F(®,)=0.

Stref¢ roboczg magnesu trwatego wyznaczymy
z petli histerezy. Aproksymujac jej strefy przez
prosta

H
H=aB+b, -

a=——=, b=H, (19)
gdzie a,b — wspolczynniki aproksymacji pro-
stej, H,, — sita koercyjna, B, — indukcja ostat-
kowa.

Na podstawie praw przyplywu pradu i indukcji
elektromagnetycznej Faradaya, a takze uwzgle-
dniajac wspotczynnik konstrukcji maszyny [3,
6] mozna zapisac:

[H-dL=F, = F)s = F, + F(@,) =
L

= F(&,) = Hd,,
n/2
J B, cosado (21)

-n/2

(20)

4ltw
2

JB-dSzﬂ}:Myd =
s

gdzie
/2
B, = j B_ cosado.,

-n/2

@, =B, (22)

d, — grubo$¢ magnesu, S — pole przekroju ma-
gnesu, £y — catkowita sita magnetomotoryczna
magnetoprzewodu uktadu, £y, — calkowita sita
magnetomotoryczna po osi d, dzialajaca w ob-
wodzie calkowania, r — podziatka biegunowa,
[ — dhugo$¢ wirnika, w — liczba cewek uzwoje-
nia twornika, o — biezaca wspotrzedna katowa.

Uwzgledniajac drugie prawo Kirchhoffa dla
obwodow magnetycznych i mnozac od lewej

i prawej strony przez d,, z uwzglednieniem
(19), (20) otrzymano

F(@,) = Hd, :a%fl}d +bd,, B:%. (23)

Robocze sprzezenie magnetyczne wirnika po
osiach d i1 ¢ na podstawie [3] okreslaja zalezno-
sci (24):

2 2

4w b b
V=S =y, B =y, (24)
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Z rownania magnetycznej rownowagi po osi d
(7), a takze z uwzglednieniem wyrazen (21) —
(24) mozna zapisac:

Vm = pd('ﬁb'd)fb'd = Fd +F({B'd) = pd(q}d)q}d =
H,d

3wy Hadvg pog
TP, B S

(25)
gdzie: p, — liczba par magnetycznych biegu-
noéw maszyny.

Z uwzglednieniem wyrazenia (24) roéwnanie
(25) zapisano w sposob nastepujacy:

T, n’ np, H, d, w,
A )} =j, ———20_b Oy, 420 d
aw 3w P T T, 3 B s T By e
(26)
Wprowadzajac nastepujace oznaczenia:
n’ mp,
=——2 27
T 3w Pyg (27)

a, — podstawowa odwrotna statyczna indukcyj-
no$¢ maszyny po osi d,
. g H,d
o = TP T G0

= 28
‘ 4w3w B S (28)
o, — obliczeniowa odwrotna statyczna
indukcyjno$¢ magneso6w maszyny,
Fy :%chdo (29)
3w

F, — staty sktadnik aproksymac;ji,
wyrazenie (26) z uwzglednieniem (27) — (29)
przybiera postac:

AV, =i _ajl\‘rld +E. (30)

Wyrazenie (30) z uwzglednieniem (17) dla osi
d:

1
Vo ey ray (Y A) D
a TOg+0y
Podobnie (18) dla osi ¢
(03
\‘rlq = a +Sa \P?B * (32)
q S

Moment elektromagnetyczny silnika synchro-
nicznego z magnesami trwatymi opisuje zalez-
nos¢ [6]

3 . .
M gy :Epo(\lfdlq —\Vqld) . (33)
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Zaleznosci funkcjonalne w fazowych wspotrze-
dnych otrzymuje si¢ stosujac odwrotne prze-
ksztalcenia Parka [3].

Wspdlnemu rozwigzaniu podlega nastepujacy
uktad rownan rézniczkowych: (9), (13), (34)
z uwzglednieniem wyrazen (27) — (29), (31)
-(33).

Wyniki symulacji komputerowej

Do analizy proces6w nieustalonych zostat wy-
korzystany silnik synchroniczny z magnesami
trwatymi typu PMSM, ktory napgdzat obcigze-
nie. Typ silnika: SMwsgl32S4. Dane znamio-
nowe: P, =4.0kW, U, =3x400V, I, = 7.5 A,
o, = 1500 obr/min, M, =25.5 Nm, r;=0.976Q,
L=33 mH, L,,= 699 mH, L~ 23.0 mH,
ls = 43 A, I, = 62 A, oV, = 136 V,
Js =0,1kg-m’>. Rozruch napedu przeprowa-
dzono w nastepujacy sposob. Przy znamionowej
amplitudzie napiecia zasilania zwigkszano od
zera czestotliwos¢ wg zaleznosci opisanej row-
naniem: o, (t) =314,15(1-exp(-0,1£>)) s". Wy-
niki symulacji przedstawiono w postaci graficz-
nej.
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Rys. 1. Przejsciowa predkos¢ obrotowa mecha-
nizmu

Na rys. 1 przedstawiono przejSciowa predkosé
obrotowa mechanizmu hamujacego napedu syn-
chronicznego typu PMSM z aktywnym mo-
mentem obcigzenia na wale silnika. Postaé roz-
ruchu napedu w gléwnej mierze zalezy od za-
leznosci opisujacej wzrost czestotliwosci zasila-
nia. Po dokonaniu rozruchu uktad wiruje ze
znamionowg predkoscia obrotowa.
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Rys. 2. Przejsciowy prqd fazy A w uzwojeniu
twornika

Rys. 2 przedstawia przejsciowy prad fazy A
uzwojenia twornika maszyny synchronicznej
typu PMSM. Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze w przy-
padku ogo6lnym rozruch silnika synchronicznego
z magnesami trwaltymi [4] prowadzi si¢ za po-
moca specjalnych ukladéw sterowania. Celem
niniejszej pracy nie jest modelowanie uktadu
sterowania do silnika. W pracy skupiono si¢ na
modelowaniu czgsci sitowej silnika PMSM. Ta-
kie podejscie do zagadnienia prowadzi do wiel-
kiego wzrostu pradu w pierwszym momencie po
zataczeniu zasilania uktadu napedowego.

Na rys. 3 przedstawiono przej§ciowy moment
elektromagnetyczny silnika. Wida¢ tutaj wielki
wzrost momentu w pierwszym momencie rozru-
chu. Powigzane jest to z przyjeta funkcjg zmiany
czestotliwos$ci zasilania silnika. W stanie ustalo-
nym, oczywiscie czestotliwos$¢ jest stata rowna
znamionowej. Warto$¢ ustalona momentu elek-
tromagnetycznego jest rOwna znamionowe;.
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Rys. 3. Przejsciowy moment elektromagnetyczny

silnika

Podsumowanie

Zastosowanie przedstawionej w [1] interdyscy-
plinarnej metody wariacyjnej umozliwito przed-
stawienie modelu matematycznego uktadu na-
pedowego z silnikiem synchronicznym z ma-
gnesami trwatymi typu PMSM unikajac dekom-
pozycji scalonego uktadu elektromechanicznego

na odrebne poduktady: elektryczny, magne-
tyczny oraz mechaniczny. Takie podejscie jest
stosowane w uktadach elektromechanicznych ze
ztozong transmisjg ruchu [1]. Wykorzystanie
w warunkach stacjonarnych powigzan réwnania
namagnesowania maszyny z uwzglednieniem
zjawiska histerezy umozliwilo przedstawienie
modelu matematycznego maszyny synchronicz-
nej o magnesach trwatych.
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