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ZASTOSOWANIE METODY MAKROELEMENTOW DO ROZWIAZYWANIA
CIENKICH PLYT ORTOTROPOWYCH

Streszczenie
Opracowano nowe podejscie do rozwigzania plytowych konstrukcji inZynierskich nazwane metodg makroele-
mentow. Rozwiqzanie konstrukcji sprowadza sie do rozwigzania uktadu liniowych rownan algebraicznych. Metoda
daje lepszq dokladnos¢ rozwigzania w porownaniu z metodg elementow skonczonych przy mniejszej liczbie row-
nan. Rozwigzano dwa typy konstrukcji: plyta prostokgtna swobodnie podparta oraz utwierdzona na obwodzie pod-

dana dzialaniu obcigzenia statego.

WSTEP

W chwili obecnej ogdlnie przydatng i najbardziej rozpowszech-
niong metoda rozwigzywania konstrukgji inzynierskich jest metoda
elementéw skofczonych (MES) [5], ktéra nalezy do grupy metod
numerycznych. Wadg tej metody jest brak mozliwosci spetnienia
statycznych warunkéw ciggtosci na styku elementdw skoriczonych
(dotyczy przemieszczeniowej wersji MES). W referacie proponuje
sig inne podejscie do rozwigzania konstrukcji nazwane metodq
makroelementéw (MME) [1,4]. Podejscie to jest alternatywne w
stosunku do MES a niejednokrotnie pozwala otrzymaé rozwigzania
doktadniejsze.

Réznice w podejsciach MME i MES:

1. Sposob dyskretyzacji konstrukcji. Zgodnie z MES konstruk-
cje dzielimy na wiele drobnych czesci zwanych elementami
skonczonymi, natomiast w opracowanym podej$ciu na makro-
elementy, przy czym taki podziat nie zmniejsza doktadnosci.

2. Podejscie do rozwigzania. MES opiera sie na globalnym po-
dejsciu, a MME na podejsciu lokalnym mechaniki ciata statego.

3. Sposodb rozwiazania konstrukcji. W MES kinematyczne wa-
runki brzegowe spetnione sg ,a priori”, natomiast réwnania row-
nowagi i statyczne warunki brzegowe spetnione sg w kazdym
weZle obszaru konstrukcji w procesie rozwigzania zagadnienia.
W MME réwnania rownowagi spetnione sg tozsamo$ciowo po-
przez uwzglednienie warunkdw brzegowych (statycznych i ki-
nematycznych).

4. Dokladnos¢ rozwiazania. W MES zwigkszenie doktadnosci
rozwigzania osigga sie w wyniku zageszczenia siatki podziatu
catego obszaru oraz zastosowania bardziej ztozonych elemen-
tow skonczonych (z wiekszg liczbg stopni swobody), a w meto-
dzie makroelementéw — poprzez zwigkszenie liczby weztéw na
krawedziach makroelementu, a takze przez optymalizacje ich
rozmieszczenia.

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwaza sig cienka, prostokatng ptyte ortotropowa, ktérej geo-
metrie opisuje si¢ w kartezjaiskim ukladzie wspoirzednych
Ox;1x,x5 z poczatkiem w geometrycznym Srodku piyty. O§ Ox,
skierowana jest w dot, a osie Ox, i Ox, umieszczone sg na ptasz-
czyznie Srodkowej piyty tak, aby uktad wspétrzednych byt prawo-
skretny. Na gornej powierzchni plyta obcigzona jest sita dowolnie
roztozong q(x,,x,), natomiast powierzchnia dolna pozostaje
wolna od obcigzen.
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Réwnowaga sprezysta takiej ptyty opisana jest réwnaniem roz-
niczkowym o pochodnych czastkowych ze statymi wspdtczynnikami

4 4 4
D11ZT¥+2D33M2—6WX%+D2227§:CL (1)
gdzie: w jest funkcjg ugiecia ptyty, Dy, i D,, opisujq sztywnos$c¢
plyty na zginanie w dwdch wzajemnie prostopadiych
kierunkach, D;; wyraza sie wzorem Ds; = D, + 2Dgg, W
ktorym D¢ jest sztywnoscig plyty na skrecanie materiatu
ortotropowego, a Dy, = v Dy, (v — wspdiczynnik Poissona).

2. MACIERZOWE UJECIE PROBLEMU

Rozwigzanie réwnania podstawowego (1) wybieramy w postaci
sumy dwdch rozwigzan

w=w,+ w,, (2)
to jest catki ogoinej w,, réwnania jednorodnego

o*w 4y 4

0w
a—x'il'—i— 2(D12 + 2D66)a

D +D
1 x20x2 " % ox?

=0 (3)

oraz catki szczegdlnej w, niejednorodnego réwnania (1). W celu
okreslenia catki szczegoinej obcigzenie zewnetrzne rozwijamy w
cztery podwojne szeregi Fouriera

q(x1,x3) = qumnTp[:r]L(xl) : Tq[rzl] (x2), (4)

gdzie wspdtezynniki Qpgmn Otrzymujemy z rozwinigcia funkcji
q(xq,x,) W szeregi trygonometryczne, p,q =1-+4, m,n =
1 + oo:

Tin (%) = sin (]/r[r{]xj)‘ Ty (%) = cos (51[;4]’9')'

; . : . (5)
Tyn (%) = cos (Yr[rf]xj)' Tin (%) = sin (55]’51')'

sl _ 2m-1Dm 2] _ 2n—1Dm
m = 2(11 ’ L 2 a, ’ (6)
[a] _ Mz _NT
Ym = a Yn = o

W podobnej postaci przyjmujemy catke szczegdlng réwnania
1)

*

W*(xl: xz) = CpqmnVqumn (xl' xz)- (7)



Niewiadome wspotczynniki C, gy Okreslamy z rozwigzania rowna-
nia (7). Funkcije:

Wygmn (61, %2) = Ty (1) - T (%2) ®
nazywamy funkcjami obcigzeniowymi ugiecia ptyty. W dalszych
rozwazaniach wykorzystuje sie zasade sumacyjng Einsteina zgod-
nie z ktérq wykonuje sie sumowanie wzgledem wskaznika, ktéry
powtarza siedwarazy.p,q=1+4,mn=1-+ o

Catke ogding wy (x4, x,) jednorodnego réwnania (3) zapisu-
jemy w postaci:

w(xy, x) = fp[,{] (%) - Tp[i_j](x3_j), 9)

gdzie £ U] (xj) sq to niewiadome funkcje, ktore okresla sie w proce-

sie rozwigzania zagadnienia.
Podstawiajac rozwigzanie (9) do réwnania (3) przechodzimy do
dwdch niezwigzanych uktadow réwnan r(’)iniczkowych zwyczajnych

jednorodnych wzgledem niewiadomych funkc;i f % (x])

1](1 )

2 n
Dllfp (x1) — 2D33 K fp[;] (x1) +
+D22K f (x1) =0, (10)
av)
Dzzpr] (xz) — 2D33ka fpi] (x1) +

4
+D11K1[91k] fp[;](xﬂ =0,
gdzie

g (W p=14,
Kpk =) o))
6., p=23.

Rozwigzanie tego uktadu réwnan ma postaé:

() =RUEY (x),  v=1+4, (12)
Funkcje [2]: 0,
h Bok
At - )
. h Bok
Eppi(%) = — (exp () n() )
4
E (%) = sinh (%) cos (£ "
3pk\jJ) — exp( a]) ’
Eipi (%) = s () o i)

exp ( [}]a])

nazywamy funkcjami bazowymi rozwigzania (12). Uwzgledniajac
poprzednie wzory zapisujemy wyrazenie na ugiecie plyty w postaci:

w(xy, %) = RUL WL Gy, 200) + Wi (g, ). (14)

Sumowania dokonuije sie wzgledem wskaznikow v, p, k.
Funkcje:

Vl/v[zﬂc(xl‘xz) - vpk(x})T[i_j] (x3—j)’ (15)

nazywamy funkcjami ksztattu, natomiast W, (x;, x,) sg funkcjami
obcigzeniowymi ugiecia ptyty. Majac wyrazenie na ugiecie ptyty
okreslamy przemieszczenia poziome, momenty i sity tnace przez
odpowiednie funkcje ksztattu i funkcje obcigzeniowe.

W celu efektywnego modelowania numerycznego przedsta-
wiamy je w postaci macierzowej [1]:

Wypk (X1, X2) = [[W]]{{R}} + W, ,

u = [[U]]{{R}} +U. ,

uz = ]{{R}} +V,
[[XT]{{R}} + Xx.
[[V]{{R}} + Y.
[[Z1]{{R}} + z.
[[G [{{rR}} + G.
Qz = [[H]|[{{R}} + H.

—
N
(2]

-

Wprowadzone tu macierze [[W1], [[U]], [[V]], [IX1]. [[¥]],
[[Z1], [[G]], [[H]] nazwano macierzami ksztattu ugiecia prze-
mieszczen, momentdw i sit tnacych. Otrzymane wyrazenia tworzg
makroelement plytowy. Korzystajac z podanych wyrazen buduje sie
model matematyczny konstrukcji ptytowej. W przyjetym modelu
pracy konstrukcji w kazdym wybranym punkcie zapisuje sie po dwa
warunki brzegowe. Stosuje sie ciggta numeracje punktow o zada-
nych wspdirzednych. Najlepszg doktadnos$¢ zazwyczaj osigga sie
dla réwnomiernego rozmieszczenia punktéw na krawedzi piyty dla
jednorodnych warunkéw brzegowych. Jezeli mamy niejednorodne
warunki brzegowe krawedz plyty dzielimy na czesci o warunkach
jednorodnych i punkty rozmieszczamy réwnomiernie na kazdej
czesci. Zwiekszenie doktadno$ci rozwigzania osigga sie poprzez
zwigkszenie liczby punktow przy optymalnym ich rozmieszczeniu.

3. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

Opracowang metode zastosowano do rozwigzania zelbetowej
piyty cienkiej poddanej dziataniu obcigzenia réwnomiernie roziozo-
nego o intensywnosci g = 20 kN /m?. Rozpatrywano dwa przy-
padki: ptyta cienka Zelbetowa swobodnie podparta na krawedziach
oraz plyta zamocowana na obwodzie. Zastepcze sztywno$ci na
zginanie piyty zelbetowej obliczono na podstawie wzordw T.
M. Hubera [3]. Przyjeto nastepujace charakterystyki materiatu ptyty:
beton cigzki marki B15, E, = 2,3 - 10* MN /m?, zbrojenie klasy
A-ll, E; = 2,0 - 105 MN /m?, procent zbrojenia ptyty w kierunku
osi Ox u, = 0,2%, w kierunku osi Oy u,, = 0,4%. Odlegtos¢ od
dolnej powierzchni ptyty do geometrycznego $rodka preta wynosi
3cm. W efekcie otrzymano nastepujace wartosci sztywnosci zastep-
czych:

Dy, =16, 37MN/m?, D,, =16,75MN/m?,
Dy, = 3,31 MN/m?, Dgg = 6,62 MN/m?.

Obcigzenie aproksymowano podwojnym szeregiem Fouriera, w
ktorym uwzgledniono 10 wyrazéw rozwinigcia. Warunki brzegowe
spetniono metodg kolokacji w wybranych punktach na brzegu piyty,
nazwanych punktami weztowymi. Wykorzystujac symetrig, zadanie
zredukowano do 4 jego cze$ci. Przyjeto nastepujace wymiary piyty:
2a, = 6m, 2a, = 4m , grubos¢ h = 0,2m. Obliczenia przepro-
wadzono dla dwdch przypadkéw przyjmujac 2 lub 6 warunkéw
brzegowych.
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W celu weryfikacji otrzymanych wynikéw zadanie rozwigzano
réwniez metoda elementéw skoriczonych w systemie LIRA. W
obliczeniach MES plyte rozwigzano dwukrotnie dzielac ja na 400
oraz 1600 elementdw skonczonych.

3.1. Plyta swobodnie podparta na obwodzie

W tym przypadku nalezy spetni¢ nastepujace warunki brzego-
we:
w(ztaq, x,) =0, w(xy, +a,) =0, (17)
My (fay, x;) = 0, Myp(xy, £a,) = 0.
W tabelach 1i2 podano wartosci ugie¢ i momentdw zginaja-
cych My, w przekroju Srodkowym (x, = 0) piyty.

Tab. 1. WartoSci ugiec plyty [m] w przekroju (x, = 0)

Tab. 4. Warto$ci przemieszczeri poziomych w, [m] w przekroju

(x,=0)
Liczba punktéw weztowych
X1 MME MES
2 6 400 1600

0.0 -9.13E-21 5.62E-21 -9.84E-18 9.37E-17
0.3 5.88E-06 5.91E-06 5.92E-06 5.90E-06
0.6 1.19E-05 1.19E-05 1.20E-05 1.19E-05
0.9 1.81E-05 1.82E-05 1.82E-05 1.82E-05
1.2 2.43E-05 245E-05 2.46E-05 2.45E-05
1.5 3.03E-05 3.05E-05 3.06E-05 3.05E-05
1.8 3.51E-05 3.54E-05 3.56E-05 3.54E-05
2.1 3.76E-05 3.77E-05 3.79E-05 3.78E-05
24 3.56E-05 3.52E-05 3.54E-05 3.52E-05
27 2.61E-05 243E-05 2.44E-05 2.43E-05
3.0 4.91E-06 3.31E-07 0.00E+00 0.00E+00

Liczba punktéw weztowych
X1 MME MES
2 6 400 1600

0.0 2.38E-03 2.38E-03 2.42E-03 2.42E-03
0.3 2.35E-03 2.35E-03 2.40E-03 2.39E-03
0.6 2.28E-03 2.28E-03 2.32E-03 2.32E-03
0.9 2.16E-03 2.16E-03 2.20E-03 2.20E-03
1.2 1.99E-03 1.99E-03 2.02E-03 2.02E-03
1.5 1.77E-03 1.77E-03 1.80E-03 1.80E-03
1.8 1.49E-03 1.49E-03 1.52E-03 1.52E-03
2.1 1.18E-03 1.18E-03 1.20E-03 1.20E-03
24 8.14E-04 8.14E-04 8.29E-04 8.28E-04
2.7 4.18E-04 4.18E-04 4.25E-04 4.24E-04
3.0 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 0.00E+00

Tab. 2. Warto$ci momentu zginajgcego M, , [Nm/mb] w przekroju

(x,=0)
Liczba punktéw weztowych
X1 MME MES
2 6 400 1600

0.00 1.34E+04 1.34E+04 1.35E+04 1.35E+04
0.16 1.34E+04 1.34E+04 1.35E+04 1.35E+04
047 1.34E+04 1.34E+04 1.34E+04 1.35E+04
0.79 1.33E+04 1.33E+04 1.33E+04 1.34E+04
1.11 1.30E+04 1.30E+04 1.31E+04 1.32E+04
1.42 1.26E+04 1.26E+04 1.28E+04 1.29E+04
1.74 1.18E+04 1.18E+04 1.21E+04 1.23E+04
2.05 1.04E+04 1.04E+04 1.10E+04 1.13E+04
2.37 8.22E+03 8.22E+03 9.18E+03 9.74E+03
2.68 4.92E+03 4.92E+03 6.46E+03 7.29E+03
3.00 0.00E+00 0.00E+00 2.49E+03 3.67E+03

3.2. Plyta zamocowana na obwodzie
W tym przypadku nalezy spetni¢ nastepujace warunki brzego-

we:

W tabelach 3 i 4 podano wartosci ugiec i przemieszczen po-

w(ta,, x;) = 0, w(xy, £a;) =0,
uy(ag, xz) = 0,up(xq, £a;) = 0.

ziomych u, w przekroju Srodkowym (x, = 0) piyty.

(18)

Tab. 3. WartoSci ugiec [m] ptyty w przekroju (x, = 0)

Liczba punktéw weztowych
X1 MME MES
2 6 400 1600

0.0 6.90E-04 6.81E-04 6.84E-04 6.81E-04
0.3 6.82E-04 6.72E-04 6.75E-04 6.73E-04
0.6 6.55E-04 6.45E-04 6.48E-04 6.46E-04
0.9 6.10E-04 6.00E-04 6.03E-04 6.01E-04
1.2 5.46E-04 5.36E-04 5.38E-04 5.37E-04
1.5 4.64E-04 4.54E-04 4.55E-04 4.54E-04
1.8 3.66E-04 3.54E-04 3.56E-04 3.54E-04
2.1 2.56E-04 2.44E-04 245E-04 2.44E-04
24 1.45E-04 1.33E-04 1.33E-04 1.33E-04
27 5.01E-05 4.10E-05 4.08E-05 4.06E-05
3.0 0.00E+00 -1.60E-13 0.00E+00 0.00E+00
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4. ANALIZA REZULTATOW

Z pordéwnania wynikéw uzyskanych metodami: analityczng
(MME) i numeryczng (MES) wynika wysoka zgodno$¢ ugiec, prze-
mieszczen poziomych u, i momentdw zginajacych M, ;.

Algorytm MME daje zadawalajacg doktadno$¢ wynikow juz dla
dwoéch punktow weziowych dla %2 obwodu piyty. Maksymalne roz-
bieznosci miedzy wynikami zastosowanych metod MME i MES
WYNosza;

— w przypadku ptyty swobodnie podpartej na obwodzie warto$ci
momentu zginajacego M;, obliczone tymi metodami roznig sie
0 1,1% dla dwoch punkéw weztowych i 0,3% dla 6 punktow we-
Ztowych,

— dla ptyty utwierdzonej na obwodzie warto$ci ugiecia rdznig sie o
1,4% dla dwéch punkéw weztowych i 0,4% dla 6 punktéw we-
ztowych.

Metoda makroelementéw pozwala doktadnie spetni¢ statyczne i
kinematyczne warunki brzegowe, natomiast MES tylko warunki
kinematyczne.
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THE METHOD FOR SOLVING THIN
ORTHOTROPIC PLATES

Abstract

The new approach to solving of engineering con-
structions called as macroelement method has been
worked. The solution of construction is reduced to solv-
ing of system of algebraic equations. The method gives
a better accuracy in comparing of finite element method
for less number of equations. There are considered two
types of constructions: rectangular plate free supported
or clamped at the counter and loaded uniformly.

Keywords: orthotropic plate, , macroelement meth-
od, finite element method

Autorzy:

prof. dr hab. Mykhaylo Delyavskyy — Uniwersytet Technologiczno--
-Przyrodniczy w Bydgoszczy, Wydziat Budownictwa, Architektury i
Inzynierii Srodowiska, delyavmv@utp.edu.pl .

drinz. Maria Olejniczak — Uniwersytet Technologiczno - Przyrodni-
czy w Bydgoszczy, Wydziat Budownictwa, Architektury i Inzynierii
Srodowiska.

dr inz. Aleksandra Niespodziana — Uniwersytet Technologiczno--
-Przyrodniczy w Bydgoszczy, Wydziat Budownictwa, Architektury i
Inzynierii Srodowiska.

dr inz. Adam Grabowski — Uniwersytet Technologiczno--Przy-
rodniczy w Bydgoszczy, Wydziat Budownictwa, Architektury i Inzy-
nierii Srodowiska, adamgrab@utp.edu.pl.

dr inz. Tomasz Janiak- Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy
w Bydgoszczy, Wydziat Budownictwa, Architektury i Inzynierii Sro-
dowiska.

120015 11= 369


mailto:delyavmv@utp.edu.pl

