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Obliczanie granic ciaggéw o wyrazach rzeczywistych

Streszczenie. Artykul zostal napisany z mys$la o studentach, ktorzy maja problem z oblicza-
niem granic albo chca oblicza¢ granice w sposéb bardziej Swiadomy, chcag wiedzie¢, dlaczego nalezy
wykonaé takie a nie inne przeksztalcenie, kiedy jakie twierdzenie zastosowaé. W zwigzku z tym
prezentowane przyktady sa bardzo typowe, zawieraja doktadne wyjasnienia, co i dlaczego robimy.
Na poczatku znajduje sie lista twierdzen oraz podstawowych granic, z ktérych bedziemy korzystac.
Po kazdym przykladzie znajduja sie dwa bardzo podobne zadania do samodzielnego rozwiazania,
na koncu kilka dodatkowych zadan.

Slowa kluczowe: ciag, granica, symbol nieoznaczony.

1. Podstawowe twierdzenia i granice

W artykule ograniczymy sie do obliczania granic ciagéw liczb rzeczywistych. Dowody podanych twier-
dzen mozna znalezé w [3] i [4]. Czes¢ twierdzenn mozna uogoélni¢ na przypadek ciagoéw liczb zespolonych.

Osoby zainteresowane moga zajrzeé do [2], [4].

Twierdzenie 1. Niech {a,} i {b,} beda ciggami zbieznymi, przy czym lim a, = a i lim b, = b. Wtedy:
n—roo

n—roo
1) lim c=c¢, c€R,
n—oo
2) nhﬂngo lan| = |al,
3) nlingo(an + bn) =a+b,
4) nl;rr;o(anbn) = ab,

5) lim 22 =2 jezelib, 0 ib#0,

n—oc0 by, b

6) lim a, =0« lim |a,|=0.
n—0o0 n—oo
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Podkreslmy, ze twierdzenie to dotyczy tylko ciggéow zbieznych. Na przyklad nie mozna zastosowac
punktu trzeciego powyzszego twierdzenia, jezeli liczymy granice sumy dwéch ciaggoéw rozbieznych do +oc.

Kolejne twierdzenie, tzw. twierdzenie o trzech ciagach, pozwoli nam wyznaczy¢ granice ciagu bez jej
obliczania.

Twierdzenie 2. Niech {a,}, {b,} i {cn} bedg ciagami spetniajgcymi warunki:
1) b, < ay < ¢, dla wszystkich n wiekszych od pewnej liczby N,

2) lim b, = hm 0 Cp = g

n—oo

Wowczas cigg {a,} tez jest zbiezny i lim a, = g.
n—oo

Whiosek 1. Jezeli {a,} jest ciggiem ograniczonym, {b,} ciagiem zbieznym do zera, to

lim a,b, = 0.
n—oo

Whiosek 2. Jezeli {a,} jest ciggiem liczb dodatnich zbieznym do a > 0, {b,} ciggiem zbieznym do b, to

: b _ b
nl;rréo(an) =a’.

Zauwazmy, ze z wniosku tego wynika, miedzy innymi, ze jezeli {a,,} jest ciagiem liczb dodatnich zbieznym

doa >0, to .
lim ¥a, = ¥a,
n—oo

gdzie k > 2 jest ustalong liczba naturalng.

Twierdzenie 3. Niech dane bedg ciggi {an}, {bn}. Wowczas:

1
1) jezeli hm lan| = +00, to lim — =0,
n—oo a,n

1
2) jezeli a,, > 0 dla wszystkich n wiekszych od pewnej liczby N i hm anp =0, to lim — = +o0,

n—00 Ay,

1
3) jezeli a,, < 0 dla wszystkich n wiekszych od pewnej liczby N i hm anp =0, to lim — = —o0,

n—00 Gy,

R ) 400, gdyb>0
4) jezeli lim a, = +o0 i lim b, =b, to lim (a, + b,) = 400 oraz lim a,b, =
n—oo n— oo n—oo n—oo 7007 gdy b < O7

5) jezeli hm ay, = hm b, =+, to hm apb, = +00,

6) jezeli lim a, = lim b, = 400, to lim (a, + b,) = +0o0.
n— oo n—oo n—oo
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Uwaga 1. Najczesciej korzystamy z nastepujacych granic':

G1 lim n* = 400, k > 0,

n—oo

G2 lim L =0, k>0,

n—oo

0 dla |a] <1
G3 lima" = 1 dla a=1

n—oo

400 dla a>1, lim a™ nie istnieje dla a < —1,
n—oo

G4 lim {/n=1,

n— oo

G5 lim {a=1,a>0,

n— oo

G6 lim (1+1)"=e.

n—oo

Twierdzenie 4. Jezeli lim o, =0 (a, # 0 dla kazdego n € N), to lim (1+ an)a%t =e.
n—oo

n—o0

Uwaga 2. Liczac granice, najczesciej nie spotykamy sie z sytuacjami, w ktérych mozna od razu za-
stosowaé ktore§ z powyzszych twierdzen czy wnioskow. Zazwyczaj pojawiaja sie tak zwane symbole
nieoznaczone, czyli:

=], [8} o0 — 00}, [0 oo, (1%, [0°] Tub [0,

Przyjrzyjmy sie dokladniej symbolowi nieoznaczonemu [%] Pojawia sie on przy liczeniu granicy ilorazu
dwoch ciggéw rozbieznych do +oo lub —oo. Nie mozemy wtedy zastosowaé twierdzenia 1 o granicy ilorazu
dwoch ciggow, poniewaz ciggi te nie sg zbiezne. Symbol ten nazywamy nieoznaczonym, poniewaz wszystko
moze sie zdarzy¢, a jaka jest granica, przekonujemy sie dopiero po wykonaniu przeksztatcen. Ponizsze
przyktady pokazuja, ze odpowiednio dobierajac ciagi rozbiezne do 400, otrzymamy rézne granice ilorazéw
tych ciagow:

(]

e lim 22 '= lim 5 =5,

n—oo n— oo
-

e lim *= "= lim n = +oo,
n—oo n—oo

o lim % "= lim i =0,
n—oo™ n—oo™

n? dla n parzystych
® ap = n =1,
n dla n nieparzystych,

1 Wyprowadzenia mozna znalez¢ w [3] i [4].
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an n dla n parzystych R
wtedy — = i lim — nie istnieje.
bn 1 dla n nieparzystych "7 Un

Widag¢ wiec, ze w przypadku symbolu nieoznaczonego [@] granica moze by¢ wlasciwa, niewtasciwa, a mo-
o0

ze w ogoble nie istnie¢. Nie mozemy od razu stwierdzié, czy istnieje albo ile jest rowna. Musimy najpierw

wykonaé¢ odpowiednie przeksztalcenia algebraiczne tak, zeby moc skorzystaé z ktoregos z twierdzen.

Ponizej znajduja sie bardzo proste granice, prosze je dopasowaé¢ do odpowiedniego symbolu nieozna-
czonego, a nastepnie policzy¢. Na koncu artykutu znajduja sie odpowiedzi.

. ) N . .
a) nh_)rr;o((n +3)—n), b) nh_{lgo 2n, c) nh_{rolo(n 2n), d) nh_>néo n,
°) Bt f) Jg, (V) 8) B 1 " %
. : n/ 1 . : 1 n ; n/ 1 : 1\
Dt i Dm0 i e Dt (1)

2. Przyklady obliczania granic

Ogolnie méwige, obliczanie granic ciggoéw, gdy pojawia sie symbol nieoznaczony, polega na takim
przeksztalceniu wyrazu ogélnego ciagu, zeby ,,pozby¢ sie” tego symbolu i zastosowaé ktoére§ z powyzszych
twierdzen oraz ktéra$ z podstawowych granic. W ponizszych przyktadach pokazemy, w jaki sposéb to
robié. Zastosujemy sprawdzony sposéb — bedziemy starali sie skomplikowane wyrazenia, ktére sprawiaja
nam ktopot, bo np. daza do nieskoriczonosci i powoduja symbol nieoznaczony, przedstawia¢ w postaci
iloczynu wyrazenia bardzo prostego, dazacego do nieskoniczono$ci i wyrazenia bardziej skomplikowanego,
ktore juz nie bedzie dazylo ani do nieskoniczonosci, ani do zera. Ten sposob, z powodzeniem, bedzie mogt
by¢ stosowany réwniez przy liczeniu granic funkcji.

Przyklad 1. Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogdlnym a,, = n — 2n% + /n.

Poniewaz n — +00, \/n — +oo i n? — +oo (patrz uwaga 1, G1), nie mozemy do policzenia granicy
ciagu {a,} zastosowaé twierdzenia 1 mowigcego m.in. o granicy sumy, réznicy ciagoéw (zwroc uwage,
ze twierdzenie to dotyczy ciagéw zbieznych), ale mozemy tatwo zauwazy¢, ze mamy tutaj do czynienia
z symbolem nieoznaczonym [oco — oo].

Aby policzy¢ granice, musimy tak przeksztalci¢ wyraz a,,, zeby$my mogli skorzystaé z ktoregos z podanych
twierdzern.

Zauwazamy, ze wylaczajac jakie§ wyrazenie przed nawias, mozemy latwo przedstawi¢ a, w postaci ilo-
czynu (a w tezach dwoch punktow twierdzenia 3 pojawia sie granica iloczynu). Wyltaczmy wiec przed
nawias wyrazenie, ktére najszybciej dazy do +oo, czyli n?.

Otrzymujemy:
1
an =n—2n*+yn=n? <—2—|—\/ZE).
n n
Ze wzoru G2 (uwaga 1) wiemy, ze + — 0 oraz % = —7 — 0, Mamy zatem roznice i sume ciggow

zbieznych i mozemy zastosowaé twierdzenie 1:
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1
lim (—24—\/?) =0-2+0=-2
n—oo \ N n
Ciag {a,} przedstawilismy wiec w postaci iloczynu dwoch ciagow, z ktorych pierwszy dazy do +oo,
a drugi do liczby ujemnej. Zatem na podstawie punktu 4 twierdzenia 3 wnioskujemy, ze lim a, = —oc.
n—oo

Zadanie 1. Policz teraz samodzielnie granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

a) a, =3n® —2n% +n —1, b) a, =n? — 2nYn —n’.

3vn+1
Przyklad 2. Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogélnym a,, = 5\[74—62

—n—6n

Mozna zauwazy¢, ze licznik dazy do +o0o, mianownik do —oco (na podstawie punktéw 6 i 4 twier-

dzenia 3). Mamy wiec symbol nieoznaczony [%] i nie mozemy do policzenia tej granicy zastosowac
twierdzenia 1 méwigcego m.in. o granicy ilorazu (pamietamy, ze dotyczy ono ciggdéw zbieznych).
Przedstawimy wiec nasz ciag w postaci iloczynu dwoéch ciagéw; drugi z nich powinien mieé taka postac,
zeby$my do obliczenia jego granicy mogli zastosowaé twierdzenie 1.
Po wylaczeniu przed nawias w liczniku /n, a w mianowniku n? (czyli wyrazen, ktoére najszybciej daza
do +oo odpowiednio w liczniku i w mianowniku, a rownocze$nie maja najprostsza postaé), otrzymujemy

svirl _ Vi) e s+

an = = vt v
" b-n—6n?2 n2(%-L1-6) n? L-1_-¢
Poniewaz ﬁ — 0, % — 0, £ — 0, do policzenia granicy drugiego czynnika mozemy zastosowaé twier-
dzenie 1 (mamy tu sume, réznice i iloraz ciagéw zbieznych):
1
lim i Vi s+0 _ 1
n—00 % — % - 0-0-6 2

Przy liczeniu granicy ciagu {a,} w dalszym ciagu mamy symbol nieoznaczony, ale poniewaz wylaczyliSmy

przed nawias najprostsze wyrazenia, symbol ten jest spowodowany przez iloraz %, ktory mozemy zapisac
1

w postaci —7. Poniewaz # — 0, otrzymaliSmy przedstawienie ciagu {a,} w postaci iloczynu dwoch
ciaggéw zbieznych i znowu mozemy zastosowaé twierdzenie 1:

1
. 1 <3+ﬁ> 1
= fiy e =0 () =0

n n

Zadanie 2. Policz teraz samodzielnie granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

2nd+n—1 né —n

n — ; b n = ’
a) a 5+ n2 )t = 06 — an)



68 J. Macura

Przyklad 3. Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogolnym a, = v/n? + 3n — \/2n2 + 1.

Tym razem mamy symbol nieoznaczony [co — 0o]. Zauwazmy, ze sytuacja jest troche podobna do tej
z przyktadu pierwszego. Wytaczymy wiec znowu przed nawias wyrazenie, ktore najszybciej dazy do +oo,
czyli n. Otrzymujemy:

oo () (o) = () <o (T ),

W ostatnim przeksztalceniu, przed nawiasem powinien pojawic sie |n|, ale n jest liczba naturalna, wiec

1
nZ

In| = n. Poniewaz 2 — 0, & — 0, wyrazenie w nawiasie dazy do liczby ujemnej 1 — v/2. Mamy wiec
iloczyn dwoch ciggéw, pierwszy dazy do +oo, drugi do liczby ujemnej, a wiec na podstawie twierdzenia 3

(punkt 4), dochodzimy do wniosku, ze lim a, = —oc.
n—oo

Zadanie 3. Policz teraz samodzielnie granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

a)an:\/n2+2n—\/n+2, b)an:W_\/m_

Przyklad 4. Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogdlnym a,, =v/n? + 3n — v/n? + 1.

Zadanie to rézni sie od poprzedniego tylko wspotczynnikiem przy n? pod drugim pierwiastkiem.
Gdybysmy postapili w tym przypadku tak samo jak poprzednio, okazaltoby sie, ze zamieniliby$my symbol
nieoznaczony [co — oco] na symbol nieoznaczony [0 - co] . Mozna to tatwo sprawdzié. Trzeba wiec postapié
inaczej. Zauwazamy, ze przeszkoda w przeksztalceniu wyrazu a,, sa pierwiastki (pierwiastek sumy/réznicy
nie jest réwny sumie/réznicy pierwiastkéw, chyba ze jedna z liczb jest rowna zero). Mamy wyrazenie
postaci a — b, przydaloby sie mie¢ a? — b?, prawda? Rozwigzaloby to problem z pierwiastkami. Jak
spojrzymy na a’—b?, to przypomina nam sie jeden ze wzoréw skréconego mnozenia: (a—b)(a+b) = a?—b%.
Wystarczy wiec wyraz a,, pomnozy¢ i podzieli¢ przez sume pierwiastkow:

(Vn2+3n—vn2+1)- (V2 +3n+vn2+1)  n?>+3n—(n2+1) 3n—1
V2 +3n+vn2+1 V2 +3n+vn2+1 VrZ+3n+vnZ+l

ap =

Zwracamy uwage na to, ze w przedostatnim ilorazie wyrazenie n? 4 1 znalazto sie w nawiasie. W tym
miejscu czesto popelniane sa bledy.

Pozbylismy sie juz roznicy pierwiastkow, a wiec symbolu nieoznaczonego [co — oo, ale to jeszcze nie koniec
probleméw, nadal mamy symbol nieoznaczony. Jednak tym razem jest to [%], a takie symbole juz sie
pojawialy wczesniej, wiemy wiec, jak sobie z nimi radzié. Bedziemy w liczniku i w mianowniku wytaczaé
przed nawias wyrazenia, ktére najszybciej daza do +o0o. Otrzymamy:

1
o — n(3-3) _
n(1+24/1+1)

Warto ponownie zwroci¢ uwage, ze w wyniku tych przeksztalcen nie zniknal nam automatycznie symbol

nieoznaczony. Jednak teraz jest on spowodowany przez mozliwie najprostsze wyrazenia I, mozemy wigc
je skrocié: 3_1 30 3
lim a, = lim o
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Granice ciagow z przykladu 3 i z zadania 3 a) mozna byto policzy¢, stosujac takie same przeksztatce-
nia jak w powyzszej granicy, ale nikt nie ma chyba watpliwosci, ze sposéb z wylaczeniem przed nawias
n w najwyzszej potedze byt zdecydowanie lepszy. Warto wiec przyjrzec sie ciaggom z poprzedniego przy-
ktadu i zadania doktadniej i zastanowié sie, dlaczego w ostatniej granicy ten ,lepszy” sposob zawiddi.
Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do wcze$niejszych ciagéw, w przypadku ciaggu o wyrazie ogdlnym

a, = Vn2+3n — v/n? +1 mamy réznice pierwiastkéw tego samego stopnia, taka sama jest najwyz-
sza potega n i ten sam wspoétczynnik przy najwyzszej potedze n. To wlasnie dlatego, po wylaczeniu n
przed nawias, wyrazenie w nawiasie dazylto do zera.

Zadanie 4. Policz teraz samodzielnie granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

Vnt+n2—1-—n2

n

a)an:\/n272n+27\/n2+4n, b) a, =

32n+1 —gn _ 4n+1
22 4 (=3)r =2

Przyktlad 5. Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogélnym a,, =

Tym razem ciag jest skonstruowany z ciggéw geometrycznych, nalezy wiec pomysle¢ o granicy G3
zuwagi 1. W celu policzenia granicy musimy przeksztalci¢ wyraz a,, tak, zeby pojawity sie tylko wyrazenia
postaci a™. Musimy wiec przypomnieé sobie wlasnosci potegowania dla poteg naturalnych:

jezelim, n €N, a € R, to a™™" = a™ - a™, a™" = (a™)".
Po przeksztatceniach otrzymujemy:

3.3 —9n—4.4"  3.9"—9"—4.4"  2.9" —4.4"
220 4 (=3)"—2  Ar 4 (=3)"—2 44 (=3 -2’

Ap =

W liczniku mamy symbol nieoznaczony [co — oo]. W pierwszym przykladzie tez mieliémy taki symbol.
Sytuacja jest podobna, mimo ze teraz pojawily sie wyrazenia a™. Zrobimy wiec takie samo przeksztalcenie,
czyli wylaczymy przed nawias to wyrazenie, ktore najszybciej dazy do +oco, tym razem bedzie to 9™.
Granicy mianownika nie mozemy jeszcze okresli¢, poniewaz co prawda 4™ — +o0, ale ciag {(—3)"} nie
ma granicy. Mozemy jednak przeksztatci¢ mianownik podobnie jak licznik:

4n 4n
an: 9n.(2_4.97) :%' 274.@ .
Spoéjrzmy, co otrzymaliémy. W dwoch miejscach pojawily sie symbole nieoznaczone [%} , oprocz tego wy-

. . (73)" kt, . d 1 . . d k ,1. , . . 2
razenie n orego granicy nadal nie mozemy od razu OKresliC oraz wyrazenie )

G3 i twierdzenia 3) dazy do zera. Nie mozemy tutaj nic skroci¢ (tak jak w poprzednich przyktadach), ale
a” = (2)" dla b # 0. Mamy wiec

ktore (na podstawie

mozemy kolejny raz skorzysta¢ z wlasnosci potegowania: %
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Na podstawie G3 stwierdzamy, ze:

1 . .
9)" — 400, poniewaz 2 > 1,

3\ " . . 3
—3)" = 0, poniewaz | — 3| < 1,

*

(

* (%)n — 0, poniewaz |3 < 1,
(
(

%)n — 0, poniewaz |1| < 1.

Otrzymalismy wiec iloczyn dwoch ciagéw, pierwszy jest rozbiezny do +oo, drugi zbiezny do liczby do-
datniej 2. Z twierdzenia 3 (punkt 4) wynika, ze lim a, = +oco.
n—oo

Zadanie 5. Policz teraz samodzielnie granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

4n 4 (\/§)2n+4
®) o=y P)an = w5

n4+2\ "
n+3 ’

Przyklad 6. Obliczymy granice ciaggu o wyrazie ogbélnym a,, = <

n+2
n+3

ze trzeba bedzie zastosowac twierdzenie 4. Rozpoczynamy od przeksztalcenia wyrazu ogdlnego naszego

Latwo zauwazy¢, ze ciag } dazy do 1. Mamy wiec symbol nieoznaczony [1°°]. Domyslamy sie,

1
ciggu tak, zeby pojawilo sie wyrazenie postaci (1 + ay,)°n , gdzie a;, — 0.
Najpierw musimy zadbaé¢ o to, zeby w nawiasie otrzymaé¢ sume 1 + a,,. Mozemy to zrobi¢ na kilka
sposobow. Zaczniemy od najogoélniejszego, czyli dodamy do wyrazenia w nawiasie liczbe 1 i rownoczesnie
odejmiemy ja:

—4n —4n —4n —4n
ay, = TL—|—2 — 1_|_n+2_1 — 1+L(n+3) — 1_|_ _1 .
n+3 n+3 n+3 n+3

Zatem nasze «,, =

=5 1, jak tatwo zauwazy¢, a, — 0.
Teraz zajmujemy sie wykladnikiem, w ktérym powinno pojawié sie D%, czyli "7—"‘13

—1 \ % -1 g (—4n)
@ ( + n+3) ( + n+3)

Mamy juz wlasciwie to, o co nam chodzilo, tzn. (1 + cvn)i , ale w wyktadniku ,,co§” nadbywa. Gdyby-

Smy przejrzeli wszystkie twierdzenia dotyczace liczenia granic, doszliby$my do wniosku, ze trzeba bedzie

zastosowaé wniosek 2. Musimy wiec wyraz ogélny a,, przedstawi¢ w postaci (c,)%".
n+3

U nas ¢, = (1 + H_T_l:,)) e Skorzystamy z jednej z regul potegowania, z ktorej juz korzystalismy,

. . . c .
mianowicie: a®¢ = (ab) . Mamy wiec

_1 7:+13-%'(74n)
an = (1 + ) =
n+3

- 1\ g (—4n) o
— Cn (N
n+3
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Wiemy, ze lim ¢, =e,a lim d, = lim = lim T =4, a wige
n
lim a, = e?.

n—oQ

Zauwazmy, ze istnieja tez inne sposoby otrzymania postaci 1 + a,. Mozna na przyklad przedstawié

licznik w postaci mianownik plus ,,co8”:
2 -1 -1
nt+2 (n+3) 14 '
n+3 n+3 n+3
Mozna tez w wyrazeniu Z—jr'g podzieli¢ i licznik, i mianownik przez n:
n -+ 2 _4n_ 1+% i
n+3 C\1+ 2
Po zastosowaniu odpowiedniej reguty potegowania (czyli (%)c = ‘;—z) mamy do policzenia granice dwoch
ciagéw, a nie jednego, ale za to sa to granice, w tym wypadku, prostsze:
an = (n+2>4n ) (”3)4” G- (O -
n = - 2 = 2\an 2\Z78
n+3 1+ = (14 2)4n [(1+2)=]8
12
4

Zatem lim a, = — =
n—o00 e

Zadanie 6. Policz teraz samodzielnie granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli
( n2 + 5 ) 2n

b) a,, =
) a n2+n

1+5n
)

2n+1
2n —3

a) ap

Przyktad 7. Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogélnym a,, = M
n

Sprawdzamy, czy mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym. W liczniku y/n — 400, ale ciag

vn -siny/n

{siny/n} nie ma granicy. Sprobujmy zapisa¢ a,, w innej postaci:

tn = n+1
Obliczmy granice pierwszego z ciagow:
1
lim = lim il: lim ——————=0.
Teraz juz widaé, ze mamy iloczyn dwoch ciagow, pierwszy jest zbiezny do 0, a drugi ograniczony (poniewaz
—1 < siny/n < 1 dla kazdego n € N), a wiec z wniosku 1 wynika, ze lim a, = 0.
n—oo
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Zadanie 7. Policz teraz samodzielnie granice ciaggu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

sinn Ynoo. o,
n = ) b) a, =
a) an = — Jan =507

Przyklad 8. Obliczymy granice ciaggu o wyrazie ogélnym a,, = {/cosn + 3™ + 8.

Ciag {cosn} nie ma granicy, ale jest ciagiem ograniczonym, a wiec poniewaz 3™ 4+ 8" — +o00, rowniez
1

cosn + 3" + 8" — +4o0o. Wyraz ogélny ciagu mozemy zapisa¢ jako a, = (cosmn + 3" 4 8")». Widac
zatem, ze mamy symbol nieoznaczony [0”] i nie bardzo wiadomo, jak przeksztalci¢ a,. Pomyslmy wiec
o twierdzeniu o trzech ciagach (twierdzenie 2). Moze uda sie unikna¢ obliczania granicy ciagu {a,}?
Bedziemy za to musieli znalezé dwa ciggi: jeden o wyrazach wiekszych, drugi o wyrazach mniejszych od
wyrazow ciagu {a,}, oba zbiezne do tej samej granicy. Jezeli zauwazymy, ze problemem jest to, ze mamy
pierwiastek sumy, szukajac wyrazu wiekszego od a,, mozemy staraé sie, zeby zamiast sumy pojawil sie
pod pierwiastkiem iloczyn (jesli a i b sa dodatnie, to ¥a + b # /a+ /b, ale ¥a-b= {/a- V/b). Musimy
jednak pamietaé, ze potem bedziemy szukaé¢ ciaggu o wyrazach mniejszych, zbieznego do tej samej granicy,
wiec nie mozemy przesadzaé z szacowaniem. Sposrdd trzech wyrazen pod pierwiastkiem najwieksze to
8". Jezeli pozostate dwa sktadniki zastapimy tym najwiekszym, to suma wzrosnie, prawda? Mamy:

cosn+3"+8" <8 48" +8" =3.8".

Nie tylko znalezliSmy wyraz wiekszy od a,, ale dodatkowo pojawil sie iloczyn. Przy pierwiastkowaniu
nier6wnos¢ sie zachowa i mamy

an < V38" = /3. /8" =8/3.

Ciagiem {c,} z twierdzenia 2 jest ciag o wyrazie ogdlnym c,, = 8 /3. Najpierw obliczymy jego granice,
a potem bedziemy szukaé ciggu o wyrazach mniejszych, zbieznego do tej samej granicy. Wiemy, ze /3 — 1
(G5), zatem lim ¢, = lim 8/3 =38.
n—oo n—oo

Teraz szukamy takiego ciagu {b,}, zeby spelniona byla nier6wnosé b, < {/cosn + 3™ + 8*. Mamy tu
wiele mozliwosci. Za b,, mozna wstawi¢ np. liczbe 0 albo /37, albo /8". Mozliwosci jest duzo, ale my
musimy pamietaé, ze aby skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ciggach, ciag {b,} musi by¢ zbiezny do 8.
Wybér pada wiec na 1/8". Spelnione sg teraz zalozenia twierdzenia o trzech ciggach:

8<a, <8V3 (dlan>1)

oraz
lim 8 = lim 83 =8.

n—oQ n—oo

Mozemy wiec wyciagna¢ wniosek, ze réwniez lim a, = 8.
n— oo

Zadanie 8. Policz teraz samodzielnie granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,, jezeli

a) ay = \/(;)+(i)+(j) b) an = ¥/sn(al) 1217
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5 n
Przyklad 9. Obliczymy granice ciagu o wyrazie ogélnym a,, = (;L) .
n

Ciag {a,} przypomina ciagi z przykltadu 6 i zadania 6. Sprawdzmy, czy teraz tez mamy symbol
nieoznaczony [1°°]. Latwo stwierdzi¢, ze nie. Co prawda wykladnik dazy do +oo, ale podstawa dazy do
3. Mamy ciag postaci {(a,)?"}, gdzie a,, — 5 > 0 i moze moglibySmy skorzysta¢ z wniosku 2, ale jest
jeden problem: otéz cigg o wyrazie ogélnym (3, = n nie jest zbiezny. Musimy sobie inaczej poradzic.
Zauwazamy, ze bez problemu policzyliby$my granice ciagu, gdyby w mianowniku przy n nie bylo dwojki.
Skoro dwdéjka nam przeszkadza, to wylaczmy ja przed nawias i zobaczmy, co dalej:

oo (B5) - () - ()
" \2n+1)  \2(n+d)) 22 \n+3)

Otrzymali$my iloczyn dwoch ciagéw, pierwszy jest zbiezny do zera, granice drugiego mozna bez problemu

policzy¢. My jednak proponujemy ciekawsze podej$cie do tego zadania. Przyjrzyjmy sie dokladniej, co

oznacza fakt, ze 2’;:;51 — % Mianowicie to, ze dla kazdego € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla
wszystkich naturalnych n > N zachodzi nier6wnosé¢ |27;j~_+51 —%| < e. Wykorzystamy teraz jedna z wtasnosci
modutu: |a] < b & —b < a < b. Otrzymujemy wiec:
nto 1<¢> <n+5 1<<:> < +5< +1
——|<ee —¢ ——<e& - —¢ e+ .
2n+1 2 2n+1 2 2 2n+1 2

Wybierzmy sobie takie €, zeby po lewej stronie nieréwnosci byta liczba dodatnia, a po prawej mniejsza
od 1. Na przyklad niech ¢ = i. Dla tak wybranego ¢ istnieje N naturalne takie, ze dla wszystkich n > N

hodzi podwdj ierd S¢:
zachodzi podwojna nieréwnoscé 1 — 3

15my1 7

Pojawila sie podwdjna nieréwnosé, a wiec czas pomysleé o twierdzeniu o trzech ciagach. Mamy dalej:

(1) <G5 <)

oraz lim (i)n = lim (%)n = 0. W takim razie mozemy, na podstawie twierdzenia o trzech ciagach,
n—oo n—oo

wywnioskowaé, ze lim a, = 0.
n—oo

. . . . a1 n+5 3 . . . . . . .
Zauwazmy jeszcze, ze nier6wnos¢ 3 < 5- 7 < § mozna otrzymac w inny spos6b, nie odwolujac sie

do definicji granicy (warto jednak pamieta¢ o tym, ze granice sa zréodlem nieréwnosci). Zauwazmy, ze

n+5
2n+1

zmniejszymy mianownik, a wiec dla dostatecznie duzych n (a dokladniej dla n > 10) zachodzi nier6wnosé:

w utamku i licznik, i mianownik sa dodatnie. Zatem ulamek wzrosnie, jezeli zwiekszymy licznik lub

n+5 n+§5 n+j 3

2n+1 2n+1 2n 4’

Natomiast utamek zmaleje, jezeli zmniejszymy licznik lub zwiekszymy mianownik:

n—+5 n n 1

> > = —.
2n+1 2n+1 2n+4+2n 4
Pamietajmy jednak, ze przy takim szacowaniu trzeba bardzo uwazaé. Gdyby$my nie zwracali uwagi na
znaki licznika i mianownika, moglibySmy popelni¢ btad. Rozwazmy nastepujacy przyktad: oszacujemy
z gory utamek =5. Mogloby sie wydawaé, ze jezeli licznik (—1) zastapimy liczba wigksza (0), to ulamek
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wzro$nie. Spojrzmy, czy faktycznie tak bedzie
;1 < i = 1 <0
-2 =2 2 '

Blad, prawda?
Zadanie 9. Oblicz granice ciagu {a,}, jezeli

_ (A42+...4n)3 _ \2nF1—+2n—1
a) ap = ( (n+2)° ) ) b) ap = 7\/@*\/5
c) a, = (Vn2+1—n)(n—v2n2—-1), d) a, = V/n3 —n? —n,
e) an = Vn2+1-Vn?+2, f) 5=

2 2n+1 n " " 3
g) An = (nanLi:il) ) h) an = ( :2-:31
i) an:(_z),;ﬁ&in(n!), j) a”:n-li-1+n+\/§ n+1\/§++ﬁ
Odpowiedzi

Symbole nieoznaczone
a) [oo —oc] 3, b) [oc°] 2, ¢) [0 —o0] — o0, d) [oc’] 1,
e) [3] 2, f) 1] + oo, g) [0-0c] 1, h) [§] + oo,
i) [g] O J) [0-00] 2, k) [0°] 3, 1) 1] e
Zadanie 1. Zadanie 2. Zadanie 3. Zadanie 4.
a) +oo0, a) +oo, a) +o0, a) —3,
b) —cc. b) —%. b) —oc. b) 0.
Zadanie 5. Zadanie 6. Zadanie 7. Zadanie 8.
a) 1, a) elf, a) 0, a) %,
b) 2. b) %. b) 0. b) 1.
Zadanie 9.
a) +oo, b) 7, ¢) 1572, d) -3, e) 0,
f) 0, g) &, h) ¢, i) 0, i 1
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Wskazowki do zadania 9:

d) zastosuj wzor a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?),

e) dwukrotnie zastosuj wzor na réznice kwadratow,

h) zapisz inaczej wyraz ogdlny ciagu (uzyj potegi zamiast pierwiastka),

Jj) zastosuj twierdzenie o trzech ciagach; szacujac wyraz ogolny z gory (z dotu), zastap kazdy z wyrazow
przez wyraz najwiekszy (najmniejszy).
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