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Streszczenie

W pracy przedstawiono gradientowo-iteracyjna metod¢ optymalizacji
konstrukcji. Zostaly opisane podstawowe zatozenia metody. Dodatkowo
na przyktadzie belki wspornikowej pokazano jej zastosowanie. Dokonano
poréwnania z metoda oparta na teorii optymalnego sterowania. Przepro-
wadzona analiza porownawcza dowodzi skuteczno$ci metody gradiento-
wo-iteracyjnej w zadaniach optymalizacji konstrukcji.

Stowa Kkluczowe: optymalizacja konstrukcji, metoda gradientowo-
iteracyjna.

Application of gradient-iterative optimization
method on the example of a cantilever beam

Abstract

The paper describes the gradient-iterative optimization method, outlines
the basic assumptions of the method and illustrates its general use. The
method implementation was illustrated based on a cantilever beam of
rectangular cross-section. The described calculation example pertains to
the optimization of the width of a beam with fixed height and at fixed
maximum deflection of the free end of the beam. A comparison with
optimal control method was made. The comparative analysis demonstrates
the effectiveness of the gradient-iterative method for optimization of
calculations. The method makes it possible to quickly obtain the optimal
example using universally available programming. In addition, the method
enables finding the optimal solution without the use of complicated
mathematical formulas. The gradient-iterative method in conjunction with
the MES algorithm offers designers vast possibilities. As the method takes
relatively little time it can be used in construction design offices to
optimize various construction elements.

Keywords: structure optimization, gradient-iterative method.

1. Wstep

W licznych pracach z zakresu optymalizacji konstrukcji roz-
wigzano juz szereg problemow z zastosowaniem matematycznych
metod optymalnego sterowania. Opracowane metody oparte na
wysublimowanej teorii sterowania umozliwiajg znalezienie roz-
wigzan optymalnych dla zadanych warunkow brzegowych oraz
ustalonych ograniczen. Optymalizacja oparta na zasadzie maksi-
mum daje bardzo dobre rezultaty, ale posiada dwie istotne,
z punktu widzenia projektanta, wady:

e konieczno$¢ sformutowania matematycznie skomplikowanego
problemu optymalizacyjnego, ktorego opis nie koreluje z przy-
jetym w praktyce projektowej sposobie weryfikacji nosnosci
elementow,

e brak skutecznego oraz intuicyjnego oprogramowania, dzieki
ktoremu mozliwe jest znalezienie rozwiazania skomplikowa-
nych probleméw sformutowanych w kategoriach optymalnego
sterowania.

Przedstawiona w pracy metoda optymalizacji konstrukcji umoz-
liwia szybkie znalezienie rozwigzania optymalnego bez koniecz-
no$ci wykorzystania trudno dostgpnych programéw numeryczny
znajdujacych rozwiazanie wielopunktowych probleméw brzego-
wych.

2. Opis metody optymalizacji gradientowo-
iteracyjnej

Metoda stanowi polaczenie metody gradientu prostego oraz ite-
racyjnego rozwigzania sformutowanego problemu optymalizacyj-
nego. W ogodlnosci zastosowanie metody mozna opisa¢ w 6 kro-
kach:

1. Matematyczny zapis funkcji opisujacych rozwazane zadanie
optymalizacyjne.

2. Ustalenie funkcji celu oraz zmiennych decyzyjnych.

3. Okreslenie ograniczen optymalizacyjnych.

4. Ustalenie punktu startowego optymalizacji oraz kierunku po-
szukiwan rozwigzania.

5. Opis funkcji przyrostowe;.

6. Iteracyjne znalezienie rozwigzania spetniajacego zadane kryte-
ria optymalizacyjne.

Opisang metode¢ mozna zastosowaé w rozwigzaniu zréznicowa-
nych probleméw optymalizacyjnych. Wykorzystujac ogoélnodo-
stepne oprogramowanie mozliwe jest znalezienie rozwigzania
optymalnego w czasie nieporownywalnie krotszym niz w przy-
padku optymalizacji z zastosowaniem innych metod.

W potaczeniu z metoda elementéw skonczonych metoda umoz-
liwia bardzo szybkie rozwigzanie problemow optymalizacyjnych
konstrukcji statycznie niewyznaczalnych.

Formutujgc zadanie dla metody gradientowo-iteracyjnej wyko-
rzystuje si¢ proste funkcje umozliwiajace opis rozwazanego pro-
blemu optymalizacyjnego. Ustalone funkcje wprowadza si¢
w petle obliczeniowe. Dzigki nieskomplikowanemu zapisu mate-
matycznemu obliczenia numeryczne przeprowadzane sa w bardzo
krotkim czasie.

Opisujac dane zagadnienie nalezy zwrdci¢ szczeg6lng uwage na
wlasciwe okreslenie funkcji przyrostowej. Niewlasciwe okreslenie
moze w znaczacy sposOb wydtuzy¢ obliczenia, a w najgorszym
przypadku nawet uniemozliwi¢ uzyskanie wiarygodnego wyniku.

3. Przyktad: belka wspornikowa

Zadanie dotyczy optymalnego ksztaltowania belki wsporniko-
wej o przekroju prostokatnym obcigzonej statg sitg skupiong na
koncu wspornika (rys. 1).
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Rys. 1. Schemat statyczny oraz przekrdj poprzeczny belki
Fig. 1. Static scheme and beam cross-section

W przyktadzie zatozono, ze w obliczeniach zostanie pominigty
wplyw cigzaru wlasnego belki.

Za funkcje celu w zadaniu optymalizacyjnym przyjeto objetosé
elementu.

£ =40 M

gdzie:
A(x) - pole przekroju poprzecznego w funkcji dhugosci
elementu.

Optymalizacja polega na doborze szerokos$¢ b, zmiennej wzdhuz
osi belki, ktora minimalizuje ustalong funkcje¢ celu (1) oraz spetnia
wszystkie przyjete ograniczenia.

4. Metoda gradientowo-iteracyjna: opis
zagadnienia

Rozwazang belke opisano stosujac metode elementow skonczo-
nych. Belke zdyskretyzowano na elementy skonczone o stalej
(w obrebie jednego elementu) sztywnosci EI(b) oraz statej dlugo-
$ci Lgg (rys. 2). Dyskretyzujac belke przy pomocy wielu elemen-
tow skonczonych zatozenie stalego momentu bezwladnosci
w obrebie jednego elementu nie prowadzi do znaczacych bledow
obliczeniowych.
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Rys. 2. Dyskretyzacja belki
Fig. 2. Beam discretization

Zdefiniowano macierz sztywnosci (2) oraz zbudowano macierz
Boole’a dla n elementow skonczonych (3).
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B(],Z-(Iap"fl)+l/ =
= 3
B = B(z,z-(wp”—l)+2) ( )

i B _

(3.2(top"~1)+3)

Br4,2-(mp”—1)+4) =

gdzie:

top" — fragment macierzy topologii odpowiadajacy

n-temu elementowi skonczonemu.

Oczywiste jest, ze dla elementu skonczonego o zmiennej bez-
wladnos$ci macierz sztywnosci (2) przyjmuje inng postac.

Zapis macierzowy (3) definiuje macierz Boole’a dla dowolnego
i-tego elementu skonczonego, co umozliwia pdzniejsza automaty-
zacje obliczen dla dowolnej liczby elementow.

Dla n elementéw skonczonych uktad sktada si¢ z n+1 weztow.
W kazdym wezle wystepuja dwa lokalne stopnie swobody: prze-
mieszczenie pionowe i obrot.

Agregacja macierzy sztywnosci:

K:iB,TK;B,. 4)

i=1

gdzie: K,'— macierz sztywnosci dla i-fego elementu skofnczonego.

Dla kazdego wezta okreslono dwie sity weztowe: site pionowa
oraz moment zginajacy. Wektor sit weztowych dla n elementow
skonczonych ma wymiar 2(n+1). W analizowanym przyktadzie
w wektorze sit weztowych niezerowa warto$¢ przyjmuje tylko
wiersz odpowiadajacy sile pionowej przypisanej do ostatniego
wezla (wiersz 2n+1).

Okreslenie wektora sit weztowych:

P =0 dla iei{l; 2n}
Py =P,

Py, =0

©)

W przypadku wystapienia obcigzen liniowych nalezatoby do-
datkowo zdefiniowa¢ roéwnowazniki wezlowe obcigzenia.
W rozwazanym zadaniu ten etap ze wzglgdu na sposob obcigzenia
zostal pominigty.

Warunki brzegowe opisujace zablokowanie obydwu stopni
swobody przy koncu utwierdzonym belki:

w, =1
(©)

w, =1
w, =0 dla ie{3;(2n+2)}

Rozwigzanie uktadu rownan oraz obliczenie wektorow prze-
mieszczen dla elementéw skonczonych wynika z réwnania row-
nowagi:

K0 =S, (7

gdzie:
Q- wektor przemieszczen weztowych
Ky, —macierz sztywnosci uwzgledniajaca warunki brze-
gowe
Swb — wektor obcigzen weztowych uwzgledniajacy warun-
ki brzegowe

Za punkt startowy optymalizacji przyjeto koniec utwierdzony
preta. Funkcje przyrostowa zmiennej decyzyjnej b zdefiniowano,
jako funkcje przyrostu dlugosci A oraz kata nachylenia a.
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Dysponujac  funkcjami umozliwiajagcymi wyznaczenie prze-
mieszczenia dla okreslonych warunkow brzegowych przeprowa-
dzono iteracyjne obliczenia dla ustalonej w obrebie danej iteracji
wartosci kata a oraz skokowo zmiennej wartosci przyrostu A. Dla
jednej iteracji nast¢puje szereg obliczen majacych na celu znale-
zienie rozwigzania optymalnego dla zadanego kata o. Kierunek
przyrostu A zalezy od warto$ci maksymalnego przemieszczenia
i jest okreslany w kolejnych krokach obliczeniowych. Dodatkowo
warto$¢ przyrostu A maleje wraz z kolejnymi fazami obliczen.
Przyjete zmienne oraz sposob przyrostu zmiennej decyzyjnej
pokazano na rysunku nr 3.
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Rys. 3. Przyrost zmiennej decyzyjnej
Fig. 3. Increment of the decision variable

Ponizej podano jawnie posta¢ funkcji przyrostowej zmiennej
decyzyjnej b (8).

b; = min |_bmax ; (bmi“ + max(() ; 2(4\}7 —iLgg )tana»J (®)

gdzie:
i — liczba porzadkowa elementu skonczonego, i € {1,n},
b,ex — maksymalna dopuszczalna warto$¢ zmiennej de-
cyzyjnej,
b,,in — minimalna warto$¢ zmiennej decyzyjnej,
4, —przyrost dla p-tej fazy obliczeniowe;j (rys. 3),
Lgg— dlugos¢ elementu skonczonego.

Dla okreslonych dla wszystkich elementéw skonczonych war-
tosci zmiennej decyzyjnej b wyznaczane jest przemieszczenie w
konca swobodnego belki wspornikowej. Obliczona warto$¢
zostaje poréwnana do okre$lonej wartosci granicznej wy. Na-
stepnie przeprowadzane sa kolejne fazy obliczeniowe majace na
celu ustalenie warto$ci 4, dla ktdrej zostanie spetnione zatozone
kryterium zbiezno$ci. Ponizej przedstawiono w sposob uprosz-
czony wzory na zastosowang gradientowa zmiang funkcji przy-
rostowej.
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4,=0

while ‘W—Wo‘ >

)
4, =0.5L

A -4 |/2if
Ap+[:Ap+ pAppA] W= w

1|/ 2 w<w,

break if p > Py

gdzie:
A — ustalone kryterium zbiezno$ci,
Pmax — maksymalna ustalona ilo$¢ faz obliczeniowych.

Procedura obliczeniowa jest powtarzana iteracyjnie dla kolej-
nych wartoéci kata a, ktéorego zmiennos¢ jest liniowa. Ze zbioru
rozwigzan optymalnych (dla konkretnych wartosci kata o) wybie-
rane jest rozwigzanie minimalizujace funkcje celu (1).

Na podstawie powyzszych zatozen zostal napisany program
komputerowy, ktory umozliwia znalezienie rozwigzania opty-
malnego dla rozwazanego zagadnienia. Algorytm zostal zapisa-
ny w $rodowisku programu Mathcad. Wymieniony program do
obliczen matematycznych umozliwia czytelny zapis procedury
obliczeniowej oraz szybkie rozwigzywanie rownan macierzo-
wych.

5. Metoda optymalnego sterowania:
uproszczony opis zagadnienia

Doktadny opis zadania optymalizacji belki wspornikowej znaj-
duje si¢ w pracy [1]. Ponizej przyblizono tylko podstawowe zato-
zenia do rozwazanego problemu optymalizacyjnego.

Zadanie mozna opisa¢ uktadem pigciu réwnan rézniczkowych:

w=0
M
? EI (10)
M'=0
QO'=q
V'=bh

gdzie:
w — przemieszczenia w kierunku osi z,
o — kat ugiecia,
E — modut Younga,
0O — obciazenie ciagte,
I —moment bezwtadnosci wzgledem osi y.

Uktadowi rownan (10) towarzysza warunki brzegowe, ktore dla
przyjetego schematu statycznego przybieraja postac:

w(0) =0

»(0)=0 (11)
w(L) =w,

M(L)=0

oL)=r

Sformulowane zadanie zostalo rozwigzanie numerycznie
w programie Dircol-2.1 [1].

6. Poréwnanie wynikéw
Obliczenia wykonano dla nastgpujacych danych:

o dhlugos¢ belki L =2,0 m,
e sila skupiona P =2000 N,
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modul Younga E = 205-10° Pa,
stata wysokos$¢ 2 = 0,1 m przekroju poprzecznego,
zakres zmiennosci szerokosci b: <0,05 m ; 0,20 m>,
maksymalne przemieszczenie pionowe swobodnego konca
belki wy = 0,002 m.
Dodatkowo dla metody gradientowo-iteracyjne wprowadzono
ograniczenia:
e zakres zmiennosci kata nachylenia: a € (0° ; 90°),
o przyrost kata nachylenia: Ao = 1°,
o dhugos¢ elementu skonczonego: Lgs = 0,05 m,

Struktura rozwigzania optymalnego uzyskanego metoda gra-
dientowo-iteracyjna przedstawia si¢ nastgpujaco:

0,20m  xe(0,00m;0,35m) i
b(x)=1{b,, xe(0.35m;1,55m) (12)
005m  xe(1,55m;2,00m)

Ponizej przedstawiono graficznie rozwigzanie optymalne
(rys. 4). Warto$¢ ugigcia swobodnego konca wspornika wynosi
1,995 mm.
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Rys. 4. Optymalna szerokos¢ belki (metoda gradientowo-iteracyjna)
Fig. 4. Optimal beam width (gradient-iteration method)

Struktura rozwiazania optymalnego uzyskanego metoda opty-
malnego sterowania przedstawia si¢ nastepujaco [1]:

0,20m  xe(0,00m;0,40m) "
b(x)=1b,, xe(0,40m;1,60m) (13)
005m  xe(1,60m,;2,00m)

Na rysunku nr 5 pokazano rozwigzanie optymalne. Warto$¢
ugiecia swobodnego konca wspornika wynosi 1,936 mm.
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Rys. 5. Optymalna szerokos¢ belki (metoda optymalnego sterowania)
Fig. 5. Optimal beam width (optimal control method)

Wynik uzyskany metoda gradientowo-iteracyjna jest bardziej
precyzyjny, natomiast rozwigzanie optymalne cechuje si¢ nie-

znacznie mniejsza warto$cia funkcji celu. Wynika to z zatozonej
wielkosci elementu obliczeniowego. W pracy [1] zalozono roz-
miar elementu obliczeniowego 0,1 m, natomiast w rozwigzaniu
metoda gradientowo-iteracyjng zatozono element skonczony
o dtugosci 0,05 m.

Struktura rozwigzania dla obydwu metod jest bardzo zblizona.
Wynik ten dowodzi skutecznosci metody gradientowo-iteracyjne;j.

7. Wnioski

Dla skomplikowanych uktadéw konstrukcyjnych znalezienie
rozwigzania optymalnego przy zastosowaniu zasady maksimum
prowadzi do koniecznos$ci rozwigzania bardzo skomplikowanych
wielopunktowych probleméw brzegowych. Dodatkowo stosujac
metode optymalnego sterowania nalezy si¢ liczy¢ z konieczno$ciag
wykorzystania trudnodostepnych programéw numerycznych
umozliwiajacych znalezienie rozwigzania sformutowanego pro-
blemu brzegowego.

Korzystajac z metody gradientowo-iteracyjnej, nawet dla
skomplikowanego zagadnienia, rozwigzanie znajdowane jest
bardzo szybko. Formulujac zagadnienie za pomoca prostych
funkcji oraz przeprowadzajac pgtle obliczeniowe, ze zbiorow
rozwigzan znajdowany jest wynik optymalny spetniajacy wszyst-
kie ustalone kryteria optymalizacyjne.

Metoda gradientowo-iteracyjna moze by¢ wykorzystywana
w codziennej praktyce projektowej. Wykorzystanie metody ele-
mentéw skonczonych umozliwia znalezienie optymalnego roz-
wigzania dla konstrukcji wielokrotnie statycznie niewyznaczal-
nych.

Zadanie optymalizacyjne mozna sformutowa¢ w dowolnym je-
zyku programowania lub w popularnych programach matema-
tycznych (np. Mathcad, Matlab).

Przed przystapieniem do optymalizacji nalezy starannie sformu-
towaé funkcje przyrostowa, gdyz jej niewlasciwa definicja moze
prowadzi¢ do znacznego wydhuzenia obliczen.

Metoda optymalizacji gradientowo-iteracyjnej pomimo swej
prostoty pozwala na znalezienie w bardzo krétkim czasie rozwig-
zania optymalnego. Ze wzglgdu na relatywnie niewielkie wyma-
gane naklady czasu pracy metoda moze zostaé wykorzystana
w biurach projektowania konstrukcji budowlanych do optymaliza-
cji elementow budowlanych.

Opisang metod¢ mozna oczywiscie zastosowaé w rozwigzaniu
dowolnego problemu optymalizacyjnego nie dotyczacego opty-
malnego ksztattowania konstrukcji budowlanych.
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