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Streszczenie: w dwuczesciowej pracy przedstawia sie zmodyfikowang wersje wektorowej metody
oceny niepewnosci wieloparametrowych pomiardw posrednich. Jest to rozszerzenie metody podanej

w Suplemencie 2 do Przewodnika wyznaczania niepewnosci pomiaréw. Nowoscig zaproponowang

W niniejszej pracy jest uwzglednianie wptywu skorelowania rozktaddéw mierzonych wartosci

elementéw multimenzurandu na niepewnosci sktadowe typu A lub/oraz typu B mierzonych posrednio
parametréow menzurandu wyjsciowego. Omowienia dokonano na przyktadzie pomiaréw menzurandu
dwuparametrowego 2D o skorelowanych parametrach mierzonych. W czesci 1. wyznaczono wzory ogdlne
dla macierzy kowariancji, niepewnosci i wspétczynnika korelacji menzurandu wyjsciowego oraz dla kilku
charakterystycznych przypadkdw szczegdlnych. Na wykresach zilustrowano zaleznosci wspdétczynnika
korelacji wielkosci wyjsciowych w funkcji udziatéw sktadowych typu B w niepewnosciach wielkosci
wejsciowych. W czesci 2. bedg omdwione przyktady estymaciji niepewnosci i wspotczynnika korelacji dla
kilku rodzajéw funkcji przetwarzania wynikdw pomiaréw oraz sformutuje sie wnioski ogdlne.

Stowa kluczowe: pomiary wielowymiarowe, menzurand 2D, propagacja wektorowa, niepewnosci sktadowe

a

1. Wprowadzenie

Wryniki pomiaréw podawane sa zwykle w postaci dwu estymat,
ktoére opisuja wartosci oraz oceny doktadnosci kazdej z wielko-
$ci badanego obiektu, czyli parametry menzurandu. Oba esty-
matory wyznacza si¢ z danych prébki pomiarowej, czyli zbioru
wartosci obserwacji pomiarowych, ktére powtarzano wielokrot-
nie w tych samych lub podobnych warunkach wptywajacych.
Podczas tworzenia oceny dokltadnosci pomiaréw wieloparame-
trowych uwzglednia si¢ zwiazki deterministyczne i statystyczne
(korelacje) miedzy mierzonymi wielkoSciami. Po korekcie zna-
nych wplywow o charakterze deterministycznym otrzymuje sie
rozrzut wartoéci obserwacji pomiarowych traktowany juz jako
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losowy 1 opisywany rozkladem prawdopodobienstwa. W celu
ujednolicenia oceny dokladnoéci wynikéw pomiaréw, siedem
organizacji miedzynarodowych wspélnie opracowalo i pierwszy
raz opublikowato w 1993 r. specjalny dokument — Przewodnik
wyrazania niepewnosci pomiaréw (ang. Fvaluation of measure-
ment data — Guide to the expression of uncertainty in mea-
surement), znany pod angielskim akronimem GUM [1]. Jego
tres¢ udoskonalano kilkakrotnie. Ostatnia wersja ukazala sie
w 2008 r. [1]. Zakres stosowania przewodnika GUM jest rozsze-
rzany przez kolejne Suplementy [2-5]. Ciagle ukazuja si¢ prace
o usprawnieniu korzystania i udoskonaleniu tych przepiséw,
w tym i przyczynki z udzialem autoréw [8, 10-20].
Poprzednio do oceny doktadnosci pomiaréw stosowano bledy
pomiarowe z podziatem na systematyczne i przypadkowe. Wsku-
tek trudnosci z wyznaczeniem w praktyce wartosci rzeczywi-
stej, w przewodniku GUM wprowadzono nowe pojecie nazwane
niepewnoscia pomiaréw (ang. measurement uncertainty). Jest
to szeroko$é¢ przedzialu, a dla pomiaréw wieloparametrowych
— opis granic tzw. obszaru pokrycia, w ktérym z okreslonym
prawdopodobienstwem moze wystapi¢ estymata wartosci men-
zurandu, ktéra otrzymano po korekcji i przetworzeniu surowych
wynikéw pomiaréw. Podstawa oceny niepewnosci pomiaréw
jest wyznaczenie jej skladowych typu A i typu B, oznaczonych
jako u, i u, Niepewnos¢ catkowita u jest zdefiniowana w GUM
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jako odchylenie standardowe rozktadu wypadkowego w postaci
splotu dwoch niezaleznych statystycznie rozktadéw sktado-
wych. Pierwszy z nich opisuje statystycznie rozrzut otrzyma-
nych eksperymentalnie wartosci obserwacji pomiarowych. Drugi
jest rozkladem hipotetycznym randomizujacym przypuszczalne
zmiany wynikéw réznego pochodzenia, w tym o charakterze
systematycznym, nieznane co do wartosci w trakcie wykonywa-
nych pomiaréw. Zmiany te moga pojawia¢ sie losowo w dlugim
okresie uzytkowania mierzonego obiektu, przyrzadu lub systemu
pomiarowego i w réznych dopuszczalnych dla nich warunkach
otoczenia, innych niz przy kalibracji przyrzadu i przeprowadza-
niu pomiaréw kontrolnych. Natomiast zwykle nie zmieniajg si¢
w trakcie pomiaréw.

Funkcje gestosci prawdopodobienstwa rozktadu wypadkowego
i rozktadéw sktadowych spetniajg warunek p(z) = p(x,) * p(ax,).
Niepewnosé catkowita, czyli odchylenie standardowe u rozktadu
wypadkowego jest suma geometryczna niepewnosci sktadowych

U, i Uy tj.:
u = u) +u (1)

Nastepnie dla znanej funkcji opisujacej gestosé prawdopodo-
bienstwa rozktadu, np. funkcji Gaussa dla rozkladu normalnego,
na podstawie odchylenia standardowego i wspoétczynnika roz-
szerzenia k, [1], wyznacza si¢ analitycznie niepewno$é rozsze-
rzong U o okres§lonym prawdopodobienistwie pokrycia P, np. 95%
lub 99%. Dla innych otrzymanych eksperymentalnie rozkladéw
danych pomiarowych, niepewnosé¢ rozszerzona U wyznacza sie
tez metoda numeryczng Monte Carlo wg Suplementu 1 [2] do
przewodnika GUM.

Niepewno$¢ sktadowa u,, zalezna od rozktadu obserwacji
pomiarowych, wyznacza si¢ znanymi metodami statystycznymi,
jak dla rozkladu normalnego [1] lub innych rozkladéw [8, 21].
Natomiast niepewnos¢ u, szacuje si¢ heurystycznie na podstawie
subiektywnej wiedzy o przewidywanych zakresach i rozktadach
wielkosci wplywajacych i funkcjach ich oddziatywan. Niepewnos¢
u, randomizuje mozliwe oddziatywania wielu takich wielkosci,
ktérych biezace wartosci nie sa znane i brakuje danych, aby obli-
czy¢ dla nich poprawki. Wplywy te sa nieusuwalne z wartosci
obserwacji pomiarowych. Zacharow przy wyznaczaniu niepew-
noéci posrednich pomiaréw jednoparametrowych rozpatrywat
szacowanie heurystyczne skorelowania wielko$ci wptywajacych
na niepewnosé¢ typu B, ktére nazywal ,logicznym” [9]. Dotyczy
ono sytuacji, gdy skorelowania nie mozna wyznaczy¢ bezposred-
nio z danych pomiarowych.

Dorozhovetz i Warsza uzasadnili [10, 11], ze w warunkach
pracy o znanym ograniczonym zakresie zmian wielkoéci wply-
wajacych, mozna przyjac istotnie mniejsza wartos¢ sktadowej u,,
niz podana po kalibracji przyrzadu dla pelnego zakresu dopusz-
czalnych zmian warunkéw jego pracy.

Miedzynarodowy Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii
ICGM proponowal ostatnio opracowanie nowej wersji przewod-
nika GUM 2, opartej na prawdopodobienstwie warunkowym wg
podejscia Bayesa [8, Dodatek 2], ale wyznaczania niepewnosci
typu B jeszcze nie omawiano.

Niepewno$¢ pomiaru MU (ang. Measurement Uncertainty)
ma tez ogromne zastosowanie jako podstawowy element oceny
zgodnodci produktéw z wymaganiami [5, 7, 8. Umozliwia poréw-
nywanie wynikéw réznych testéw, sprawdzanie przekraczania
ograniczen lub spelniania wymagan tolerancji w produkcji i przez
produkty. Dzigki mozliwosci poréwnania wynikéw kalibracji
z wymaganiami stanowi tez podstawe metrologicznej akceptacji
wyposazenia pomiarowego. Laboratoria akredytowane zgodnie
z ISO/IEC 17025 [6, 7] musza obliczy¢ MU dla kazdej metody
badawczej stosowanej w przyznanym im zakresie akredytacji.

Istnieje jednakze pewien rozdzwick miedzy opisem doklad-
noéci pomiaréw za pomoca niepewnosci i opisem dokladnosci
przyrzadéw i urzadzen pomiarowych przez dopuszczalne bledy
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maksymalne, czy tez przez stosowane nadal jeszcze bledy gra-
niczne. Na podstawie ich wartosci, przy zatozeniu réwnomiernego
rozkladu, wyznacza sie odchylenie standardowe jako sktadowa
niepewnosci typu B przyrzadu.

Wilasciwosci metrologiczne aparatury pomiarowej decyduja
o wartosciach zmierzonych nia parametréw wielu urzadzen
i procesow spelniajacych odpowiedzialne funkcje. Stosowane
w przemysle i innych dziatach gospodarki systemy jakosci, obok
starannej kalibracji aparatury pomiarowej wymagaja tez okre-
sowej kontroli metrologicznej, jak i kontroli podstawowych para-
metréw badanych proceséw i urzadzen w trakcie okresu ich
eksploatacji [6, 7, 20]. W przeprowadzanych w praktyce ekspe-
rymentach pomiarowych bada si¢ tez parametry skojarzonych ze
soba menzurandéw jedno- i wieloparametrowych wystepujacych
w tym samym, lub réznych obiektach mierzonych. Tylko nie-
kiedy wykonuje sie je jednym, a zwykle wieloma przyrzadami,
w tych samych lub réznych warunkach otoczenia. Otrzymywany
rozrzut wartosci powtarzanych obserwacji w pomiarach wielopa-
rametrowych jest wywolany zaréwno wspdélnymi jak i réznymi
przyczynami. Wielowariantowos¢ sytuacji powoduje, ze catkowite
i tzw. rozszerzone, o okreslonym prawdopodobienstwie niepew-
nosci wielkoéci mierzonych jako elementéw multimenzurandu,
zaleza nie tylko od ich skladowych typu A oraz typu B, ale sa
tez ze soba skojarzone wskutek wzajemnego skorelowania miedzy
tymi wielkodciami. Podobnie jak niepewnos$¢ typu A, skorelowanie
moze przejawiac sie miedzy wartosciami obserwacji uzyskiwanymi
w trakcie wykonywania danego eksperymentu pomiarowego, jak
tez tak jak niepewno$¢ typu B powiazaé ze soba wyniki pomia-
réw roznych eksperymentéw wykonywanych w innych warunkach.
Zagadnien tych nie obejmuja w pelni rekomendacje szacowania
niepewnosci pomiaréw zawarte w GUM i w jego Suplemencie 2
[3] oraz w innych przepisach miedzynarodowych, np. [6, 7]. Celem
tej dwuczesciowej publikacji jest prezentacja rozszerzonej metody
wyznaczania niepewnosci w posrednich pomiarach wielopara-
metrowych, gdy wielkosci mierzone na wejsciu sa skorelowane.
Uwzglednia si¢ w niej wyodrebnienie wptywu skorelowania wiel-
kosci mierzonych na poszczegdlne sktadowe ich niepewnosci typu
A oraz/lub B. Takiej metody dotad nie opisywano w literaturze.

W pracy przeprowadzi si¢ analize wplywu réznych przypadkow
skorelowania wielkosci mierzonych jako elementéw multimenzu-
randu na macierze kowariancji dla sktadowych niepewnosci typu
A oraz B oraz na wypadkowa macierz kowariancji. Zilustruje si¢
to kilkoma przykladami pomiaréw dwuparametrowych opisa-
nych funkcjag liniowa i prostymi funkcjami nieliniowymi. Wyzna-
czy sie tez odpowiednie wzory. Jest to istotne szczegdlnie, gdy
wyniki wyjéciowe pomiaréw wieloparametrowych beda potem
uzywane wspolnie.

2. Metoda propagacji niepewnosci
w pomiarach posrednich

Przetwarzanie sygnaléw pomiarowych w pomiarach wielopa-
rametrowych i wyznaczanie wyjsciowej macierzy kowariancji
U, wyjasniaja schematy (rys. 1). Wielkoéci badane posrednio,
zwane tez obserwablami [13-15], tworza wieloparametrowy
menzurand wyjsciowy Y. Korelacja przejawia sie zaroéwno
w trakcie danego eksperymentu, jak i miedzy pomiarami wyko-
nywanymi w réznych warunkach wplywajacych.

Wartosci elementéw multimenzurandu Y i jego macierz
kowariancji U, otrzymuje si¢ posrednio z przetwarzania wyni-
kéw bezposrednio mierzonych wielkosci wejsciowych, czyli ele-
mentéw z, multimenzurandu X. Wielkosci mierzone w danym
eksperymencie pomiarowym maja niepewnosci typu A, ozna-
czane przez u,, ktére wynikaja z rozrzutu wartodci obserwa-
cji w probce. Skorelowanie danych pomiarowych tych wielkosci
bedzie opisywane wspélczynnikami korelacji z litera A w indek-
sie dolnym. Wspétcezynniki korelacji opisujace dodatkowe skore-
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Rys. 1. Schematy przetwarzania sygnatéw mierzonych i wyznaczania macierzy kowariancji w rozszerzonej metodzie propagacji niepewnosci
dla posrednich pomiaréw wieloparametrowych: U, — macierz kowariancji wielkosci wejSciowych X o niepewnosciach typu A lub/i typu
B uwzgledniajgca skorelowania, X i Y multimenzurandy: wejsciowy i wyjéciowy; U, i U, —ich macierze kowarianciji; Z = G(Y) — nastgpne

przetwarzanie multimenzurandu wyjsciowego Y

Fig. 1. Schemes of the signal values processing and covariance matrix estimation in the extended method of uncertainty propagation for multiparameter
measurements: U,, covariance matrix of input of quantities X with uncertainty components of type A or/and B and correlation coefficients, X and Y — input
and output quantities; U, i U, their covariance matrixes, Z = G(Y) — next conversion of measurand Y

lowanie miedzy wielkosciami mierzonymi w dwu eksperymentach
o réznych warunkach wptywajacych na niepewnos$é¢ wypadkowa
typu B, beda mialy w indeksie liter¢ B. Opisuje si¢ to wspdlnie
w macierzy U, . Przy jej uzyciu wyznacza si¢ macierz kowarian-
cji Uy dla multimenzurandu wejsciowego X, a z niej, dla znanej
funkcji przetwarzania Y = F(X) — macierz kowariancji U,.
Macierz ta uwzglednia skorelowania wplywajace na niepewnosci
typu A lub/i typu B na wejsciu. Drugim wariantem opisujacym
wplyw obu rodzajéw skorelowania jest przedstawienie macierzy
kowariancji jako sumy dwu macierzy, np. U, = U, + U,.
Omoéwi sie to w ostatnim rozdziale tej pracy.

W pomiarach wieloparametrowych wyjsciowy m-wymia-
rowy menzurand Y zalezy posrednio od mierzonego na wejsciu
n-wymiarowego menzurandu X wg ogdlnej funkcji o postaci

Y = F(X) (2)

gdzie: Y 1 X — wektory o elementach, ktére sa warto$ciami
wielko$ci: menzurandu wyjsciowego i wejéciowego.

Do wyznaczania niepewnosci w pomiarach posrednich wielo-
wymiarowych menzurandéw wykorzystuje sie wektorowe prawo
propagacji niepewnosci podane w Suplemencie 2 [3] do przewod-
nika GUM. Propagacje niepewnoéci opisuje sie jako zaleznosé
miedzy macierzami kowariancji wielkosci X i Y wystepujaca
przy linearyzacji funkcjonalu F ze wzoru (2) przez pochodne, tj.:

U,=S8U,S" (3)
gdzie macierz czulo$ci § oraz macierze kowariancji U,, U,

wielkoéci wejéciowych X i wyjsciowych Y, opisane sa naste-
pujacymi wzorami:

Iy 9y,
Jz, oz,
S = (3a)
| dz, O, |
u:l s pzlnuzluzn
UX = (3b)
p J:nluzm,uml te uf‘ﬂ

uyl te pylmuyluym

(3¢)

pylmuymuyl e U’ym

Wartosci elementow wektora Y moga by¢ tez dalej wspodlnie
przetwarzane wg innej funkcji:

Z=G(Y) (4)

Woéwezas dla wyznaczanych kolejno wartosci elementow,
nowego multimenzurandu Z = [z, .., z ]" i elementéw jego
macierzy kowariancji U, z niepewnosciami u_, ..., u_ stosuje si¢
nowe réwnanie wektorowe o takiej samej postaci jak (3), opisu-
jace propagacje niepewnosci, tj.:

U,=8, UYSGT (5)

gdzie S, jest nowa macierza czulosci dla funkcji G, utworzong
analogicznie jak S.

Wzory dla pomiaréw posrednich menzurandéw 3D i kilka
przyktadéw stosowania metody wektorowej w elektrycznych
ukladach pomiarowych DC i AC autorzy przedstawili w pra-
cach [16-20].

Wyniki pomiaréw posrednich wieloparametrowych wyzna-
cza si¢ z parametrow bezposrednio mierzonego menzurandu X,
otrzymanych po przetworzeniu wielokrotnie powtarzanych obser-
wacji traktowanych w ogélnym przypadku jako losowe i uzyska-
nych w okreslonych warunkach otoczenia. W tym celu dokonuje
sie obrébki statystycznej otrzymanych surowych danych pomia-
rowych oraz koryguje sie te niepozadane znane wplywy warun-
kow otoczenia przez poprawki. Warunki te moga mie¢ charakter
staly albo w czasie pomiaréw zmienia¢ sie deterministycznie
w znany sposéb lub losowo. Wprowadzajac poprawki eliminuje
sie znane bledy systematyczne. Pozostale przyczyny niedoktad-
nosci szacuje sie przez niepewnoéci typu B. Nastepnie wyznacza
si¢ niepewnosci typu A i typu B oraz niepewnosci wypadkowe
u wszystkich parametréw menzurandu X ze wzoru (1) i tworzy
si¢ jego macierz kowariancji U,, w ktorej uwzglednia si¢ sko-
relowanie parametréw. Wartosci parametréw badanych menzu-
randow Y oraz Z uzyskuje sie posrednio po przetworzeniu wg
wzordw (2)—(5).

Istnieje wiele mozliwosci skorelowania wielkosci bedacych ele-
mentami multimenzurandu. Mozna wyrézni¢ wpltywy skorelo-
wania dotyczace osobno kazdego typu niepewnosci A i B tych
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wielkosci. Rozrzut wartosci obserwacji pomiarowych zalezy nie
tylko od warunkéw otoczenia systemu pomiarowego i obiektu
badanego, ale i od zmian parametréw ich elementéw wewnetrz-
nych. Probki pomiarowe tego samego badanego obiektu w réz-
nych eksperymentach pomiarowych przy tej samej niepewnosci
1, moga mie¢ rézne niepewnosci u,.

Dla menzurandu wejsciowego X wspodtczynniki korelacji typu
A mozna znalezé statystycznie [12], ale eksperyment pomia-
rowy trzeba zorganizowaé tak, by synchronicznie pozyskiwaé
kolejne wartosci obserwacji wszystkich mierzonych parametrow.
Niepewnosci typu B i zwiazane z nimi skorelowanie szacuje si¢
heurystycznie. Jest to zadanie dosy¢ zréznicowane w praktyce,
gdyz mierzy sie rézne wartoéci badanych wielkosci, na réznych
zakresach jednego miernika lub nawet réznymi miernikami.
Rézne sa tez dopuszczalne bledy maksymalne tych przyrza-
déw, a wiec i rézne wynikajace z nich niepewnosci typu B [8,
20]. Przy szacowaniu skorelowania typu B w jak najwigkszym
stopniu trzeba wykorzystywac¢ wszelka pozyskana wczesniej wie-
dze o tego rodzaju pomiarach.

3. Niepewnosci pomiarow 2D
o skorelowanych wielkosciach
wejsciowych

W modelu matematycznym zastosowanym w GUM [1] przyjeto
zalozenie, ze niepewnodci sktadowe u, i u, otrzymuje si¢ dla
niezaleznych statystycznie rozkladéw odchylen wartosci obser-
wacji od estymatora wartosci mierzonej. Tak tez jest zwykle
w praktyce. Opisana wzorem (1) niepewnosé¢ mierzonej warto-
$ci x pojedynczego menzurandu ma wiec taka sama postaé jak
niepewnos¢ sumy dwu wielkosci o nieskorelowanych warto-
$ciach, z ktérych jedna ma tylko niepewnos¢ u,, a druga — tylko
niepewno$¢ u,. Wartos$¢ z mozna wigc dowolnie podzieli¢ na
dwie czgdci, tj. zamodelowad ja jako sume x = z, + x, 0o wypad-
kowej wariancji u’ =u} +u,, czyli tak, jak dla splotu dwu
nieskorelowanych rozkladéw o niepewnosciach u, i u,.

W pomiarach dwuparametrowych (2D) wartosci x,, z, wiel-
kosci mierzonych mona przedstawi¢ jako dwie sumy, ktérych
skladniki maja niepewnosci tylko jednego typu, A lub B, tj.:

L=, T, (62)
I, = Ty, + Ty (6b)

Niepewnosci wielkodci z, 1 z, oznacza si¢ jako u, i u,. Spel-
niaja one réwnania:

2
gt

_ .2 2
Uy = Uy + Up

2 _ 2 2
Uyy = Uyy + Usp

%, 9%

2
U Uy Py 2ty Uy 0z, 0z,
leZ = y =
Pyr,aly Uyo Uyo 0 9y, 0 9y,
oz, oz,
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W ogélnym przypadku wyniki pomiaréw wykonywanych dla
otrzymania wartosci estymatoréw z,, x, beda mialy rézne war-
toéci par niepewnosci sktadowych u ,, u,, oraz u, , u,, Jesli
eksperymenty te czesto odbywaja sie w podobnych lub nawet
w jednakowych warunkach, to wartosci wielko$ci mierzonych
moga by¢ skorelowane i powiazane wspolczynnikiem korelacji
1=zp,#0.

Podobnie przy niejednakowych, ale czesciowo wspélnych przy-
czynach losowego rozrzutu obserwacji pomiarowych dwu réznych
badan tego samego obiektu, w ogdlnym przypadku moga pojawi¢
si¢ tez niepewnosci u, i wspdtezynnik skorelowania 1 = p , # 0.
Jedli korelacja wystepuje miedzy zbiorami odchylent od warto-
$ci estymatorow wielkodci, to standardowe odchylenia ich roz-
ktadéw sa niepewnosciami jednego typu — A lub B. Zwiazki te
ilustruje rysunek 2.

w?(xy) =uf () + uf(x1)

X1 1y (x7) ug(x;)

Uy (xz) ug(xz)

u? (x2) = uj (x2) + up (x2)

Rys. 2. Powigzania korelacyjne odchylen dwuparametrowego
menzurandu o niepewnosciach typu A i/lub typu B
Fig. 2. Correlations between deflections from estimators of the 2D
measurand with uncertainties of Type A and/or Type B

Elementy multimenzurandu wejsciowego X moga mie¢ ogél-
nie rézne stopnie skorelowania typu A jak i typu B. Wplywa to
w tych pomiarach na doktadnoé¢ wynikéw posrednio wyznacza-
nych wielkosci wyjsciowych Y.

Aby z wynikéw pomiaréw 2D wyznaczy¢ standardowe niepew-
nosci Uy, u, i ich wspétezynnik korelacji P korzysta sie z wek-
torowego prawa propagacji niepewnosci (3). W przypadkach, gdy
wnioski z pomiaréw maja dotyczy¢ innych warunkéw pomiaru
niz dla danego eksperymentu, innych niz byly przy kalibra-
cji przyrzadu, badZ podczas uzytkowania badanego obiektu, to
obok biezacych rozrzutéw wartosci obserwacji o niepewnosciach
standardowych u, ,, u,, i ich wspélczynnika korelacji p ,, trzeba
uwzgledni¢ tez przypuszczalne wplywy niepewnodci u, ,, u,,
i wspdtezynnika korelacji p ,

Jako wielko$ci wejéciowe mozna teraz przyjac [z, ,, 4, ,, T, %,,]"s
a jako wyjéciowe [y,, 1,]" oraz nalezy zatozy¢, ze nie ma korelacji
miedzy odchyleniami niejednakowych typéw A i B dla kazdego
z elementéw menzurandu wejSciowego. Moze za$ wystapic¢ kore-
lacja 7, i z,, opisana wspélczynnikiem korelacji p, oraz mie-
dzy x,,,1 x,, opisana przez p ,. Réwnanie (3) przyjmuje wéwczas
nastepujaca postaé:

W
Jdz,

2

Uiy Pty pUsyy 0 0
, 0 ayl
PallygUsy Us g 0 0 dzy,

0 0 usp Pyt ptisy || OYs 0 (8)
Jox

0 0 Pplhplap u223 4

0o 9%
L oz, |
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Potowa elementéw macierzy kowariancji wielkodci wejsciowych

jednakowe:

o rozmiarze 4 X 4 réwna si¢ zeru. Wynika to stad, ze korelacja

wystepuje tylko miedzy odchyleniami tworzacymi niepewnosci

skladowe jednego typu A oraz/lub B, zgodnie z zalozeniem
przyjetym w GUM [1], iz obie skladowe sa od siebie nieza-
lezne statystycznie.

W szczegdélnym przypadku dla bezposrednich pomiaréw skta-
dowych wejsciowej wielkosci wektorowej 2D, tj., gdy Y = X,

U,,=

Pl gy + Ppllypllsp

czyli dla y, = =, y, = =,, wszystkie wspotczynniki czutosci sg

kowariancji (8) U,

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

oz,

9z, _ 9z, _Jz,

z, oz, Oz, O,

_ oz,

1o = Un,z i wynosi

2 2
Uy T Up Palliglyy + Ppllplyp

2 2
Uyy + Upp

Tabela 1. Wspétczynniki korelacji p,, , wynikéw dwu pomiaréw o réznych relacjach niepewnosci sktadowych u, oraz/lub u, oraz réznych
wspétczynnikach p,, p,
Table 1. Correlations coefficients p,, , of two measurands for different relations of their uncertainty components u, or u, and different correlation coefficients

=1 i wyjSciowa macierz

Pa Py
Niepewnosci typu A Niepewnosci typu B
‘Wspétczynnik korelacji Py elementéw
L. ‘Wspébtczynnik L. Wspébtczynnik menzurandu wyjsciowego 2D
‘Wartosci . ‘Wartosci ..
korelacji korelacji
Lp. PalhiaUs g + Pplhyplsp
2 2 2 2
\/um + U \/u2/1 + Uyp
Ujps Usp Pa Ujgs Usg Pe
/ 2 2
Pa 1- le 1- sz + Pp kw kQB
/ 2 2
L Uip Usn Pa Upg) Uy pg=0 PN —kpAJ1—kp
2. Ujps U py=1 Ugs Usg Py Pukipkyp
—u, = —u_ = 1-k2)+ p, k7
3. ulA_uzA_uA pA 15_u25_u5 pB pA( B pB 'B
/ 2 2
4. Uppo Ups Pa U = Uy = Ug Py =1 PaN1=kp 1—kp +Eiphyp
2 2
5. Up = Uy = Uy py=1 Upg) Uy Py VI=kp 1=k + ppkipkyp
6. Ujps Uy pPy=0 Ugs Usg Pg=10 0
Pa P 0,5(0, + Pg)
_ _ py=0 B o Py =1
7. 1A UQA:UUA EIA : LL:ZA : :IA - pyl , = %)
1B~ "2 B 1B~ "2 B |
Pa= 1 Py = 0
Pa=1 P =1 pyu:l

W szczegdlnym przypadku, gdy p, = 0,p, =11 k, =k}, =1 /2 otrzymuje sic u,, = u,, = \/EuB orazp, , = 1/2
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W otrzymanej w (9) macierzy U, , wystepuja niepewnosci
zgodne z przyjeta regula sumowania wariancji, czyli dla kwa-
dratéw niepewnosci typu A i typu B w obu pomiarach. Wsp6l-

czynnik korelacji migdzy wielkoéciami z, i x, wynosi:

_ Palliglyy + Ppllipgllyp  Paliylyy + Ppllypllsg

Pz = =
’ U 2 2 \/ 2 2
21 %r2 \/um +ulB uZA +UZB

(10)

Pomiary menzurandu wejsciowego X nalezy traktowaé jako
szczegblny przypadek wieloparametrowych pomiaréw opisanych
wzorami (2) i (3), gdy sa one powiazane ze soba tylko w samym
obiekcie pomiarowym.

Jesli dla stosunkéw niepewnosei skladowych i niepewnosci
standardowych u , u, przyjmie si¢ oznaczenia:

0<h,=SE<1 0<k,=28<1,

1 uz?

to otrzyma sie:

U’LAEJl—ka, ULAExll_kgB
u,

zl 2

IS

i prostszy wzér (10)

Prig = pA\ll - ka \/1 - kQZB + Py kg kop

(11)

Dla obu wielkosci mierzonych posrednio wspélezynnik p
w (11) zalezy wylacznie od stosunkéw niepewnosci k., gdyz dla

2 2
kazdego z nich zachodzi [Z;Bj + [%J =k, + (1 —k;;) =1.

pa=0, pp =

i
: i //HN///////H/!/////////(Ill/////////////lly/
i saiddggggg i,

= fik

Rys. 3. Zaleznosci wspétczynnika korelaciji p ,, 5 Kog

iB:p,=0,p,=1;p,=1,p,=10razp,=1,p,=0
Fig. 3. Relations of correlation coefficient p , , = f(k
Pa=0.ps=1p,=1,p,=10razp,=1,0,=0

187 kZB
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Uy U
Natomiast warunek —2 +—4 = k.. + /1 - k%, =1 jest spelniony
u

i i

tylkodla k,=0lub k,=1,i=1,2.

Niektére szczegolne przypadki wspétezynnika korelacjip  , dla
wynikéw eksperymentéw pomiarowych o réznych wariantach par
niepewnosci skltadowych u, ,, u,, oraz u, ,, u,, i wspélczynnikach
korelacji p , i p, podano w tabeli 1. Zawiera tez ona skrajne przy-

padki dla kombinacji wartosci p, = (0, 1); p, = (0, 1).

4. Wykresy wypadkowego
wspotczynnika korelacjip , ,

Ze wzgledu na niezmienno$é postaci funkcji (11) przy zamianie
wielkosci u , na w,, u,, na u,, oraz p , na p,, wystarczy prze-
analizowaé zaleznosci dla jednego typu niepewnosci A lub B,
gdyz dla drugiego typu, przy tym samem zestawie zmiennych,
beda podobne zaleznosci wskutek symetrii tego wzoru. Do
przedstawienia wspotczynnika korelacji skorzysta sie z ogdlnej
funkcji wg wzoru (11).

Na rysunku 3 podano wykresy 3D wartosci wypadkowego
wspolezynnika korelacji wielkos$ci wyjsciowych jako funkcje
P = f(ka,ij) i trzech par wspélezynnikéw skorelowania
typu A i B dwuelementowego menzurandu wejéciowego X, tj.:
p,=0,p,=Lp, =1p,=1ip, =1 p,=0. 53 to
powierzchnie krzywoliniowe. Zaznaczono na nich $élady prze-
krojéw dla trzech wartosci wspoélczynnika k,,. Podobne
powierzchnie przedstawiono na rys. 4, tez dla trzech wartosci
par wspolczynnikéw p ,, p,, W tym dwu ujemnych, tj.: p, =
-10,p,=Lp,=-05,p,=1orazp, = 0,0, p, = 1. Zazna-
czono tez jeden przekrdj.

Wszystkie trzy przekroje z rys. 3 i jeden z rys. 4 przedsta-
wiono nastepnie na rysunkach 5a-d jako wykresy 2D zalez-
nosci Ps

pa=l,pp =0

171
i
1111171, 1111]y
i

]
2
kZB

/
11111
il

) menzurandu X jako wykresy 3D dla trzech par wspétczynnikéw skorelowania typu A

) of measurand X as 3D charts for three pairs of correlation coefficients type A or B components:
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Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Rys. 4. Zaleznos¢ w rzucie tr6jwymiarowym wspétczynnika korelacji p , , dwoéch wielkosci wyjsciowych w funkcii k. (lub jego kwadratu) i k,,
(lub jego kwadratu) oraz okreslonych wartosci wspétczynnikéw korelacji wielkosci wejsciowych: p, =-1,0,p, =1; p, =-0,5,p,=1;p,=0,0, p, = 1
Fig. 4. Dependences in three dimensional projections of correlations coefficient Pz between output quantities as function of k,; and k,, and defined values
of correlations coefficients of input quantities p, = -1,0, p, = 1, 0, =-0,5, p, = 1,0, = 0,0, p, = 1
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Rys. 5. Zaleznosci wspétczynnika korelacji p , , dwéch wielkosci wyjsciowych w funkeji k,,; (lub jego kwadratu) dla trzech par wspétczynnikow
korelacji rozktadéw odchylen tworzacych sktadowe niepewnosci typu A oraz B: p,, p, = {0, 1; 1, 0; 1, 1} oraz réznych wartosci parametréw k,_ (i

jego

kwadratu) p, =-1,0,p,=1;p,=-0,5,p,=1;p,=0,0,p, = 1

Fig. 5. Correlation coefficient p , , between output quantities as function of k,; for defined values of correlation coefficients of deflections, which create input
uncertainty components type A or/and B: p, = 0 or 1 and p, = 0 or 1, and various values of k,,
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2
od ki = Lp |
U,

P2 = f(ka) (12a)

Na dole kazdego z rysunkéw H5a—d dodano dodatkowa nieli-
niowg skale dla funkcji liniowej

Py = f(kw) (12b)

Whioski szczegétowe wynikajace z analizy wykreséw na rysun-
kach 1-5 sa nastgpujace:

—najwigkszy wspoétezynnik korelacji w catym zakresie k, , ma
krzywap, =1,p,=1gdy k , =k,

—dla wartosci &, <1-k;, krzywa dla dominuje nad krzywa
p,=0,p,=1zbliza si¢ do krzywej p, = 1, p, = 1 dla naj-
mniejszych wartoscip, = 1, p, = 0 kip;

— dla wigkszych wartosci kiy > 1-k;, krzywa p,=Lp,=0
jest ponizej krzywej p, = 0,p, = 1;

—w punkcie kjy =1k, krzywe dlap, =1,p,=0ip, =0,
p, = 1 przecinaja sie. Wspolczynnik korelacji wynosi
Pya = kipJ1—ky i osigga w tym punkcie warto$¢ maksy-
malng dla &, =1/2 wartos¢ p,, =1/2;

— dla wartosci wspolezynnika korelacji p, < 0 wystepuje opcja
uzyskania ujemnego wspoélczynnika korelacji P, dla frag-
mentu zakresu zmiennosci k, ;

—dlap, =-1,p, =11 ki <1—k}, otrzymuje sie ujemny
wspétezynnik korelacji, a dla k7, > 1— &2, wspétczynnik kore-
lacji jest dodatni. Najwigkszy zakres zmiennosci k, , z ujem-
nym wspoélczynnikiem korelacji wystepuje dla malych
wartosci zakresu k, .

7 dotychczasowych rozwazan wynikaja podane ponizej wnioski
ogdlne o szacowaniu elementOW macierzy kowariancji w pomia-
rach posrednich wieloparametrowych o skorelowanych wielko-
Sciach wejéciowych.

Korelacja miedzy wartosciami wynikéw pomiarowych dwu sko-
jarzonych ze soba wielkosci, w tym pomiary tej samej wielkosci
mierzonej dwoma réznymi miernikami lub na dwéch réznych
zakresach tego samego miernika, czyli o réznych wartosciach u,,
zalezy od wartoéci tej niepewnosci 1 jest tym wieksza, im wieksza
jest niepewno$¢ pomiaru typu B w stosunku do niepewnosci typu
A w jednym lub obu wykonanych eksperymentach pomiarowych.

Maksymalny wspotczynnik korelacji P, = 1 osiaga si¢ dla
wielko$ci w pelni skorelowanych skladowych typu A i typu B,
p,=1,p,=1 gdy k, =k, Prowadzi to do warunku
Us _ % gatem maksymalna warto$¢ wspoétezynnika korelacji
Uy Uy
otrzymuje si¢, gdy naprzemienne iloczyny niepewnosci typu
A dla pierwszego menzurandu i dla drugiego menzurandu typu
B i odwrotnie, w obu pomiarach sg sobie réwne.

Wspélcezynnik korelacji roénie do 1 dla k,, < k,,, natomiast
zmniejsza sie dla k,, > k,,. Dla wartosci ky <1—Fk,; obserwu-
jemy duza ujemna korelacje dla krzywych p, = (-1, -0,5),
py=(0,1).

5. Niepewnosci wzgledne
Przy opisie niepewnosci dla zakreséw pomiarowych przyrza-

dow i systemow oraz w pomiarach, ktérych wzory zawieraja
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dzialania multiplikatywne (mnozenie, dzielenie itd.), bardzo
uzyteczne sa wzory wyrazone we wzglednych niepewnosciach.
Otrzymuje sie je z wzordéw dla niepewnoéci bezwzglednych
przez podstawienia: u, = z,u , u,,= U, u, = z,u , dla
i =1, 2. Ze wzoru (10) dla wspélezynnika korelacji otrzy-
muje sie inna jego postaé¢ podana we wzorze (13):

PalhyayUegs + Pplyp Uy

2 2 2 2
\/ Upgy T Uppy \/ Upgy t Uy

Pnz = (13)

W podobny sposéb wyznacza sie niepewnosci wzgledne wiel-
kosci wyjsciowych:

2 2
2 _ Ut U

uf(%) = Uy e = urzAl + UTQBI (14a)
1
+

uf (z,) = u7212 = uA2$2 82 = U?Az + U,y (14b)
2

Niepewnosci wzgledne u
wzglednych «

u_, jako funkcje niepewnosci
maja postac:

ral?

rAL? urA2’ urBl’ urBZ

Upyy = \]“rzAl + ufBl (15a)
Uy = \lufu + uvz-BZ (15b)

Wspélezynnik korelacji P, W macierzy kowariancji dla
niepewno$ci wzglednych wyraza wzér zgodny z wzorem (13),
a po skorzystaniu z wzoréw (15a) i (15b) otrzymuje sie
wzér (16):

_ PallnUas + Ppllptps

um’lu

pzl.Z (16)

T2

Jesli niepewnosci wzgledne wielkosci wejéciowych sa znane,
np. jednakowe dla catego zakresu, to mozna si¢ bezposrednio
postuzy¢ ich wektorowym réwnaniem propagacji, o struktu-
rze podobnej jak dla niepewnosci bezwzglednych, podanym
w [16], tj.

Usy =85 Usx 'S:sr (17)

0y,

gdzie: Uy, U,,, S5 = 299 macierze kowariancji dla nie-
y; o,

pewnosci wzglednych i macierz czulosci o elementach ozna-

czonych indeksami ¢ = 1, 2, 3 dla wierszy oraz j = 1, 2, 3

dla kolumn.

Dla niepewnosci wzglednych typu A i B mozna w podobny
sposob jak poprzednio dla u, i u, stworzy¢ macierz U, ,,, aby
otrzyma¢ macierz U,, = S,, .- U, .+ S, o wyodrebnionych

sktadowych niepewnosci wzglednych.
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6. Niepewnosci menzurandu 2D
po przetworzeniu wg funkcji Y = F(X)

Wyznaczymy niepewnoéci menzurandu Y = [y, y,]* otrzymy-
wanego posrednio z przetwarzania menzurandu X = [z, z,]”
za pomoca dowolnej funkcji Y = F(X). Wartosci i macierz
kowariancji menzurandu X sa znane, np. otrzymano je z bez-
posrednich pomiaréw. Wartosci menzurandu wyjsciowego Y =
[4,, 1,]* beda mialy niepewnosci Uy Uy Oba menzurandy sg
dwuparametrowe (2D). Do wyznaczenia niepewnosci skorzysta
sie z ogdlnego wektorowego réwnania propagacji niepewnosci
(3). Funkcje przetwarzania linearyzuje si¢ do postaci macierzy
czulodci S funkcjonatu F( ) o wymiarach [2 X 2] i otrzymuje sie:

U, - ’U‘;l Pyr,aly Uy _
2
Py1aty1Uys Uy ]
dz, Jz, “21 P12ty Uyo oz, o,
% % P12l Uy uzz ai % (18)
dz, Odr, | 0z, Oz,

gdzie: macierz funkeji F()

9y 9y

g dx, J, _ o, 0{2;
9y 9| B B
dr, J,

a,, a,, B,, B, — odpowiednie wspétczynniki.

Po wykonaniu dzialaii wg wzoru (18) otrzymuje si¢ niepew-
noéci wyjsciowe

u;l = af“jl + a22u32 + 20,1060, (19a)
uy22 = 12u21 + fufz +20,0,8.B5u,.4,, (19b)
oraz wspblezynnik korelacji Ps dla zmiennych y,, y,:
_ alﬁluzl + azﬂzuzz +(@pf, + aQﬂl)pzl,ZuzluzZ
Pyi2 = (20)

uzl”z?

Z (20) wynika, ze P oty Uy = P yUy 4ty Pyl gty o Wykorzy-
stuje sie to w dalszej analizie. Z (7a, b) i (19 a, b) wynikaja
rownania dla niepewnosci wyjsciowych u, 1w,

2 _ 22 2 2/ 2 2
U, =0 (Ury +uyp) + 0 (uZA + U’QB) + 2040 (04Uy 4 Uy 4 F Pty Uy )

(21a)

ujz = BE(ufy +uty) + B (us, +usy) + 28, By (04t 4ty s + Pty sl )

(21b)

7. Wyijsciowe sktadowe niepewnosci

Przy stosowaniu przyrzadéw i ukladéw pomiarowych w roz-
nych warunkach otoczenia i przy réznym losowym rozrzucie

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

obserwacji pomiarowych moze by¢ wymagane wyodrebnienie
niepewnoéci sktadowych typu A i B wielkosci menzurandu
wyjsciowego Y oraz skorelowania dla par tych wielkosci. Zana-
lizujemy to na przykladzie menzurandéw 2D w oparciu o zalez-
noéci (7a) i (7b) dla X = [z, 27, tj.:
Tl = g, +ug,.

Wejsciowa macierz kowariancji U, jest suma dwu macierzy
kowariancji dla sktadowych niepewnosci typu A i typu B wiel-
kosci wejsciowych X:

_ .2 2
= Uy + Upp

U,=U,, + U, (22)
dla niepewnosci typu A
u 4y U
UXA _ 14 AP1IAM24 (22&)
2
Palh Uy y Uy
oraz dla niepewnosci typu B
u Pyl gl
UXB _ 1B BY1B™2B (22b)
2
Pplhplap Uyp

Transformacje macierzy kowariancji U, , i U,, skladowych
niepewnosci menzurandu X realizuje si¢ po linearyzacji funkcjo-
nalu Y = F(X) wg wzoru (2) w nastepujacy sposob:

U,, =SU,S" (23a)

Uy, =SU,S" (23b)

gdzie S dane jest zaleznoscia (3a).

Macierz kowariancji menzurandu wyjsciowego U, mozna
wyznacza¢ dwojako: oszacowaé macierz U, i z niej wyznaczy¢
bezposrednio UY, lub z macierzy U,, i U,, znalez¢ macierze
Uy, i Uy, dlaobu skladowych niepewnosci u, wszystkich wiel-
kosci wyjsciowych. Otrzymuje sie:

U,=8SU,S" = S( U, + UB)ST (24)
gdzie:
qu + 'quB Pl gty + Pplyplyp
Uy =
2 2
Pl gty + Pplypliyp Uy + Usp
oraz
Uy, =Uy, +Uy, =SU,S" +SULS" (25)

Jedli wyznacza si¢ U, to oba sposoby sa rownowazne. Spraw-
dziliémy to dla modelu o dwuwymiarowych (2D) menzurandach
X i Y. Ale jedynie z wzoru (25) niespotkanego w literaturze
wyznaczy¢ mozna niepewnoéci skltadowe elementéw menzurandu
wyjsciowego U, i wspdlczynniki korelacji dla kazdego z ich
typow A i B. Ogdlnie dla splotéow rozkladéw wielowymiarowych
tworzy si¢ sume macierzy kowariancji przy oddzielnej transfor-
macji ich niepewnosci typéw A i B.
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8. Podsumowanie czesci 1.

W czeéci 1 przedstawiono propozycje wektorowej metody
wyznaczania niepewnosci w pomiarach posrednich wielopa-
rametrowych. Jest ona rozszerzona w stosunku do podanej
w Suplemencie 2 do Przewodnika wyrazania niepewnosci
GUM [1, 3] i uwzglednia przypadek skorelowania wielko$ciach
wejsciowych. Podano wzory dla niepewnos$ci i wspolczynnika
korelacji na wyjsciu przy znanych niepewnosciach sktadowych
A oraz B wielkosci mierzonych i znanych wspétezynnikach
skorelowania kazdej z nich z jej odpowiednikami dla pozosta-
tych wielkosci. W zastosowanym tu modelu zalozono, ze dla
kazdej z wielkosci mierzonych jej sktadowe niepewnosci typu
A oraz B sa od siebie niezalezne statystycznie i sumuja sie geo-
metrycznie (pierwiastek z sumy ich kwadratéw). Stad wynika,
ze w posrednich pomiarach wieloparametrowych skorelowanie
mierzonych wielkosci wejéciowych jest tylko rezultatem osob-
nego skorelowania odchylen od estymatora wartosci tworza-
cych niepewnosci A oraz B. Umozliwia to oszacowanie wplywu
tych wszystkich skorelowan na wartosci elementéw macierzy
kowariancji. Macierz ta jest podstawg oceny doktadnoéci przy
tacznym dalszym stosowaniu wielkosci ze soba skojarzonych.

Wsp6élezynnik skorelowania migdzy biezacymi odchyleniami
tworzacymi niepewnosci typu A dwu mierzonych wielkosci
mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie, jedli przeprowadzi sie ich
pomiary synchronicznie. Natomiast wspétczynnik skorelowania
miedzy zbiorami odchylen opisanych niepewnosciami typu B
ocenia sie heurystycznie w oparciu o dotychczasowa wiedze
oparta na doswiadczeniu z wielu innych eksperymentéw i wni-
kliwa analiz¢ danego eksperymentu.

Zastosowanie w praktyce przedstawionej rozszerzonej wekto-
rowej metody propagacji niepewnosci przyblizy oméwienie kilku
charakterystycznych przyktadéw. Beda one analizowane w czesci
2. 1 dotycza estymacji niepewnoéci oraz wypadkowego wspot-
czynnika korelacji dla przetwarzania wynikéw w posrednich
pomiarach dwuwymiarowych (2D) wedlug funkeji liniowej oraz
kilku rodzajéow funkcji nieliniowych. Wyniki osiagniete w tych
przykladach uzasadniaja, by zaproponowana tu metode stoso-
waé¢ w praktyce pomiarowej, w tym przemyslowej. Zostana tez
podane lacznie wnioski konicowe, wynikajace z obu czesci pracy.
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Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Upgraded Method of the Estimation of Uncertainties in
Multiparameter Measurements. Part 1. Theoretical Basis for

Correlated Measured Variables

Abstract: The two-part work presents an extended version of the vector method of uncertainty
evaluation of multiparameter measurements given in Supplement 2 to the Guide on Expression of
Uncertainty of Measurements about the English acronym GUM [1]. The discussion was made on the
example of measurements of a two-parameter (2D) measurand with correlated parameters. A novelty
in the proposed method is to consider the correlation of deflections from estimators of values of
quantities measured directly on the input, which created individual components of the type A and/or
type B uncertainties. In this part 1, general formulas for the covariance matrix, output uncertainties
and correlation coefficient were determined. Formulas for several characteristic specific cases are
presented in table 1. The graphs show the correlation coefficients of the output quantities as a function
of the type B contribution in the full uncertainty of the input quantities. In Part 2 will be presented
examples of estimation of uncertainty and resultant correlation coefficient for several types of linear
and non-linear functions of processing measured results. The general conclusions will be given on the

end.

Keywords: multivariate measurements, measurand 2D, uncertainty components and correlation coefficients of the type A and type B, vector propagation of

variance, resultant correlation coefficient
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