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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiono algorytm rozwiazywania réwnan ruchu ptynu metody
»Wir w Komoérce” z wykorzystaniem réznicowego schematu kompaktowego
rzedu czwartego do rozwiazywania rownania Poissona i réwnania dyfuzji. Opi-
sano kolejne kroki algorytmu wraz z badaniami doktadnoS$ci poszczegdlnych
schematéw réznicowych. Program obliczeniowy zostal sprawdzony na przy-
ktadzie popularnego zagadnienia przeptywu we wnece. Otrzymane wyniki po-
réwnano z wynikami opublikowanymi przez innych autoréw.

SE.OWA KLUCZOWE: metoda VIC, metoda roznic skoriczonych, schematy kom-
paktowe, obliczenia rownolegte

1. WPROWADZENIE

Mozliwo$¢ badania zmian zachowania si¢ ptynu poprzez Sledzenie ewolucji pola
wirowosci jest bardzo atrakcyjna 1 pozadang metoda badawcza. W metodzie czastek wi-
rowych rownania ruchu pltynu wyrazane sa w formie transportu wirowosci Helmholtza
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gdzie V2 = aa_; — 88—; jest operatorem Laplace’a, Vw = (g—“;, %Z) , a1 oznacza funkcje

pradu. Metoda ,,Wir w Komoérce” (ang. ,, Vortex In Cell” (VIC) ) taczy w sobie podej-
Scie eulerowskie i lagrangowskie. Do obliczenh wprowadza si¢ czastki wirowe unoszone
przez przeptyw. Pole predkosci u wyznacza si¢ z rOwnania Possiona wigzacego funkcje
pradu ¥ z rozktadem wirowosci w (2). Réwnanie to rozwiazuje sig¢, uzywajac siatki
numerycznej.

Gdy rozktad funkcji pradu jest juz znany, to mozna wyznaczy¢ predkosé w po-
szczegblnych weztach siatki. Nastgpnie, wykorzystujac metode dekompozycji lepko-
Sciowej rownanie Helmholtza (1), rozwiazuje si¢ w dwdéch krokach: najpierw rozwia-
zuje si¢ rOwnanie konwekcji

ow
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ot - )
a nastgpnie uwzgledniajac lepkos¢ ptynu, rozwiazujac réwnanie dyfuzji. W pierwszym
kroku rownanie konwekcji (3) zostaje zastapione rownaniem ruchu czastek transportu-
jacych wirowos$¢ w zmiennych Lagrange’a

dzy

prai u(t,z,), z(0,a)=ca 4)

gdzie o = (a1, ) oznacza wspotrzedne Lagrange’a, ktére pozwalaja na Sledzenie po-
tozenia czastki. Z réwnania (3) wynika, ze wirowosc jest niezmienna w czasie i zgodnie
z trzecim twierdzeniem Helmholtza jest transportowana wraz z czastkami ptynu [1], [2].
Czastki wirowe moga by¢ traktowane jako czastki materialne unoszone w polu predko-
$ci zgodnie z rownaniem (4).

W metodzie VIC rozktad pola wirowosci zostaje zastapiony dyskretnym rozkla-
dem czastek wirowych. Czastka wirowa reprezentuje wirowoS¢ pewnej matej czesci
obszaru obliczeniowego. Ze wzgledu na ograniczenia sprz¢towe przyjmuje si¢ ograni-
czong liczbe czastek. Pojedyncza czastka odpowiada Sredniej wartoSci wirowosci jednej
komoérki o polu powierzchni h2. Kazda z nich ma przypisana cyrkulacje, ktéra wyraza
si¢ wzorem

F:/wdS (5)
S

i dla pojedynczej czastki wirowej reprezentujacej pojedyncza komérke obszaru oblicze-
niowego o rozmiarze h? wynosi ona I' = wh?. W kazdym kroku czasowym czastki
transportuja pewng warto$¢ wirowosci, ktorej wartos¢ brana jest z wezta siatki oblicze-
niowej. Po przemieszczeniu czastki warto$¢ wirowosci musi zosta¢ z powrotem zwro-
cona na siatke. Procedura ta zwana jest redystrybucja (ang. remeshing) 1 wykorzystuje
jadra interpolacyjne wysokiego rzedu w celu réwnomierniej i doktadnej redystrybucji
wirowosci na sasiadujace wezty. W kolejnym kroku uwzgledniana jest lepkos$¢ ptynu
poprzez rozwigzanie rOwnania dyfuzji

Ow o 1 _,
E—VVw—Rve (6)

gdzie Re jest liczba Reynoldsa, Re = ul /v, L jest wymiarem charakterystycznym
wneki.
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Za wyborem przedstawionej powyzej metody przemawia mozliwos¢ wykonywa-
nia szybkich obliczeri w technice wieloprocesorowej. Ze wzgledu na fakt, ze redystry-
bucja ma charakter lokalny 1 liczba sasiadujacych punktéw, do ktérych zwracana jest
wirowos$¢, ograniczona jest no$nikiem jadra interpolacyjnego, mozliwe jest prowadze-
nie obliczen w sposéb niezalezny wzglegdem innych czastek. Wykorzystanie metody
VIC potaczonej z rownolegtymi obliczeniami na wielu procesorach umozliwia prowa-
dzenie ztozonych, niestacjonarnych obliczen numerycznych zwiazanych z przeptywami
ptynéw 1 pozwala wielokrotnie skroci¢ czas oczekiwania na wyniki przy jednoczesnym
zachowaniu wysokiej doktadnoSci otrzymanych wynikow.

Gtéwny obszar obliczeniowy dzielony jest na liczbe czesci réwna liczbie proce-
sOw obliczeniowych. Podzial ten wykonywany jest na zasadzie utworzenia siatki kar-
tezjansiej sktadajacej si¢ z podobszaréw. Siatka kartezjanska jest strukturag dwuwymia-
rowa punktéw badz podobszaréw, ktére maja dwoch sasiadow w kazdym z wymiaréw.
Tak wigc, jesli siatka kartezjanska ma rozmiary N x N, jej punkty/podobszary maja
wspoétrzedne (pi, pj), gdzie 0 < pi < Ni0 < pj < N. Kazdemu z procesé6w zo-
staje przydzielony jeden podobszar, na ktérym prowadzi on obliczenia. Do rozwiaza-
nia uktadu réwnan procesy musza komunikowac si¢ ze sobg i wymieniaé warto$ciami
zmiennych lezacych na granicy sasiadujacych podobszaréw. Za proces komunikacji od-
powiedzialny jest protok6ét MPI (Message Passing Interface). Uktady réwnan liniowych
rozwiazywane sa przy uzyciu biblioteki hypre. Dokladniejszy jej opis zostal przedsta-
wiony w [3]-[5].

Rozwiazywanie przyktadu obliczeniowego z przeptywem we wngce jest klasyczym
sposobem na sprawdzenie algorytmdéw rozwiazujacych réwnania Naviera—Stokesa.
Pomimo ze probem wydaje si¢ by¢ prosty do rozwigzania, sam przeptyw okazuje si¢
ztozony, gtdwnie ze wzgledu na wystgpujace narozne struktury wirowe. Ze wzgledu na
swoja prostote zostat on przebadany przez liczne oSrodki naukowe zaréwno ekspery-
mentalnie, jak i numerycznie.

Test doktadnoSci na przykladzie przeplywu we wngce wykonyway jest w trzech
etapach. Dla pierwszego etapu poszukiwane jest rozwigzanie stacjonarne, wystepujace
dla niskich liczb Reynoldsa. Drugi etap badan skupia si¢ na przej$ciu ze stanu stacjonar-
nego w stan niestacjonarny. Nastepuje to po przekroczeniu krytycznej liczby Reynoldsa
powyzej ktorej przeptyw staje si¢ turbulentny. Ostatecznie badany jest przypadek prze-
ptywu we wnece dla duzych liczb Reynoldsa, w ktérych wystgpuje jedynie przeptyw
niestacjonarny. W przypadku obliczen dwuwymiarowych dla duzych liczb Reynoldsa,
ze wzgledu na tréjwymiarowy charakter przeptywu, wyniki eksperymentalne nie po-
krywaja si¢ z wynikami obliczen. Dla poréwnania doktadnos$ci wykorzystuje si¢ zatem
jedynie wartosci z badan numerycznych innych autoréw.

W niniejszej pracy wykonano szereg obliczen w szerokim zakresie liczb Rey-
noldsa, prowadzac obliczenia zar6wno w przypadku, gdy wystepuje przeptyw ustalony
jak 1 burzliwy oraz niestacjonarny. Otrzymane wyniki zostaty nastgpnie pordwnane
z og6lnodostepnymi wynikami refencyjnymi uznanych autorow.

2. ROZWIAZYWANIE ROWNANIA POISSONA

Pierwszym réwnaniem jakie nalezy rozwigza¢ w metodzie VIC jest r6wnanie Pois-
sona dla funkcji pradu i zadanej wirowosci:

Vi) = —w (7)
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W kodach obliczeniowych metody VIC, wykorzystywanych w zespole Modelowania
Numerycznego Przeptywéw ME/K3 PWr do dyskretyzacji funkcji pradu, stosowano
wczesnie] schemat centralny rzedu drugiego. Wraz z rozwojem mozliwoSci oblicze-
niowych wspétczesnych komputeréw zaistniata mozliwo$¢ wprowadzenia dokladniej-
szych, cho¢ bardziej kosztownych obliczeniowo schematéw réznicowych. W obec-
nych obliczeniach zastosowano kompaktowa metoda czwartego rzedu wykorzystujaca
9-punktowy schemat r6znicowy. Wyprowadzenie tego schematu zostato szczegétowo
przedstawiono w [6], [7]. W celu zachowania kompletnosci niniejszej pracy zdecydo-
wano si¢ zaprezentowac skrécong wersj¢ wyprowadzenia schematu. Schemat centralny
dla drugiej pochodnej mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposéb

2o oty mov W5\ & 4
=t g O = (14 B ) gavront @

X

gdzie 5325@/1 = Yit1 — 2¢; + i1, a hy = h jest odlegto$cia pomigdzy weztami siatki
w kierunku osi z. Podstawiajac pod operator drugiej pochodnej operator schematu cen-
tralnego

52 82

— =2 4 O(h? 9

52 = g T OW) )

otrzymuje si¢ wyrazenie

J; hs (6 2\ 9 s hy 03\ 07 s
h—%w = <1+E<h_%+0(h )))@@/}4—0(]1 )N (1+Eh_%> @¢+O(h ) (10)

Czton zwiazany z bledem O(h?) po przemnozeniu przez h2 bedzie rzedu h*, wiec zo-
stanie dodany do btedu odcigcia O(h*). Po przeksztalceniu réwnania wzgledem opera-
tora drugiej pochodnej otrzymujemy czwartorzgdowa aproksymacj¢ drugiej pochodne;.
Mozna zapisaé druga pochodna w nastgpujacej postaci

82 h2 62\ L o2 n202\"' h2 62\~ o2 ’
@lb = (H—Eh_%) h—%l/}-k <1+Eh_%> O(h”) = (H_Eh_%) h—%@D‘FO(h )
(11)

Dzigki tym przeksztalceniom otrzymano operator centralny pozwalajacy na aproksy-
macj¢ pochodnej z wykorzystaniem wartosci z sasiadujacych punktéw oraz ich drugich
pochodnych. Réwnanie Poissona z wykorzystaniem operatora centralnego rzgdu czwar-
tego bedzie miato nastgpujaca postac

AN hy 0\ 79y 4
<1+1_2h_?3> h—%w—F <1+1_2h_§) h_§¢—_w+0(h ) (12)

Po pomnozeniu powyzszego rdwnania stronami przez wyrazenie

h2 §2 h252
2 vz 2 y-y
(hm i Rede ) (hy o ) (13)
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otrzymuje si¢ rozwini¢cie prawej strony rOwnania oraz ostateczng wersj¢ schematu
kompaktowego rzgdu czwartego

h252 2¢2 2 ¢2 h252
(1 S o+ )= (1222 1+ B o

3y h3 03\ 2 2 6F 0y 1
(1 ) ’(P—F < 12)5 w:_hx(1+ﬁ+12>w+0(h)
(14)

Jako ze forma symboliczna jest trudna do bezposredniego zastosowania i zostata
przedstawiona do formalnego wyprowadzenia, niezbg¢dne jest przedstawienie schematu
w bardziej przystgpnej formie. Po przeksztalceniu réwnania, odrzucenie cztondéw otrzy-
muje si¢ dziewigciopunktowy schemat z lewej oraz pigciopunktowy schemat z prawe;j
strony.

avi, § + b(Vixr1,j%i—15) + (Vi jr1 + Vi j—1)
+d(Vig1,j41 + Vi1 j—1 + Vit1j—1 + Vic1,j+1) (15)
= O.5hi(8wi,j + wig1j FWim1j + wij+1 +wij—1)

gdzie: a = —10(1 +12),b=5—-7%c=5y2  —1,d = (1 +72)/2, v = hy/hy.
Powyzej przedstawiony sposob dyskretyzacji r6wnania Poissona zostal przetesto-

wany dla zagadnienia Dirichleta o znanym rozwigzaniu. Umozliwito to na poréwnanie

rozwigzania numerycznego z wartoScig doktadna. Zagadnienie to miato postac:

(@, y) = _12187T2 (8rz)sin(87z),  (2,1) € [0,1] x [0,1]
w0,9) =~y (Srr)sin(smr) () € [0,1)
w(1.9) =~y (Bra)sin(na)  (y) € [0,1] (16)
wl,0) =~y (8mr)sin(smz)  (x) € 0,1
(1) = (8nz)sin(8rz)  (2) € [0, 1]

— 12872

W celu sprawdzenia dziatania poprawnosci programu, jak i uzywanych bibliotek zostal
wyznaczony rzad aproksymacji. Rzad definiuje si¢ wyrazeniem o = log( %)/ log( )

gdzie € to warto$¢ btedu. Obliczenia byly prowadzone w podwdjnej precyZJl przy
wykorzystaniu 4 watkow, przy czym kazdy watek rozwigzywal problem na kwadra-
cie sktadajacym si¢ z N x N weziéw. Jako miarg bledu przyjeto norm¢ maksimum
(Limax = max |ugok. — Uobl.|), ktorej warto§¢ w zaleznosci od gestosci siatki zostata
przedstawiona w tab. 1. Na jej podstawie zostat wyznaczony rzad aproksymacji. Mozna
zauwazy¢, ze rzad wynosi 4 praktycznie w calym badanym zakresie. Oznacza to, ze
przy podwdjnym zageszczeniu siatki btad dyskretyzacji réwnania rézniczkowego ma-
leje az 16-krotnie.
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Tabela 1: Wyznaczenie rzgdu aproksymacji réwnania Poissona

Liczba Liczba elementéw | Liczba elementéw Rzad
watkow N na watek globalnie Lax aproksymacji

4 8 64 256 1,26E-2 —

4 16 256 1024 9,37E-4 3,75

4 32 1024 4096 5,73E-05 4,03

4 64 4096 16384 3,45E-06 4,05

4 128 16384 65536 2,30E-07 3,91

4 256 65536 262144 1,34E-08 4,10

4 512 262144 1048576 8,37E-10 4,00

4 1024 1048576 4194304 5,25E-11 3,99

3. WYZNACZANIE POLA PREDKOSCI Z FUNKCJI PRADU

Kolejnym krokiem niezbgdnym do wykonania w algorytmie metody VIC jest wy-
znaczenie predkosci z funkcji pradu

0
u:a—wzwy

Y (17)
__5_¢__¢
v or v

Podobnie jak w przypadku rownania Poissona i w tym przypadku do dyskretyza-

cji wykorzystano kompaktowa metode czwartego rzgdu. Aby osiagnaé wyzszy rzad
doktadnoSci postuzono si¢ interpolacja Hermite’a. Zauwazalng wada tej metody jest
konieczno$¢ znajomos$ci wartoSci pochodnej na brzegu, badZ tez przyjecie warunku
periodycznosSci. Zaktadajac, ze dysponuje si¢ wartoScig zmiennej oraz jej pochodne]
w liczonych oraz sasiadujacych punktach, mozliwe jest sformuowanie wielomianu in-
terpolacyjnego bedacego kombinacja liniowa wektora ¢ o wielomianie bazowym a(z),
oraz 1,, o wielomianie bazowym b(x)

1

Z (ajVits + bjthzits)

j=—1

Hi(z) = (18)

Przy klasycznym schemacie ré6znicowym btad aproksymacji pochodnej funkcji pradu
rzedu k dla punktu 7 i sasiadujacych punktéw symetrycznego schematu o rozpigtoSci
2p + 1 mozna wyrazi¢ jako

(58) = X fasvies) -

gdzie T'E — blad odcigcia (ang. truncation error). Dostosowujac réwnanie (20) do
aproksymacji pochodnej pierwszego rzedu przy uzyciu wielomianu Hermite’a (19),
otrzymuje si¢ btad aproksymacji réwny

(19)

1 1

Z (bj¢x,i+j) - Z (aj@bm-j) =TFE

i=—1 i=—1

(20)
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Zadany schemat ma byé rzedu czwartego, stad tez TE = O(h*). Rozwijajac réw-
nanie (21), otrzymuje si¢

(a1iv1 + aoi +a_19i_1) — (MW iv1 + boWri +be _1%2:-1) = O(R*)  (21)

Nastepnie rozwijaja si¢ w szereg Taylora poszczegdlne cztony wzgledem punktu ¢ i po-
rzadkuje sig¢, tak aby mozliwe byto utworzenie uktadu réwnan liniowych. Po uporzad-
kowaniu rozwini¢é wzglgdem warto$ci funkcji i kolejnych pochodnych posta¢ rownania
algebraicznego wiazacego wartosci wspétczynnikéw a;, b; oraz v i jej pochodnych jest
nastgpujaca

(a1 +ao+a—1)y; + (h(al —a_1) — by — by — b—1>¢m i (; h*(ay +a_1)—
h(by — b—l))l/)m:,z' + (éhg(al —a_1) — %hz(bl + b—l)) Vexzit+

1 1
(ﬂhél(al + a—l) - Ehg(bl - b—l))¢:m::m:,i = O(h4)

(22)

Aby powyzsza zalezno$¢ byta prawdziwa nalezy wyzerowaé wyrazenia w nawiasach az
do czwartej pochodnej Vzzq.i

a1 +ap+a_1=0 (23)
h(ay —a_1) — (by +bg+b_1) =0 (24)
%h2(a1 +a—1) —h(by —b_1) =0 (25)

W@ —ay) = SR +b1) =0 (26)

_h4(a1 ta_q) - —h (by —b_1) = (27)

24

Majac 6 niewiadomych i1 5 réwnan, zaktadamy, ze jedna z niewiadomych jest para-
metrem i jest on réwny 1 (np. b; = 1). Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan, otrzymuje
si¢ zadane wartoSci wspotczynnikow wielomianu Hermite’a. Wynosza one odpowied-
nioa_1 =3/h,ap =0,a1 =3/h,b_1 = 1,by = 4,b_1 = 1. Blad aproksymacji w tym
przypadku wynosi TE = 3—10h4¢mmx,z'- Gotowe do uzycia schematy do wyznaczenia
sktadowych predkosci u i v na podstawie funkcji pradu maja postac tréjprzekatniowego
uktadu réwnan:

4¢y (4,9) "pr (4,5+1) "'wy (,5—1) (%,J-H +¢m 1) 28)

by i3y + Vay(i+1,5) T Y (i=1,5) = T(%’H,j +i—15)
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Doktadniejszy opis 1 wyprowadzenia zostaly zawarte rowniez w [8]. Przeprowadzone
zostaly testy sprawdzajace rzad metody oraz poprawnoS$¢ dzialania programu analogicz-
nie do réwnania Poissona. Sprawdzenia dokonano dla nastgpujacych warunkéw obli-

czeniowych

Y(z,y) = e** + 6sin(2mz), (z,y) € [0,1] x [0,1]
V2(0,1) = 2(e** + 6sin(27)) y) € [0,1]
de(L,y) = 2(e* + 6sin(2mz))  (y) €[0,1]
Yp(x,0) = 2(e** + 6sin(2mz)) x) € [0,1]
Vo (z,1) = 2(e** + 65sin(27x)) x) € [0,1]
Otrzymane wyniki przedstawione w tab. 2 potwierdzaja zaktadang doktadnos$¢ aprok-
symacji.
Tabela 2: Rzad aproksymacji wyznaczania predkosci z funkcji pradu
Liczba Liczba elementéw | Liczba elementéw Rzad
watkéw | N na watek globalnie Lax aproksymacji
4 2 4 16 1,95307 —
4 4 16 64 1,32 E-1 3,88
4 8 64 256 6,43E-03 4,36
4 16 256 1024 3,5E-04 4,19
4 32 1024 4096 2,1E-05 4,09
4 64 4096 16384 1,3E-06 4,05
4 128 16384 65536 7,7E-08 4,02

4. KONWEKCJA

Czastki transportujace wirowoS¢ poruszaja si¢ jak czastki materialne, gdzie nie
dziata na nie lepkos$¢ ptynu. Sg one unoszone w polu predkosci zgodnie z r6wnaniem

(30)

z(0, ) = «v

Roéwnanie (30) rozwiazywane jest w kazdym kroku czasowym At. Do jego rozwiagza-
nia wykorzystano metody Rungego—Kutty 4 rz¢du z podkrokowa interpolacja predkosci
wzgledem polozenia czastek o nastgpujacym algorytmie rozwigzywania:

k1 = Atu(t(), 33())

At k
ko = 7u to, To + ?1)

At k
ks = 7”& to, To + ?2)

ky = Atu(ty, zo + k3)
ki + 2ko + 2k3 + k4
6

1 = X
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Dla podkrokéw ko, k3, k4 konieczne jest kazdorazowe okreSlenie wektora pred-
kosci. W tym celu stosowana jest interpolacja tej wartoSci na podstawie 4 najblize]
polozonych weztéw. W zwiazku z powyzszym, w implementacji wieloprocesorowe]
moze wystapi¢ taka sytuacja, ze czastka zostanie uniesiona w obszar lezacy pomigdzy
sasiadujacymi procesami. W tym celu obszar obliczeniowy kazdego procesora zostat
powigkszony o jeden rzad w kazdym kierunku, a nastgpnie uzupetniony wartoSciami
wektora predkosci swoich sasiadéw przy uzyciu protokotu MPI. Kazdy procesor wysyta
swoje wartoSci z brzegu ograniczajacego jego obszar obliczeniowy komenda MPI_Send,
a nastgpnie odbiera brakujace warto$ci dzigki komendzie MPI_Recv.

5. REDYSTRYBUCJA

Znajac nowe potozenie czastek niosacych ze soba wirowoS¢ przetransportowang
z weziéw, nalezy ja z powrotem zwrdci¢ na siatke. Dlatego w kazdej iteracji metody
VIC nalezy przeprowadzi€ redystrybucj¢ wirowosci. Wykorzystywane jest do tego jadro
interpolacyjne wysokiego rzedu. Pozadane jest aby suma wszystkich momentéw ()
byla réwna 0. Sumg t¢ wyraza sig rOwnaniem

Zx%b(x_hx”):o l<a<m-—1 (32)
p

Liczba zachowywywanych momentéw « jest SciSle zalezna od rzgdu doktadnosci
jadra interpolacyjnego m. Jezeli rowanie (33) jest spetnione 1 suma kolejnych momen-
tow jest rOwna zero oznacza to, ze jadro jest rzedu m.

Che¢¢ podniesienia rzgdu doktadnosci implikuje wzrost liczby punktéw jakie mu-
sza zosta wykorzystane do lokalnej redystrybucji. Wiaz¢ si¢ z wydtuzeniem czasu
obliczen. Warto$¢ nowej wirowosSci w wezZle jest otrzymywana jako suma wkiadu wiro-
wosci starych czastek pomnozonych przez jadra jednowymiarowe. W programie zostato
zaimplementowane jadro Z, sklejane z 3 funkcji. Zachowuje ono pierwsze 3 momenty:
zerowy — cyrkuacje, pierwszy — impuls liniowy oraz drugi — impuls katowy. Opisane
jest nastgpujacymi rownaniami

1—%$U2+%£C3 dla0<zx <1
Zo(x) =4 s(xz—1)(z—2)? dlal<z<2
0 dlaz > 2

Przy $ciankach stosowana jest interpolacja jednostronna[16]. Aby otrzymac nowa
warto$¢ wirowosci w wezle postugujemy si¢ réwnaniem:

T;—T Yi — Y 1
w(w;, y) prgo< ’ p)s@( — p)h2 (33)

gdzie: I}, —intensywnoSC cyrkulacji starej czastki, ¢ — jednowymiarowe jadro interpo-
lacyjne, x;, y; — polozenie wezla, x,, y, — polozenie czastki.

Implementacja wieloprocesorowa wymaga, tak jak w przypadku konwekcji cza-
stek, rozszerzenia obszaru obliczeniowego dla kazdego procesora. Wymagane jest po-
wigkszenie obszaru obliczeniowego az o dwia rzgdy w kazdym kierunku (ang. ghost
cells). Jest to konieczne ze wzgledu transportu wirowosci pomigdzy sasiadujacymi
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procesami. To rozszerzenie mozna traktowac jako warstwe buforowa. Wkilady do wi-
rowosci przekazywane sa sasiadujacym procesom poprzez komendy MPI_Send oraz
MPI_Recv.

6. ROWNANIE DYFUZJI

Po rozwiazaniu kroku nielepkiego nalezy rozwiazaé rownanie dyfuzji pozwalajace
uwzgedni¢ lepkos$¢ ptynu

ow

ot

Do dyskretyzacji czasowej rownania dyfuzji wykorzystany jest schemat jawno-niejawny
Cranka—Nicholsona. Pozwala on na osiagnigcie drugiego rzgdu dyskretyzacji po cza-
sie. Dyskretyzacja po przestrzeni opiera si¢ na czwartorzgdowej aproksymacji Padego.
Czwarty rzad dokladnosci po czasie jest mozliwy do osiagnigcia poprzez ekstrapola-
cj¢ Richardsona potaczong z metoda ADI [9]. W tym opracowaniu zdecydowano si¢
nie implementowac tego rozwigzania. Rownanie rozwiazywane jest w dwoch krokach,
co wymaga dwukrotnego rozwiazania uktadu réwnan z macierzg tridiagonalna zamiast
jednego dziewigcioprzekatniowego. Schemat réznicowy Cranka—Nicholsona ma postaé:

= V2w (34)

W — W 1 (& 1 /92
Y A -J (8$2(w"+1+ )>+ u<82(w"+1+w3j)> (35)

Pamigtaé nalezy, ze operator centralny drugiej pochodnej mozna aproksymowaé
operatorem réznicowym rzgdu czwartego

92 h2 )\t
57 = (hg + 1_35926) 62 + O(nh) (36)
62 h2 —1
i (h§ 1;55) 5, + O(h*) 37)

Po uporzadkowaniu réwnania (35), przenoszac wiadome na prawa strong, a niewia-
dome na lewg oraz podstawieniu powyzszych aproksymacji (36), (37), otrzymuje si¢

0? 0? 1 0? 0?
wTZH VAt<8$2 ;“;'1 + 8—y2w:‘]+1> = —yAt(7le. + Tw ) +w; (38)

vAt

277> rOwnanie mozna przedstawi¢ w na-

Po przyjeciu, ze h, = hy = h orazr =
stepujacy sposob

2\ 0y o +1
(1—?‘(<1+E> 5:c_<1+ﬁ) 5y>) i =

2\, 02\, &)
(Hr((uu) 5m+(1+12) 5)) 3
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Stosujac metode faktoryzacji, czyli przeksztalcenia jednego ztozonego réwnania
do postaci iloczynéw prostszych sktadnikow, otrzymuje si¢

52\~ 2 AN 2 1
_ T _ _Y n+l _
(1 r<1—|— 12) 53:) (1 r(l—l— 12> 5y> i
52 -1 ) 52 -1 )
<1+r<1—|—12) 5x><1+7’<1—|—12> 5) Wy

2

Przemnazajac obie strony przez (1 + (15—%) (1 + %), otrzymuje si¢ schemat rézni-

(40)

cowy sktadajacy si¢ z 9 punktéw po prawej i 9 punktéw po lewej stronie

52 2 52 2 +1 _ 52 2 62 2
(1+12_r(5"’“>(1+12 My) g (HE+M>(H12+M) D

Réwnanie (41) rozwiazujemy w dwoch podkrokach. W pierwszym szukane jest
rozwiazanie po osi x, a w drugim po osi y:

aw ‘|‘b( @+1J+Wz 1])—0(,0 +d( Z-‘rlj+wl 1]+w23+1+ 1,5 — 1)+

42)
e(Wi1 jy1 T Wity jo1 F Wity iy T Wiy 1)
a4+ bW + W) = wi 43)

gdzie: r = gﬁ;, =2r+2b=—-r+4,c=(-2r+2)%d=(-2r+2)(r+ 3),
e= (r+ %)

Odejmujac od siebie rownania (39) i (40) mozliwe jest okreslenie btgdu jaki zostat
wprowadzony przez uproszczenie. Jest on rzedu O(At?)+O(h*):

52 2 52 - 2 +1
( (l—l— 12) d; <1—|— 12) 5y>(wi’j — W) =
2\ —1 52 —1 el
(r2<1+%) 52(1+ 12) 53) A (44)

1 Z 1 — 7 Wixx
<4h4 ( +12) 5( +12> 5) Whij | = g ey

Analogicznie jak w pozostalych réwnaniach przeprowadzono test sprawdzajacy
doktadnos¢ dyskretyzacji. Po wykonaniu odpowiednio duzej liczby krokéw czasowych
liczony byt btad maksymalny rozwiazania wzgledem rozwiazania doktadnego. Postu-
zono si¢ nastgpujacym zagadnieniem brzegowym

w(z,y,to) = e ™V sin(2mz) sin(27y) (z,y) €[0,1] x [0,1]
w(0,y,t) = sin(27x) sin(27y) (y) € [0,1]
w(l,y,t) = 2sin(27z) sin(27y) (y) € 0,1] (45)
w(zx,0,t) = sin(27x) sin(27y) () € [0,1]
w(x,1,t) = sin(27x) sin(27y) (x) € [0,1]
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Wyniki zamieszczone w tab. 3 potwierdzaja oczekiwany 4 rzad doktadnosci aprok-
symacji po przestrzeni. Badanie doktadnosci po czasie nie jest konieczne, gdyz wielo-
krotnie wykazano, ze metoda Cranka—Nicholsona jest metoda drugiego rzedu doktad-
nosci.

Tabela 3: Wyznaczanie rzedu aproksymacji rownania dyfuz;ji

N At Liczba krokow Limax Rzad aproksymacji
4 10,0001 1000 0,0105 —

8 | 0,0001 1000 7,15E-04 3,87

16 | 0,0001 1000 3,22E-05 4,47

32 | 0,0001 1000 1,44E-06 4,48

64 | 0,0001 1000 6,80E-08 4,39

7. ZAGADNIENIE TESTOWE PRZEPLYWU WE WNECE

Zagadnienie testowe przeplywu we wngce jest popularnym przypadkiem z me-
chaniki ptynéw, w ktérym rozwazany jest przeptyw w zamknigtym naczyniu z jedna
Sciankg poruszajaca si¢ z pewna predkoscia. Dla niskich liczby Reynoldsa zagadnie-
nie to jest stacjonarne i moze dobrze pokrywa si¢ z wartoSciami eksperymentalnymi
dla przypadkéw dwuwymiarowych. Wraz z jej wzrostem i po przekroczeniu krytycznej
wartoSci pole predkoSci staje si¢ burzliwe, natomiast przeptyw tréjwymiarowy.
Warto$ci eksperymentalne nie odzwierciedaja wartosci obliczonych dla dwéch wymia-
réw [10], [11].

A
=
]

)
\ 4

¥=0,

u,=0, u,=0

Rys. 1: Przeptyw we wnece

Omawiany przypadek wraz z warunkami brzegowymi zostat zilustrowany narys. 1.
Widzimy na nim wnegke przykryta pokrywa. Pokrywa ta porusza si¢ z predkoscia 1 m/s.
Wszystkie pozostate Sciany sa nieruchome, gdzie warto$¢ funkcji pradu na kazdej z nich
jest rowna O.

Gdy w obszarze obliczeniowym wystepuja Scianki sztywne, w ktdrych nalezy zre-
alizowaé¢ warunek braku poslizgu (ang. no slip wall condition), nalezy na brzegach
w réwnaniu dyfuzji wyliczy¢ taka warto$¢ wirowosci, aby sktadowa predkosci styczna
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do Sciany byta rowna 0. Do okreSlenia tej wartoSci skorzystano z trzeciorzedowej for-
muty Brileya, ktéra wykorzystuje 3 najblizsze wartoSci funkcji pradu w kierunku nor-
malnym do $ciany w liczonym weZle oraz warto$¢ predkosci z jaka porusza si¢ Scianka.

—66u80,j + 108@01,‘7’ — 27?,b27j + 4¢3,j
18h2

Obliczenia przeprowadzono dla r6znych liczb Reynoldsa, stosujac rézne rozmiary
siatek (IV x N) i krokéw czasowych (At). Gtéwnym celem takiego dzialania jest spraw-
dzenie, kiedy otrzymane rozwiazanie bedzie pokrywac si¢ z referencyjnymi wynikami
uznanych autoréw. W przypadkach gdy liczba Reynoldsa wynosita Re = 100 oraz
Re = 1000 rozwiazanie bylo stacjonarne, wigc brane pod uwage byly wartosci z ostat-
niego kroku czasowego. Dla liczby Reynoldsa réwnej Re = 10 000 (rys. 2.), czyli
rozwiazania niestacjonarnego, usrednianych bylto ostatnich 500 krokéw czasowych.

(46)

wo,j =

| 1.0e+00
09
| .

=07
— 006
—05
—04

Vorlicity_average
U_average

—03
02
0.1
0.0e+00

Rys. 2: Rozklad wirowosci i predkosci dla przeptywu we wnece przy liczbie Re = 10 000 dla ¢t = 2800 s

Wykorzystane kroki czasowe pochodzily z okresu po ustaleniu si¢ wartosci wi-
rowo$ci w wirze centralnym. W centrum wystgpowaly jedynie fluktuacje predkosci
o niskiej intensywnosci. Do analizy jakoSci obliczen byta brana warto$¢ wirowosci w,
funkcji pradu ¢ oraz wspétrzednych srodka gtéwnego wiru (x,y). Wyniki obliczei
zostaly przedstawione w tab. 4, natomiast dane poréwnawcze [12]-[14] umieszczone
zostaly w tab. 5.

Analizujac przedstawione wyniki, widoczne jest, ze zastosowanie schematéw r6z-
nicowych wysokiego rzedu w metodzie VIC pozwala na osiagnigcie bardzo wysokiej
doktadnosci obliczen przy niskiej rozdzielczosci siatek i duzych krokach czasowych.
Aby dodatkowo potwierdzi¢ mozliwosci obliczeniowe algorytmu, pordwnane zostaly
rozktady predkosci wzdluz osi symetrii obszaru obliczeniowego dla liczby Reynoldsa
rownej Re = 10 000 (rys. 3).

Otrzymane rozktady doktadnie pokrywaja si¢ z wynikami obliczen autoréw, gdzie
stosowane byly o wiele wigksze rozmiary siatek i dalsze zaggszczanie obszaru oblicze-
niowego oraz zmniejszanie kroku czasowego wydaje si¢ by¢ bezcelowe. Jest to wy-
nik bardzo satysfakcjonujacy, gdyz majac mozliwos¢ poréwnania wynikow obliczen
solvera VIC korzystajacego z drugiego rzgdu doktadnosci aproksymacji [15], mozemy
stwierdzi¢, ze efekt implementacji aproksymacji czwartego rzgdu doktadnosci jest jak
najbardziej uzasadniony, mimo ze metoda nadal pozostaje globalnie rzgdu drugiego.
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Tabela 4: Wyniki obliczen przeptywu we wnece w Srodku gtéwnego wiru (z, y)

Re 100 100 100 1000 1000 1000 10 000 10 000
N 32x32 32x32 32x32 64 x64 64 x64 128x128 99x99 198198
At 0,016 0,008 0,004 0,01563 | 0,00781 0,00781 0,01 0,005
w | —3,1740 | —=3,1702 | —3,1685 —2,0678 | —2,0586 | —2,0677 || —1,8561 | —1,8896
v | —0,1041 | —0,1038 | —0,1036 -0,1195 | -0,1189 | -0,1193 || —0,1180 | —0,1205
T 0,6094 0,6094 0,6094 0,5313 0,5391 0,5273 0,5101 0,5126
Y 0,7344 0,7344 0,7344 0,5625 0,5703 0,5664 0,5303 0,5303

Tabela 5: Referencyjne wyniki obliczen innych autoréw dla srodku gtéwnego wiru (z, y)

Re 100 100 1000 1000 1000 10 000
Autor | Malecha Ghia Malecha Ghia Erturk Ghia

w - -3,16646 - 2,04968 2,067213 1,88082

P - —-0,103423 - 0,117929 0,118942 || -0,119731

x 0,6163 0,6172 0,531 0,5313 0,5300 0,5117

] 0,736 0,7344 0,565 0,5625 0,5650 0,5333

5

-0.5

1

=~~~ CFD ux 99x99 dt=0.01

=== CFD uy 99x99 dt=0.01
— CFD uy 198x198 dt=0.005
— CFD uy 198x198 dt=0.005 2
© CFD Ghia
* CFD Erurk

Rys. 3: Rozklad predkosci wzdtuz osi symetrii dla Re = 10 000

Ostatecznym potwierdzeniem testu przeplywu we wngce jest porOwnanie linii funk-
cji pradu i identyfikacja wszystkich wystgpujacych wiréw. Dla Re = 10 000 wystgpuje
az 5 wyraznych wiréw (cztery wiry narozne). Wszystkie z nich udato si¢ poprawnie
odtworzy¢ bez wzgledu na zastosowang rozdzielczo$¢ siatki obliczeniowej. Omawiane
wiry pokazano na rys. 4 dla przypadku wykorzystujacego siatke obliczeniowa w roz-
miarze 198 x 198 przy kroku czasowym réwnym At = 0,005 s. Wir gtéwny jest lekko
przesunigty wzgedem centrum wneki. Nastgpnie, po lewej stronie wyr6zni¢ mozna dwa
wiry narozne. W prawym dolnym rogu wystgpuje natomiast struktura ztozona z dwéch
wiréw obracajacych si¢ w przeciwleglym kierunku.
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Z przedstawionego testu widac, ze poprawne odtworzenie zlozonego przeptywu
we wngce zarOwno wymaga wydajnego oraz doktadnego algorytmu obliczeniowego.
Otrzymanie poprawnych wartoSci zarowno pod wzgledem iloSciowym, jak 1 jakoScio-
wym wymaga stosowania wysokich gestosci siatek badZ aproksymacji réwnah meto-
dami wysokiego rzedu.

Rys. 4: Rozktad linii funkcji pradu dla Re = 10 000

<
N
_—

) ’ ]

Vorticity

Rys. 5: Ewolucja wirowosci dla liczby Re = 100 000 dla czaséw 2,5, 5, 10, 20,401 80 s
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Przeprowadzona zostata réwniez symulacja dla przeptywu we wnece z liczba Rey-
noldsa réwna Re = 100 000. Wykorzystujac dostgpne 81 procesoréw, zastosowano
siatkg o rozmiarze 1026 x 1026 i krok czasowy réwny At = 0.0005 s. Wykonano tacz-
nie 320 000 krokéw czasowych, co w rzeczywistoSci dawato 160 s obliczen. Zachowa-
nie si¢ ptynu przy tak wysokiej liczbie Reynoldsa jest mocno niestacjonarne. Zauwaza
si¢, ze separacja plynu na Sciance nastgpuje niemal natychmiastowo, a rozmiar struktur
wirowych jest kilkukrotnie mniejszy niz w przypadku przeptywu przy liczbie Reynoldsa
réwnej Re = 10000. Na rysunku 5 przedstawiono ewolucjg¢ pola wirowosci dla krokéw
5000, 10 000, 20 000, 40 000, 80 000 1 160 000, dajac odpowiednio czasy réwne 2,5, 5,
10, 20,401 80 s.

Juz od pierwszych sekund mozna zauwazy¢ burzliwe zachowanie si¢ ptynu. Na
skutek duze gradientu predkosci w prawym gérnym narozniku nastgpuje natychmia-
stowa utrata statecznosci i wygenerowe zostaja dwie pomniejsze struktury wirowe. Wraz
z uptywem czasu coraz wigksza porcja pltynu z napgdzanej czgsci Scianki zostaje prze-
transportowana do wnetrza wnegki. Odrywajaca si¢ warstwa przyscienna generuje coraz
to nowe zaburzenia. W 20 sekundzie mozna zaobserwowaé chwilowe przylaczenie si¢
warstwy do Scianki jednak ze wzgledu na geometri¢ obszaru ptyn w prawym dolnym
rogu ponownie si¢ odrywa. Zachowanie si¢ plynu jest zupelnie inne niz w przypadku
mniejszych liczb Reynoldsa. Nie jest mozliwe zaobserwowanie zadnej dominujace;j
struktury, z ktérej mogtby wytworzy¢ si¢ wir gléwny. W chwili ¢ = 160 s sytuacja jest
bardzo zblizona do t = 80 s (rys. 6)

Rys. 6: Rozktad linii funkcji pradu
dla Re = 1000001t = 160 s
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8. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono algorytm rozwigzywania rownan ruchu ptynu z wykorzy-
staniem kompaktowej, czwartorzgdowej metody VIC. Podano kolejne kroki algorytmu
wraz z badaniami doktadnosci obliczeniowej poszczegdlnych schematéw réznicowych.
Ostatecznie przedstawiono badanie doktadnosci, dziatania metody na przyktadzie po-
pularnego zagadnienia testowego przeplywu we wngce 1 porOwnano otrzymane wyniki
z wartoSciami uzyskanymi przez innych autoréw. Otrzymane wyniki charakteryzuja
si¢ poprawno$cig zarowno pod wzgledem jakoSciowym, jak i ilo§ciowym. Zastoso-
wane metody aproksymacji rownan ré6zniczkowych wykazaty pozytywny wptyw na do-
ktadnos$¢ rozwiazania wzglgdem konkurencyjnego solvera wykorzystujacego schematy
2 rzgdu. Osiagnigcie zblizonych do referencyjnych wartosci wielkosci przeptywowych
nastepuje przy rzadkich siatkach z duzym krokiem czasowym.
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