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Streszczenie: Przedstawiono metod¢ oceny niepewnosci pomiaréw
wieloparametrowych uwzglgdniajacg skorelowania pomigdzy
danymi  wielkosci mierzonych opisanych niepewno$ciami
sktadowymi typu A lub/i typu B. Jest to rozszerzenie zastosowania
metody podanej w Suplemencie 2 do przewodnika wyrazania
niepewno$ci pomiaréw o akronimie GUM. Jako przyktad
oméwiono posrednie pomiary menzurandu dwuparametrowego.
Wyznaczono wzory dla macierzy kowariancji, niepewnosci
i wspodtczynnika korelacji menzurandu wejsciowego 1 wyjsciowego
Zastosowanie proponowanej metody zwigkszy doktadnosé
i wiarygodno$¢ oceny niepewnosci pomiaréw wieloparametrowych
i uktadéw do ich realizacji.

Stowa kluczowe: pomiary wieloparametrowe, niepewnosci typu A
i typu B, wspétczynnik korelacji, macierz kowariancji, menzurand
2D, macierzowa propagacja niepewnosci.

1. WPROWADZENIE

W  pomiarach  wieloparametrowych ocenia si¢
estymatory wartosci i niepewno$ci wynikow pomiaréw oraz
skorelowanie skojarzonych ze sobg wielko$ci jako
elementéw  wieloparametrowego  menzurandu  czyli
multimenzurandu. Jest to konieczne, gdy wyniki pomiaréw
tych wielko$ci, Iub ich cze$¢ bedzie si¢ wspdlnie
wykorzystywaé. Tylko niekiedy pomiary te wykonuje si¢
tym samym, a zwykle wieloma przyrzadami lub tez réznymi
podzespotami systemu pomiarowego i przeprowadza si¢ je w
jednakowych lub odmiennych warunkach otoczenia. Rozrzut
wartoSci  obserwacji ~ powtarzanych ~w  pomiarach
wieloparametrowych jest wywotany zaréwno wspdlnymi jak
1 réznymi przyczynami. Wielo-wariantowo$¢ sytuacji tworzy
rézne zaleznosci pomig¢dzy niepewnos$ciami skojarzonych

wielkoSci mierzonych. Zacharow w pracy [5], przy
wyznaczaniu niepewnosci posrednich pomiar6w
jednoparametrowych rozréznial skorelowanie wielkosci

wplywajacych zaobserwowane i takie, ktérego nie mozna
wyznaczy¢ z danych pomiarowych, nazywane przez niego
,logicznym”. Szacujac doktadno$¢ pomiaréw, skorelowanie
to wyznacza si¢ podobnie jak niepewnosci typu B.

W praktyce pomiaréw wieloparametrowych wystepuja
rézne sytuacje, ktérych nie omawiaja szczegdélowo
rekomendacje szacowania niepewno$ci pomiarOw zawarte
w Suplemencie 2 [2] do przewodnika GUM [1] oraz inne
przepisy miedzynarodowe.
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Po wprowadzeni w przewodniku GUM niepewnoéci do
opisu doktadno$ci pomiaréw powstal pewien rozdzwigk
z opisem doktadno$ci przyrzaddéw, urzadzeh i systemow
pomiarowych przez dopuszczalne bledy maksymalne. Z ich
wartosci, przy zatozeniu rozktadu réwnomiernego, wyznacza
si¢ odchylenie standardowe jako sktadowa niepewnosci typu
B przyrzadu. Dla pomiaréw réznych wartosci tymi samymi
przyrzadami w réznych warunkach zwykle nie ma
informacji o korelacji otrzymywanych wynikéw tych
pomiar6éw i nalezy dla bezpieczenstwa przyja¢ wspétczynnik
korelacji réwny 1.

Celem tej publikacji jest prezentacja takiego
rozszerzenia metody propagacji niepewnoSci zawartej w
Suplemencie 2 [2], ktére umozliwialoby jednolite
oszacowanie dokladno$ci pomiar6w wieloparametrowych,
jak 1 ukladéw do ich realizacji z uwzglednieniem
skorelowania pomie¢dzy rozkladami odchylen danych
pomiarowych od estymator6w ich wartosci opisanych
niepewno$ciami typu A oraz/i typu B.

2. PROPAGACJA NIEPEWNOSCI
MULTIMENZURANDU

Do oceny dokladnosci w posrednich pomiarach
menzurandéw  wieloparametrowych — wykorzystuje — si¢
metode propagacji ich niepewnosci rekomendowang
w ujeciu macierzowym w Suplemencie 2 [2] przewodnika
GUM [1]. Po analitycznym lub numerycznym rozwigzaniu
réwnan wigzacych elementy mierzonego menzurandu
wejsciowego X i szacowanego menzurandu Y otrzymuje si¢
uktad réwnan:

Y=F(X) ey

gdzie: Y = [y, .... y,,,]T; X=[x, ... x,]" - wektory, ktérych
elementami s3 wartosci wielkosci mierzonych tworzacych
oba wektorowe menzurandy.

Propagacj¢ niepewno$ci w tych pomiarach opisuje si¢
jako zalezno$¢ pomigdzy macierzami kowariancji wielkos$ci

X 1Y, przy linearyzacji funkcji F poprzez pochodne [2], tj.:

Uy:SUXsT (2)



w ktérym macierz wrazliwosci S i macierze kowariancji Uy,
Uy wielkosci wejsciowych X i wyjsciowych Y sa

nastepujace:
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Wartosci elementéw wektora ¥ moga by¢ tez nastepnie
przetwarzane dalej wspdlnie wedlug innej funkcji, opisanej
og0lnie wzorem (3):

Z=G(Y) 3

Woéwczas dla wyznaczanych kolejno wartosci elementéw
nowego multimenzurandu Z = [z, ..., zm]T i elementéw jego
macierzy kowariancji Uz z niepewnoS$ciami u,, ..., Uy,
stosuje si¢ rOwnanie wigzace macierze kowariancji Uz i Uy,
tez o takiej samej postaci jak (2), tj.:

Uz =ScUyS¢' 4)

w ktérym S¢ jest macierzg wrazliwosci utworzong tak, jak S.

Wzory dla niepewno$ci pomiaréw menzurandéw 3D
i przyklady stosowania metody wektorowej w kilku
elektrycznych uktadach pomiarowych DC i AC podano
w pracach [3, 6 —15].

Wyniki posrednich pomiaréw wieloparametrowych
wyznacza si¢ z danych pomiarowych wielkosci x; jako
elementéw bezposrednio mierzonego menzurandu X,
otrzymanych po przetworzeniu wielokrotnie powtérzonych
obserwacji traktowanych w ogélnym przypadku jako losowe
i uzyskanych w okreslonych warunkach otoczenia. Dokonuje
si¢ obrobki statystycznej otrzymanych surowych danych
pomiarowych oraz koryguje si¢ poprzez poprawki te z tych
niepozadanych wplywéw warunkéw otoczenia, ktére sa
znane. Warunki pomiaru moga mie¢ charakter staty, albo tez
zmieniaé si¢ w czasie eksperymentu w znany sposéb.
Wéwcezas dodatkowe btedy systematyczne eliminuje si¢
przez wprowadzenie poprawek, a wplyw pozostatych
przyczyn niedokladnosci szacuje si¢ wspdlnie statystycznie.

Podstawa oceny niepewno$ci  pomiaréw  jest
wyznaczenie jej sktadowych typu A i typu B. Niepewnos¢
catkowita u zdefiniowano w GUM jako odchylenie
standardowe rozkladu wypadkowego stanowiacego splot
dwoch niezaleznych statystycznie rozktadéw sktadowych.
Pierwszy z nich opisuje statystycznie rozrzut otrzymanych
eksperymentalnie warto§ci obserwacji pomiarowych. Drugi
jest rozktadem  hipotetycznym, ktéry randomizuje
przypuszczalne zmiany wynikéw réznego pochodzenia,
w tym o charakterze systematycznym, ale nie znane co do
wartosci w trakcie wykonywania pomiaréw. Zmiany te
moga pojawia¢ si¢ losowo w dlugim okresie uzytkowania
mierzonego obiektu, przyrzadu lub systemu pomiarowego
i w réznych warunkach otoczenia dla nich dopuszczalnych,
innych niz przy kalibracji przyrzadu i pomiarach
kontrolnych. Zbiory warto$ci opisanych tymi rozkladami sa
nieskorelowane. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa
rozkltadu wypadkowego danych pomiarowych i rozktadéw

sktadowych spetniajg warunek p(x) = p(x,)* p(xg) . Stad
wynika, ze dla kazdej wielkosci mierzonej x; standardowa
niepewno$¢ u; rozkladu wypadkowego i standardowe
niepewnosci Uy; 1 Up; rozkladéw sktadowych, jako ich
odchylenia standardowe sg powigzane sumg geometryczng:

u; =+ ”/241' + ”tzzi )

Dla znanej funkcji opisujacej gesto$¢ prawdopodobiefistwa,
np. funkcji Gaussa dla rozktadu normalnego, z odchylenia
standardowego u i wspoétczynnika rozszerzenia kp wyznacza
si¢ analitycznie niepewno$¢ rozszerzong U o okre§lonym
prawdopodobiefistwie pokrycia P, np. 95% lub 99%. Dla
otrzymywanych eksperymentalnie rozkladéw  danych
pomiarowych, niepewno$¢ rozszerzong U wyznacza si¢ tez
numerycznie metodg Monte Carlo .

Niepewno$¢ sktadowa u,; ocenia rozrzut obserwacji
pomiarowych. Wyznacza si¢ statystycznie tak, jak dla
rozkladu normalnego [1] lub innych rozktadéw [3] - [5],
Niepewno$¢ sktadowa up szacuje si¢ na podstawie
subiektywnej wiedzy o przewidywanych zakresach
i rozkladach wielkosci wptywajacych i ich funkcjach
oddziatywan. Niepewno$¢ Uy randomizuje spodziewane
oddziatywania takich wptywoéw, ktérych biezace wartosci
w przeprowadzanych pomiarach nie s3 znane i brakuje
danych aby obliczy¢ dla nich poprawki i skorygowac
wartosci obserwacji pomiarowych. W znanych warunkach
pracy o ograniczonym zakresie zmian wplywajacych
wielkosci, mozna przyja¢ mniejszg warto$¢ sktadowej up niz
wynika z danych producenta dla zakresu dopuszczalnych
warunkéw pracy przyrzadu i badanego obiektu [4].

Dla kazdej z wielkosci bezposrednio mierzonych x;
menzurandu X wyznacza si¢ z danych pomiarowych
niepewno$¢ typu A oraz szacuje si¢ heurystycznie
niepewnosci typu B i oblicza si¢ standardowe niepewnosci
wypadkowe u; ze wzoru (5). Nastgpnie dla menzurandu X
tworzy si¢ macierz kowariancji Uy, ktéra uwzglednia
skorelowanie i autokorelacje [3] jego elementéw. Wartosci
elementéw macierzy kowariancji dla wyznaczanych
posrednio menzurandéw Y oraz Z (obserwabli) uzyskuje si¢
po zastosowaniu wzoréw (2) — (4).

Istnieje wiele mozliwo$ci skorelowania wielkosci x;
jako element6w menzurandu X. Rozrzuty wartosci
obserwacji zaleza zaréwno od wplywéw warunkéw
otoczenia na system pomiarowy i obiekt badany, jak i od
zmian ich parametréw wewngtrznych. Skorelowania dotycza
zbioréw par wielkosci mierzonych. Zachodza one dla
wartosci ich obserwacji opisanych niepewno$ciami tylko
jednego typu, badz typu A, badz typu B. Ich wspdtczynniki
korelacji oznaczymy odpowiednio indeksami dolnymi A i B.
Prébki pomiarowe tego samego badanego obiektu w réznych
eksperymentach pomiarowych przy tej samej niepewnosci up
moga mie¢ rézne niepewnoS$ci uu, .a wiec i rdézne
wspotczynniki  korelacji ps. Mozna je wyznaczy¢
statystycznie je$li poprowadzi si¢ pomiary menzurandu X
tak, by obserwacje mierzonych wielkosci uzyskiwaé
synchronicznie i w znanym czasie.

Wiyniki heurystycznych oszacowan niepewnosci typu B
i wspdtczynnikéw korelacji pg moga by¢ zréznicowane
w praktyce, gdyz mierzy si¢ rézne wartosci, na réznych
zakresach jednego miernika lub nawet r6znymi przyrzadami
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pomiarowymi. Rézne sa tez dopuszczalne bledy
maksymalne tych przyrzadéw, a wigc i rézne wynikajace
z nich niepewnosci typu B.. W ocenie skorelowania
niepewnosci typu B w jak najwigkszym stopniu trzeba
wykorzysta¢ w petni wcze$niej pozyskang wiedze o takich
pomiarach i nawet wykona¢ uzupeiniajace eksperymenty.

W modelu matematycznym zastosowanym w GUM
przyjeto zatozenie, ze niepewnosci sktadowe uy i up sa od
siebie niezalezne statystycznie i tak jest tez zwykle
w praktyce. Opisana wzorem (5) niepewno$¢ u; mierzonej
wartosci x; ma takg posta¢ jak dla splotu dwu
nieskorelowanych rozktadéw warto$ci obserwacji (lub
btgdéw pozornych jako odchylen od estymatora wartosci),
z ktérych jeden ma tylko niepewnos$¢ u,, a drugi tylko ugp.
Skorelowanie pomigdzy wielkosciami multimenzurandu
moze zachodzi¢ tylko miedzy zbiorami badz danych
obserwowanych, badz danych heurystycznych, ktére
odpowiadaja oszacowanym niepewno$ciom up;. Wyjasnia to
blizej przyktad niepewnos$ci i wspdtczynnikéw korelacji
menzurandu 2D podany na rysunku 1.

w pomiarach wieloparametrowych macierz
kowariancji Uy mozna przedstawi¢ jako sum¢ dwu macierzy
sktadowych:

UX=UXA+UXB (6)

3. NIEPEWNOSC SKORELOWANYCH
POMIAROW DWUPARAMETROWYCH (2D)

Przyktad menzurandu 2D o skorelowanych wielko$ciach
X1, X, podaje rysunek 1.

u? () = () + up(x)

xq Ua(xy) uglxy)

u? (x) =13 (x2) + uj (x2)

Rys. 1. Niepewnosci i wspétczynniki korelacji menzurandu 2D
mi¢dzy danymi pomiarowymi p, i wyznaczanymi heurystycznie pg

W pomiarach dwuparametrowych (2D) wielko$ci x;
i X, ich niepewno$ci oznaczone jako u,; i u,, s3 sumami
geometrycznymi niepewno$ci sktadowych typu A i B,
opisanymi réwnaniami:

2 _ .2 2
Uy1 = Uiy + Uip (7a)

ufp, = ufy +up (7b)

W ogélnym przypadku wyniki pomiaréw x;, x, maja
rézne warto$ci niepewnosci u 4 i up4 0raz up i upp. Jednakze,
jesli eksperymenty te odbywaja si¢ w jednakowych lub
nawet podobnych warunkach, to wielko$ci mierzone moga
by¢ skorelowane. Zbiory wartosci ich obserwacji opisane
niepewnosciami sktadowymi jednego typu, tj. uja, Uy oraz
beda woéwczas powigzane wspolczynnikami

Uip, Uzp,

korelacji 1 > py > =1 oraz 1 > pg > —1. Przyktadem jest tu
pomiar napig¢ i pradéw tego samego obiektu w tych samych
warunkach i przy zasilaniu z niestabilizowanej sieci
elektrycznej. Dla menzurandu X skorelowania te ilustruje
rysunek 1.

Elementy multimenzurandu wejsciowego X moga miec
ogblnie rézne stopnie skorelowania zaréwno typu pa, jak
i typu pg. Wplywa to na dokladno$§¢ wynikéw pomiaru
elementéw menzurandu wyjsciowego Y wyznaczanych
posrednio z pomiaréw X. W pomiarach 2D, aby wyznaczy¢
standardowe niepewnoSci uy, uy,, i ich wspotczynnik
korelacji py1,, korzysta si¢ z macierzowego zapisu prawa
propagacji wariancji (2), ktére laczy ze soba macierze
kowariancji. Jesli wnioski z pomiar6w maja dotyczy¢ innych
warunkéw podczas badania i uzytkowania obiektu niz przy
kalibracji przyrzadu, to précz biezacych rozrzutéw wartosci
obserwacji o niepewnosciach standardowych uy4, uy,, trzeba
uwzgledni¢ przewidywane wplywy zmian niepewnosci up,
upp 1 macierz kowariancji (6) menzurandu 2D przyjmuje
postac:

2 2
Ui, +uip

PalliaUz4 + PpUipULB

Ui = PaliglUz4 + PpUipUsp
x12 = 2 2
Uuzq + uzp

(8)
W macierzy U,;, wystgpuja niepewnosci zgodne z regula
sumowania wariancji, czyli dla kwadratéw niepewnosci typu
A i typu B w obu pomiarach. Wspélczynnik korelacji

miedzy wielkos$ciami x; i x, opisujg wzory:

_ PalUipUza T Ppliplap  Palliglizg + Ppliplisp

Px12 = =
* Use1 Uy Ju, +udgJui, +uig
©)
Pomiary  dwuelementowego (2D)  menzurandu

wejsciowego X sg szczegdlnym przypadkiem pomiaréw
wieloparametrowych  opisywanych  ogélnie  wzorami
(1) — (3) stosowanymi, gdy wielko$ci mierzone sg ze soba
powigzane w  obiekcie pomiarowym lub  poprzez

oddziatujace na nich wielkosci zewnetrzne. Jesli dla
stosunkéw  niepewnosci  skladowych i niepewnosci
standardowych  u,, 1w, przyjmie si¢ oznaczenia:

L‘I_Aswll—klzB, gdzie 0 < leEMIB < 1, to uzyska sie

Ux1 Uxl

prostsza posta¢ wzoru (9) jako wzér (10):

Pr12=PA V1= kipy/1—k3p+ o kipkas (10
Dla obu bezposrednio mierzonych  wielkosci
wspétczynnik p,;, we wzorze (10) zalezy wylacznie od
stosunkow niepewnosci k;3, gdyz suma geometryczna
wzglednych sktadowych niepewnosci réwna sig¢ 1

(”ﬁ)z + (“ﬁ)z =kh+1-k% =1 dlai=1,2. (10a)

Uxi Ui

Natomiast podobny warunek algebraicznego sumowania
niepewnosci
2By A — o+ 1 — kZ=1

Uxi Uxi

jest spelniony tylkodla kp=01lubkp=1,i=1, 2.
Niektére szczegdlne przypadki wspoétczynnika
korelacji p,;, dla wynikéw eksperymentéw pomiarowych
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o réznych wariantach par niepewno$ci sktadowych w4, Uz
oraz u,p, upp i ich wspétczynnikéw korelacji p4 i pp, podano
w tabeli 1. Zawiera tez ona skrajne przypadki dla kombinacji
warto$ci py =01Iub 11 pg=01ub 1.

W przypadku, gdy ps = 0, pgp =11 ik}, =k;, =1/2,
otrzymuije si¢ uy; =v2u;p = V2u;,ii=1,2 oraz Prn=1/2.

Tabela 1. Wspétczynniki korelacji p, 2 wynikéw dwu pomiaréw o réznych relacjach niepewnosci sktadowych u, i/oraz ug

Niepewnosci typu A Niepewnosci typu B Wspétczynnik korelacji py; »
L Wspdiczynnik L Wspdtczynnik elementéw menzurandu
Wartosci korelacji Wartosci korelacji wejsciowego 2D
Lp. Palliglizg + Ppllipliszp
2 2 2 2
Uig, U2y Pa U1, Uzp PB \/ulA + ulB\/uZA + Udp
pav 1 = kigy1 = k3p+ppkipksp
L. Uza, Uza Pa Uyp, Uzp ps=0 pA\/l —ka\/l — kg
2. U4, Uza pa=0 Uip> U2p PB pekipkap
3. Ura=Uz4=Uy Pa U1p=Up=Up PB pa (1-k3) + pgki
4. Uias Uza Pa U1p=Uzp=Up pe=1 Pa \/1 - ka\/l — k2p+kigksp
5. U1 4=Uz4=Uy pa=1 Uyp, Uzp PB \/1 - ka\/l — kZp+pgkipkap
6. Uip, Uzp pa=0 Uip, Uzp pe=0 0
PA PB 0,5 (pat pp)
pa=0 pe=1 _
7. Upa=Uz4=Uy oa=1 Uy p=Uzp=Up 05 =0 Py1.2=1/2
pa=1 pp=1 Py12=1

4. WYKRES WSPOLCZYNNIKA
KORELACJI Py,

Forma postaci funkcji (11b) pozostaje stala przy
zamianie miejscami niepewno$ci u;4 na up, Upy Na Usp
oraz p, na pg. Wystarczy wigc przeanalizowa¢ zaleznoSci
dla jednego typu niepewnosci A lub B, gdyz dla drugiego
typu, przy tym samym zestawie zmiennych, zaleznoSci
beda podobne wskutek symetrii tego wzoru. Do
przedstawienia wspotczynnika korelacji skorzysta si¢

Rys. 2. Zaleznosci wspétczynnika korelacji py, ,= f(kip, ko)
menzurandu X w postaci wykreséw 3D dla trzech par
wspOtczynnikéw skorelowania py, pp jego danych o
niepewnosciach sktadowych typu A lub B: p, =0, pp = 1;

pa=Llpp=1; pa=1,pp=0

pa=l,pp =1

z og6blnej funkcji przedstawionej we wzorze (11b). Na
rysunku 2 podano wykresy 3D wspoéiczynnika korelacji
Pri2 = Pyl o= f(sz, knBZ) dwuelementowego menzurandu
wejsciowego X dla trzech par wspdlczynnikéw
skorelowania jego skladowych niepewnosci typu A i B.
Sa to plaszczyzny krzywoliniowe, na ktérych
sa zaznaczone §lady przekrojow.

4

pa=1,pp =0

5. NIEPEWNOSCI WZGLEDNE

Przy opisie niepewnosci dla zakreséw pomiarowych

przyrzadéw i systemOw oraz w pomiarach, ktérych wzory
zawierajg dziatania multiplikatywne (mnozenie, dzielenie
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i1itd.), bardzo uzyteczne sa wzory wyrazone we wzglednych
niepewnos$ciach. Otrzymuje si¢ je z wzoréw dla niepewnosci
bezwzglednych przez podstawienia:
Ui = X;Upjy Up; = X;Uppjy Ui = XiUpp;, dlai =1, 2.
Ze wzoru (9) dla wspoétczynnika korelacji otrzymuje si¢ inng
jego postac:
UparUraz + PpUBIU
Prrs = PAZ TA1 rA22 PB2 rB1 sz (11)
\/urAl + urBl\/urAz + Urpa

W podobny sposéb wyznacza si¢ niepewnosci wzgledne
wielkosci wyjsciowych:

2 2
_ uzi +uip
uF (X)) S Uy = 2z - ufg tulp  (12a)
1
2 2
_ Ujy + Upy
uz(xy) = Uk, = —Zz Ulp + Ulpo (12b)

2

Niepewnosci wzgledne u,,, u,, jako funkcje niepewnosci
wzglednych w41, o, Urpy, Urpr, MAja postacie

Upyr = JUZ + Upy (13a)
Upyz = U4 + Ul (13b)

Wspétczynnik korelacji p,;, w macierzy kowariancji dla
niepewnos$ci wzglednych wyraza wzor (13c)

PaUraiUraz T PpUrpiUrp2
Px12 = (13¢)

Upy1 Urx2

Dla niepewnosci wzglednych typu A i B w podobny
spos6b jak poprzednio dla u, i ug mozna stworzy¢ macierz
Ux dla sktadowych Jesli
niepewnosci wzgledne wielkosci wejsciowych sa znane, np.
jednakowe dla calego zakresu, to mozna si¢ bezposrednio
postuzy¢ ich macierzowym réwnaniem propagacji
o strukturze podobnej jak dla niepewnosci bezwzglednych, tj

niepewnosci  wzglednych.

Uy =8, Upx- S‘rT (14)

—= — macierze kowariancji dla
yj 0x;

gdzie: U,x, U,y, S, =

niepewno$ci wzglednych 1 macierz czutosci o elementach
oznaczonych indeksami i =1, 2, 3 dla wierszy oraz j =1, 2, 3
dla kolumn.

6. SKEADOWE NIEPEWNOSCI WYJSCIOWYCH

Przy stosowaniu przyrzadéw i ukltadéw pomiarowych
w réznych warunkach otoczenia i przy réznym losowym
rozrzucie obserwacji pomiarowych moze by¢ réwniez
wymagane wyodrebnienie niepewnosci sktadowych typu A
i B wielkoséci menzurandu wyjsciowego Y oraz skorelowania
par tych wielkosci. Zanalizujemy to na przykladzie
menzurandéw 2D wg wzoréw (7a) i (7b) dla X= [x, xl’, tj.:

ux12 = MlA2 + M132 1" =uop” + g™

Macierz kowariancji menzurandu X wynosi

2 2
Ui, +uip

PalliaUz4 + PpUBULB

PaligUz4 + PpUipUszp

UX =
2 2
uzq + uzp

5)

Macierze U, 1 Up dla sktadowych niepewno$ci wielko$ci
wejsciowych X sa oznaczono nastepujaco:
dla niepewnosci typu A

U, = [ uf, PAuleUZA] (16a)
PalliaUz4 Uza
dla niepewnosci typu B
Uy = [ u%B pBulzBuZB] (16b)
PpUipUszp Uzp

Transformacj¢ macierzy kowariancji U, i Ug sktadowych
niepewnos$ci menzurandu X realizuje si¢ po linearyzacji
funkcjonatu Y=F(X) wg wzoru (2) w nastgpujacy sposob:
Uy,=SU,S" oraz  Uy,=SURS" (17a, b)
Macierz kowariancji menzurandu wyjsciowego Uy mozna
wyznacza¢ dwojako:
- oszacowa¢ macierz Uy =U, + Upg 1 z_niej wyznaczy¢
bezposrednio Uy, lub
- z macierzy U, i Up znalez¢ macierze Uy, iUy, obu
sktadowych niepewnosci u,; wielkosci wyjsciowych.
Otrzymuje si¢:

Uy =SUxS™ = S(U, + Up)Si" (18)
oraz

Uy = Uy, + Uy, = SU,ST + SURST (19)
Jesli wyznacza si¢ Uy, to oba sposoby sa réwnowazne.
SprawdziliSmy to dla modelu o dwuwymiarowych (2D)
menzurandach X i Y. Natomiast niepewnosci sktadowe

typ6w A oraz B elementéw menzurandu wyjsSciowego

Uy 1 wspélczynniki korelacji kazdego z tych typéw
wyznaczy¢ mozna z wzoru (19) nie spotkanego
w literaturze.
7. PODSUMOWANIE

Przedstawiono rozszerzenie macierzowej metody
wyznaczania niepewnosci w  pomiarach pos$rednich
wieloparametrowych ~ podanej w  Suplemencie 2.
Przewodnika Wyznaczania Niepewnosci GUM].
Uwzglednia ono oszacowanie skorelowania pomiedzy
danymi pomiarowymi mierzonych wielkosciach

wejsciowych opisanymi niepewno$ciami typu A oraz typu
B. Podano wzory ogélne i dla przyktadu wyznaczono
niepewnosci standardowe i ich sktadowe oraz wspétczynniki
korelacji na wyjsciu dla pomiaréw dwuparametrowych.

W modelu tu zastosowanym zalozono zgodnie z GUM,
ze dla kazdej z wielkoSci mierzonych sktadowe jej
niepewnosci typu A oraz typu B sa od siebie niezalezne
statystycznie 1 sumujg si¢ geometrycznie (pierwiastek
z sumy ich kwadratéw). Wynika stad, ze w posrednich
pomiarach wieloparametrowych skorelowanie wielko$ci
wejsciowych jest tacznym rezultatem tylko osobnych
skorelowan danych opisanych przez ich niepewnosci A oraz
B. Umozliwia to oszacowanie wptywu tych skorelowan na
wartosci elementéw macierzy kowariancji. Otrzymana
macierz wyj$ciowa jest podstawa oceny doktadno$ci przy
facznym stosowaniu otrzymanych posrednio wielkosci
ze sobg skojarzonych.

Wspétczynnik korelacji py dwu wielkodci wejsciowych
mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie, jesli pomiary
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przeprowadzi si¢ synchronicznie. Wspdtczynnik korelacji pg
ocenia si¢ heurystycznie, tj. podobnie jak niepewnosci typu
B, wykorzystujac dotychczasowa wiedzg¢ oparta na
dos$wiadczeniu z wielu innych pomiaréw i wnikliwa analize
danego eksperymentu. Podano tez sposéb wyznaczania
sktadowych niepewnosci mierzonych posrednio wielko$ci
wyjsciowych i ich korelacji.

Zastosowanie zaproponowanego rozszerzenia metody
macierzowej umozliwi uzyskiwanie bardziej wiarygodnej
ocen¢  niepewnosci  wieloparametrowych  pomiaréw
posrednich i moze zwigkszy¢ ich precyzje.

W celu przyspieszenia procesu wdrozenia tej metody do
praktyki pomiarowej laboratoryjnej i przemyslowej, w tym
stosowania jednolitego opisu dokladnosci przyrzadow
i uktadéw pomiarowych oraz pomiaréw z wykorzystaniem
niepewnosci obok dopuszczalnych btedéw maksymalnych,
w poprzednich publikacjach autoréw [8-14] oméwiono kilka
prostych, charakterystycznych przyktadéw szacowania
niepewnosci i wspélczynnikéw korelacji w posrednich
pomiarach 2D i 3D. Dotyczyly one pomiar6w skojarzonych
temperatur, indukcji pola magnetycznego i uktadéw pradu
statego (DC) o kilku skojarzonych rezystancjach (gwiazda,
mostek) i sktadowych impedancji przy pradzie przemiennym
(AC). Wykresy wypadkowego wspéiczynnika korelacji w
zalezno$ci od stosunkéw niepewnosci i wariancji typu A i B
dla charakterystycznych kilku par warto$ci wspdtczynnikéw
korelacji pa, pp podali$my w pracy [14].

Tematyke zamierzamy kontynuowa¢é w kierunku
opracowania metod jak najbardziej wiarygodnego
heurystycznego  oszacowania  niepewnosci typu B

i wspbtczynnikéw korelacji pgp pomiaréw wielo-para-
metrowych oraz metod oceny dokladno$ci pomiaréw
wieloparametrowych o rozktadach niegaussowskich.
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UNCERTAINTIES OF MULTIPARARMTER MEASUREMENTS OF CORRELATED QUANTITIES

An extended version of the vector method of uncertainty evaluation of indirect multivariable measurements given
in Supplement 2 to the Guide on Expression of Uncertainty of Measurements is presented. The discussion was made for
exemplary case of a two-parameter (2D) measurand with correlated input quantities. A proposed novelty is to consider
the correlation of data described by individual components of the type A and / or type B uncertainties of measured input

quantities.

General formulas for the covariance matrix, output uncertainties and correlation coefficient were

determined. Formulas for several characteristic specific cases are presented in table 1. Relative uncertainties are also

considered.

Keywords: multivariate measurements, measurand 2D, correlations of the type A and type B uncertainty components,
vector propagation of uncertainties, resultant correlation coefficients.
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