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Wyznaczanie standardowej niepewnosc
DOMIArOw 0 rozktadzie trapezowym metods
maksymalizacji wielomianu

Zygmunt L. Warsza

Serhii W. Zabolotnii

Cherkaskij Nacjonalnyj Tekhnichnij Universitet, Ukraina

Streszczenie: Oméwiono w skrécie rodzaje estymatoréw parametréw menzurandu

wyznaczanych zprébek danych pomiarowych pobranych z populacji o rozktadzie trapezowym.
Zaproponowano uzycie metody maksymalizacji wielomianu stochastycznego o symbolu PMM jako
niekonwencjonalnego sposobu wyznaczania estymatoréw wartosci i odchylenia standardowego
menzurandu dla prébek o rozktadach niegaussowskich. Na przyktadach probek z symetrycznego
rozktadu trapezowego Trap oszacowano niepewnos¢ standardowg dla wartosci sredniej, Srodka
rozpiecia i estymatora menzurandu obliczonego metodg wielomianowg PMM z uzyciem kumulantdw,
ktére wyznaczono z danych probki za posrednictwem momentdw centralnych. Metodg symulaciji
Monte Carlo (MC) dokonano analizy poréwnawczej ocen wariancji obliczanej klasycznie ze wzoréw
rozktadu, wg Przewodnika GUM [1], dla $rodka rozpiecia i metodg PPM. W funkciji liczby danych
probki i stosunku podstaw trapezu okreslono granice najefektywniejszego obszaru dla kazdej z metod.
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1. Wprowadzenie

Podczas prowadzenia pomiaréw, zaréwno w obiekcie bada-
nym, jak i w przyrzadzie lub systemie pomiarowym i otocze-
niu wystepuja zjawiska losowe. Oddzialywaja one na wielkosé
mierzong i na sygnaly pomiarowe. Wskutek tego pojawia sie
sktadowa losowa w sygnale wyjsciowym wielkosci mierzonej,
a ogélniej — w sygnatach mierzonych parametréw multimenzu-
randu. Sygnal pomiarowy jest badz ciagly w czasie i nastepnie
podlega prébkowaniu, zwykle regularnemu, badz tez pomiary
sa wielokrotnie powtarzane, w tym automatycznie. W obu
przypadkach otrzymuje si¢ probke danych pomiarowych o loso-
wym rozrzucie wartoéci. Wynik pomiaru podlega szacowaniu,
zwykle wedlug zalecenn miedzynarodowego Przewodnika GUM
(Guide for the uncertainty in measurement) [1]. Dane prébki
pomiarowej oczyszcza si¢ z bledéw systematycznych i oblicza
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runkach

sie estymator warto$ci menzurandu wraz z oceng jego dokltad-
noéci w postaci przedzialu niepewnosci o wymaganym praw-
dopodobienstwie. Wedlug Przewodnika GUM wynik pomiaréw
wyznacza sie w postaci

X=X+U (1)

gdzie: X — wartosé érednia, U = kpu = kpyfus +up — niepew-
nos¢ rozszerzona, k, — wspotezynnik rozszerzenia dla przedziatu
o prawdopodobienstwie P, u — niepewno$¢ standardowa i jej
skladowe: u, — obliczana z pomiarowych danych metoda staty-
styczng i u, — szacowana na podstawie wiedzy o niezidentyfiko-
wanych bledach, ktére moga wystapi¢ w danym eksperymen-
cie pomiarowym.

W praktyce pomiarowej niepewnod¢ typu A (u,) liczy sie
tak, jak dla prébek z populacji o rozkladzie normalnym, tj. opi-
sanym funkcja Gaussa, Przewodnik GUM [1] nie wskazuje, jak
ja liczy¢ dla prébek danych z rozkladéw innych niz normalny. Do
wyznaczenia niepewnosci rozszerzonej U probki o wymaganym
prawdopodobiefistwie okresla si¢ wartosci wspolezynnikow k.
Dla danych z populacji o rozkladzie normalnym i duzej liczbie
n stosuje si¢ wspolezynniki & . =1,96 i kuym =3.

Ostatnio zaproponowano udoskonalong wersje Przewodnika
GUM 2 [2], oparta na podejéciu Bayesa, w ktérej zaleca sie, aby
po eliminacji znanych btedéw systematycznych, niepewnos¢ roz-
szerzong U wyznaczaé jako
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n—1 2

U=kpu=kp 3uA+u% (2)

n—
gdzie: n > 4 — liczebnos¢ prébki.
Wsp6tezynnik @ = (n-1)/(n-3) w (2) przy wariancji u? wzra-

sta ze zmniejszaniem si¢ liczby n danych prébki (rys. 1). Wynika
to z rozkladu Studenta.

]
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Rys. 1. Zaleznos$¢ wspdtczynnika o od liczebnosci prébki n
Fig. 1. Coefficient o as function of the number n of sample elements

Taki przebieg wspolczynnika a jak na rys. 1 dotyczy probek
z populacji o rozkladzie normalnym. Wzér (2) obowiazuje dla
prébek o liczbie elementéw n 2 4 [3]. W komitecie JCGM d/s
przewodnikéw metrologicznych zdania o stosowaniu tego wzoru
sg podzielone i jeszcze nie rekomenduje sie go w przewodnikach
dla praktyki metrologicznej.

Wyznaczana wg Przewodnika GUM ocena niepewnosci menzu-
randu, nie jest wystarczajaco efektywna dla prébek pomiarowych
modelowanych rozktadami niegaussowskimi. Do modelowania
rozrzutu danych pomiarowych, w tym réwniez, gdy wynika on
ze zmian warto$ci menzurandu w obiekcie mierzonym, poza
rozktadem normalnym, stosuje sie tez inne rozklady. W pracy
2], dla wspélezynnika & rozszerzenia niepewnosci standardo-
wej jako wartoéci Sredniej populacji o rozkladzie symetrycznym
jednomodalnym oraz o rozkltadzie dowolnym niesymetrycznym
proponuje sie nastepujace wzory przyblizone

hp € — < (3)

C31-p Ji-p

Z wzoréw (3) dla p = 0,95 otrzymuje si¢ bardzo duze wartosci
kp =2981 kp = 4,47, gdy dla rozkladu normalnego jest kp =1,96.

Ponadto w praktyce, obok przypadkéw, gdy znany jest rodzaj
rozktadu populacji, z ktérej pochodza dane pomiarowe, wyste-
puja sytuacje, gdy jest on a priori nieznany. Jednoznaczna jego
identyfikacja jest mozliwa tylko dla prébek o bardzo duzej licz-
bie danych n. Trzeba wiec dla rozktadéw niegaussowskich stoso-
waé metody alternatywne, ktére wykorzystuja wiecej informacji
zawartych w prébce niz dwa pierwsze jej momenty.

Ponizej, na przyktadzie préobek z symetrycznego rozktadu tra-
pezowego Trap analizowane beda wyniki, jakie mozna uzyskaé
stosujac podang przez Y. Kunczenke [13] metode maksymalizacji
wielomianu o symbolu PMM (ang. Polynomial Maksymization
Method). W metodzie tej stosuje sie, jako prostszy, opis wzoréw
za pomoca kumulantéw. Wyznacza si¢ je posrednio z momentow
centralnych obliczonych z danych préobki. Zastosowanie metody
PMM do szacowania niepewnosci menzurandu dla prébek z nie-
gaussowskich rozkladéw symetrycznych opisali autorzy w [14].

2. Estymatory menzurandu
o rozktadzie trapezowym

Symetryczny rozklad trapezowy o bokach liniowych (rys. 2),
oznaczany jest w Suplemencie 1 do Przewodnika GUM sym-
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bolem Trap. Rozklad ten wystepuje dosé¢ czesto w cyfrowych
systemach pomiarowych i jest splotem dwu rozkladéw réwno-
miernych. Dhugosci podstaw trapezu sg suma i réznica rozste-
pow V,, V,, czyli szerokosci tych rozktadéw.

PO

-B -A 0 A B «x

Rys. 2. Rozktad trapezowy Trap o podstawach 2a = (-A

»A), 2b =(-B, B)
Fig. 2. PDF of trapeze Trap distribution: 2a = (-A, A), 2b = (-B,

B)

Charakterystycznym parametrem okreslajacym ksztalt
takiego trapezu jest stosunek dlugosci jego podstaw = a/b.
Przypadkami krancowymi rodziny rozktadéw Trap sa:

— rozklad tréjkatny (8=0) — dla splecionych jednakowych roz-
ktadéw réwnomiernych,

— rozklad réwnomierny (8=1), gdy szeroko$¢ jednego z tych
rozkladéw jest pomijalnie mata.

Odchylenia standardowe splatanych rozkltadéw réwnomier-
nych wynosza u, = V,/2/3 1 u,=Au,, (gdzie 0<A<1). Standardowa
niepewnosé¢ typu A tworzonego przez nie rozkladu trapezowego
Trap wynika z sumy ich wariancji i wynosi

u=Ju?+uf =ul\/1+/12 (4)
Wspo6lezynniki A i § sa powiazane zaleznoscia
PR (5)
1+ 4

Wedlug p. 4.3.9 w GUM [1] srodek ¢, =0,5(b, ~b) dla
populacji o rozktadzie Trap ma wariancje

() =0*(1+ B°)[6 (6)

_ Do obliczania niepewnosci rozszerzonej dla wartosci redniej
X rozkladu Trap Botsiura i Zakharov [12], podaja nastepujacy
wspolezynnik rozszerzenia

14+ A1-4024
Fogs =3 — == (7)
Vi+ A

Obliczona z danych pomiarowych warto$¢ érednia jest naj-
bardziej efektywnym estymatorem menzurandu, tj. o najmniej-
szym odchyleniu standardowym (SD) tylko dla prébek danych
pobranych z rozkladu normalnego (funkcja Gaussa). Dla innych
rozkladow sa inne lepsze estymatory.

Standardowe odchylenie S, , Srodka rozstepu g, = 05(z,, ~= )

prébki pobranej z réwnomiernego rozkladu o n elementach wg
[4, 5] wynosi

v n+1

S Bn-n) Vn2 ®)

Sv/z

) Odchylenie standardowe SV/2 jest mniejsze niz S[Y] $rednie;j.
Srodek rozpigcia jest wiec estymatorem lepszym dla prébek
z rozkladu réwnomiernego. Oba te odchylenia i ich wzgledne
niepewnosci standardowe maleja wraz ze wzrostem liczebnosci
n probki. Natomiast S [Y] jest bardziej doktadne od Sm. Spraw-
dzono to metoda Monte Carlo [6].

Metoda symulacyjna Monte Carlo (MC) zbadano tez odchy-
lenia standardowe warto$ci $redniej X , érodka rozstepu 4y, oraz
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mediany X jako jednoelementowych estymatoréw wartosci
menzurandu dla prébek danych pomiarowych z populacji
o symetrycznych rozkltadach trapezowych: Trap — o bokach linio-
wych i CTrap — o bokach krzywoliniowych wklestych [7-11].
Wyznaczono je jako funkcje stosunku dlugosci podstaw trapezu
S € [0; 1] i liczby danych n prébki. Dla zmiennej losowej o roz-
ktadzie Trap podano je na rys 3. Odchylenie standardowe
mediany w calym zakresie 8 jest wieksze od pozostalych esty-
matoréw i nie podano go na wykresie. Odchylenie standardowe
$redniej S[Y] najmniejsze jest tylko w przedziale 0 < < 0,35.
Dla wigkszych 8, tj. w przedziale 0,35 < < 1, mniejsze od niego
jest odchylenie S[qm] srodka rozstepu.
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Rys. 3. Odchylenia standardowe: S[X] - §redniej i S[X]— $rodka
rozstepu oraz S[X] - estymatora dwuelementowego )?:0,5()?+qv2)
prébek o n = 400 danych z rozktadu Trap(a, b) w funkcji stosunku
podstaw trapezu g

Fig. 3. Standard deviations: S[X] of mean, S[q,,,] of mid range and S[X] of
two-element estimator X=0,5(X+gy,) for the n = 400 data samples from
linear trapeze PDF Trap(a, b) as function of a trapeze bases ratio 8

Dla prébek z rozktadu Trap [6, 8] wykazano tez, e odchylenie
SD estymatora dwuelementowego X = 0,5\X + ¢y, ) jest jeszcze
mniejsze, co najmniej o 20% w calym zakresie § (rys. 3). Synteze
tych badan i poréwnanie estymatoréw kilku innych rozktadéw
podano tez w monografii [15].

3. Matematyczne sformutowanie
problemu

Ponizej symbolem 6 oznacza sie oceng warto$ci menzurandu
wyznaczana z prébki rozproszonych danych pomiarowych
metoda PMM. Warto$¢ te estymuje sie przez statystyczna ana-
lize wektora z = {xl, Ty, ..., T, . Zaklada sie, ze dane losowe
7, s3 niezalezne, o wartosciach opisanych modelem E=0+¢,.
W modelu tym &, jest wycentrowana zmienna losowa. Jako
przyktad rozpatrzy sie prébki o réznej liczbie danych n z popu-
lacji o rozkladzie Trap, tj. w postaci symetrycznego trapezu
o liniowych bokach, szerokosci dolnej podstawy 2b i stosunku
dlugo$ci podstaw . Przez préby statystyczne dokonywane
metodg MC co najmniej M=10" razy, nalezy zbadaé estyma-
tory parametréw prébki wyznaczone metoda maksymalizacji
wielomianu PMM, ich dokladno$¢ i zbieznosé rozktadu empi-
rycznego do funkeji Gaussa, w zaleznoéci od liczby danych n
probki. Ponadto nalezy poréwnac te oceny z ocenami niepew-
nosci wartosci $redniej i Srodka rozpiecia jako estymatoréw men-
zurandu.

4. Wyznaczanie estymatoréw metoda
PMM

4.1. Podstawy teoretyczne metody PMM

W pracy, do wyznaczenia niepewnosci prébki z rozktadu Trap
zastosuje si¢ podana przez Y. Kunchenke metode maksyma-
lizacji wielomianu PMM [13]. Oszacowaniem poszukiwanej

Zygmunt Lech Warsza, Serhii W. Zabolotnii

wartosci parametru 6 jest rozwiazanie ukladu réwnan sto-
chastycznych

> h (0 - (6)] =0 (9)

6=6

gdzie: r — rzad wielomianu uzytego do szacowania parametrow,

. 1 14 )
o) i a = —Zx; — teoretyczne i poczatkowe momenty
n v=1

itego rzedu probki.

Wspétezynniki 2 () (dla i =1 s) wyznacza si¢ przez rozwigza-
nie ukladu liniowych réwnan algebraicznych rzedu s podanych
dla warunkéw minimalizacji wariancji poszukiwanej estymaty
warto$ci parametru v [13], a mianowicie:

—

ghi (©) F,;(0) = dd—eaj ), j=15s, (10)

adzic F,,(0) = a,,,(0) - a,(6) a,(6).

itj

W [13] wykazano, ze estymatory 0 bedace rozwiazaniami
ukladu réwnan (9) sa zgodne i asymptotycznie nieobciazone.

4.2. Estymatory dla zmiennych losowych

o rozktadach symetrycznych wg metody PMM
Oszacowanie wartosci sktadowej stalej metoda PMM w przy-
padku szczegblnym, tj. przy stopniu wielomianu s= 1, jest
réwnowazne oszacowaniu sredniej arytmetycznej dla dowol-
nego rozkladu zmiennej losowej [10]. W pracy tej wykazano
réwniez, ze przy symetrii rozkladu otrzymuje si¢ dla niepa-
rzystych kumulantow k wartosci wspétezynnikow rowne zeru,
zas dla wielomianéw stopnia s = 2 estymaty sprowadzaja sie
do estymat liniowych. W pracy [14] wykazano, ze przy uzyciu
wielomiandw stopnia s = 3 znalezienie estymat parametrow wg
algorytmu PMM dla rozkladéw symetrycznych wymaga roz-
wiazania réwnania stochastycznego trzeciego stopnia o postaci:

af® +b0* +cO+d| =0, (11)
0=6

gdzie: a=y, b=-3y,0,

¢ =3y,K, - (6 +12y7, + 75 )"'2 +37, [0}2 - K ]7
d= (6 +12y, + 76)’(20}1 — 1,0

kumulanty: &, = m, Kk, =m,, k,=m, Ky = Ly —3 M;,

i ich wspétezynniki: kg = g — 15 uopy — 10,u§ + 30/13.

We wzorze (11) statystyki ¢;, i = 17?;, podobnie jak i we wzo-
rze (8), sa momentami poczatkowymi probki, zas k,, y, iy, — to
kolejno: kumulant rzedu 2. i wspélezynniki kumulantéw rzedow
4.1 6. zmiennej losowej § . Wartosci kumulantéw rozktadu nor-
malnego powyzej drugiego rzedu sa réwne zeru. Roéwnanie sto-
chastyczne (11) rozwiazuje si¢ analitycznie stosujac wzory
Cardana [14].

Prostsze obliczeniowo jest rozwiazanie oparte na wykorzy-
staniu numerycznych iteracyjnych metod rozwiazywania réw-
nan nieliniowych. Jako pierwsze przyblizenie mozna postuzy¢
sie estymacja Sredniej arytmetycznej (oszacowanie pierwszego
momentu poczatkowego). Wraz ze wzrostem liczby elementéw
prébki wartosé statystyki 6 zbliza do rzeczywistej wartosci esty-
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mowanego parametru. Zwykle wystarcza tylko jedna iteracja.
Stosujac metode Newtona-Raphsona, otrzyma si¢ przyblizone
rozwiazanie réwnania trzeciego stopnia (11) w postaci

6ih ady® + by, +cay +d (12)
! 3ady” + 260, + ¢

Otrzymywany metoda PMM estymator @ wartoéci menzu-
randu, podobnie jak inne estymatory dla rozktadéw trapezowych
[7-11], bedzie niewiele réznié sie od wartosci Sredniej prébki.
Zwykle miesci si¢ on przedziale + S [)_( jej niepewnosci standar-
dowej.

4.3. Doktadnos¢ estymat odchylenia
standardowego wedtug metody PMM
dla rozktadow symetrycznych
Estymator wariancji 0'3 $redniej arytmetycznej (identyczny
jak dla metody PMM przy s = 1) nie zalezy od wartosci osza-
cowania parametru 6. Okresla go wariancja drugiego rzedu
prébki m, (réwna jej kumulantowi k,) podzielona przez liczba
jej danych n, tj.

Olon = — (13)
Ze wzoru opisujacego wielko$¢ uzyskanej informacji o bada-
nym parametrze, w pracach [13, 14] otrzymano wyrazenie ana-

lityczne dla asymptoty wariancji 0/(y); przy n— 00, oszacowanej
metoda PMM jako

2 72
oty = —2|1-—1 14
©% n [ 6+ 97, +7/J (14)

Z (11) i (12) otrzymuje sie wspolezynnik stosunku wariancji:

2

99) 3 Vi
2
(6

=1- (15)
)1 6+9y, + %

Wartosci g(g); naleza do przedziatu (0; 1]. Zaleza one tylko
od wlasciwosci rozkladu prawdopodobienstwa okreslonych przez
wspolezynniki kumulantéw y, iy,.

5. Statystyczne modelowanie
estymatorow

Implementacja modelowania statystycznego zostata wykonana
za pomocy pakietu oprogramowania w srodowisku MATLAB.
Wykorzystuje si¢ tu metode Monte-Carlo (MC) oparta na wie-
lokrotnie powtarzanych testach o losowo zmienianych danych.
Umozliwila ona przeprowadzenie analizy doktadnosci propo-
nowanych algorytmoéw statystycznej estymacji wielomianowej
i zbadanie wlasciwosci probabilistycznych uzyskanych oszaco-
wan. Jako kryteria do poréwnywania skutecznosci zastosowano
wyznaczane eksperymentalne stosunki wariancji

5o 0

. 6)3  ~ 0)3

g(9)3 = ) ) q(H)S = ) (16)
Oon o)V /2

gdzie &(zg)v/z, 6'(29)1, Gy)s — usrednione dla M préb MC war-
todci estymatoréw wariancji parametréw 6. Sa one obliczane
dla statystyk érodka rozpiecia g, m $redniej arytmetycznej X
i dla estymatora metody PMM o stopniu wielomianu r = 3.
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Wiarygodno$¢ wynikéw symulacji algorytmami estymacji
statystycznej zalezy od dwu czynnikéw: wielkosci probki, czyli
liczby n elementéw wektora x i od liczby M statystycznych eks-
perymentéw wykonanych w jednakowych warunkach poczatko-
wych (stala wartos¢ § trapezu).

Obliczenia wartodci estymat metoda wielomianowa PMM nie
wymagajg informacji o rodzaju rozkladu. Korzysta sie z wartosci
trzech parametréw modelu: «,, ¥, i y,. W badaniach opisanych
w pracy [14] wartosci tych parametréw modelu obliczono z anali-
tycznych wyrazen wiazacych parametry rozktadu gestosci praw-
dopodobienstwa (pdf), tj. momenty poczatkowe, odpowiednie
kumulanty i wspétezynniki kumulantéw. Jednak w praktyce, gdy
informacje na temat rozkladu pdf i/lub wartosci ich parametréw
nie jest znana a priori, mozna zastosowa¢ podejscie adaptacyjne
wykorzystujac w danym badaniu oszacowania a posteriori. Uzy-
skuje si¢ je z zaleznosci asymptotycznych dla populacji

Ry = i, },4:{‘_4;_37 Vo == -15"2+30 (17)
H M Mo

gdzie fI, — moment centralny -tego rzedu probki
1 _
i =136, %) (19
v=1

Tabela 1 przedstawia wyniki badan otrzymanych z symulacji
Monte Carlo.

Tabela 1. Wspétczynniki stosunku wariancji estymat
Table 1. The coefficients of the variance ratio of estimates

Teoret. Rezultaty modelowania
§(a)3 =0 35)3 / &59)1 do)s = Oioys / 3(29)‘//2
B
8(6)3 n
20 50 200 20 50 200
p=1 0,3 0,56 0,36 0,32 2,15 3,61 10,4

=075 1 0,36 0,61 0,45 0,38 1,53 1,29 1,04

B=05 | 055 | 078 | 063 | 057 | 1,02 | 085 | 0,74

B=025 076 | 097 | 08 | 0,79 | 09 | 077 | 0,71

B=0 | 084 | 1,03 | 095 | 0,87 | 084 | 0,76 | 0,69

Wspélezynniki ilorazu dwu wariancji g(g)g , 6(3)3 uzyskano
doswiadczalne z M = 10" prob wykonanych dla réznych wartosci
parametru 8. Analiza danych otrzymanych metoda Monte Carlo
wykazuje duza korelacje miedzy obliczeniami analitycznymi i wyni-
kami modelowania statystycznego. Wraz ze wzrostem liczby
danych n w prébce z, zmniejsza si¢ réznica miedzy teoretycz-
nymi warto$ciami (dla populacji) wspélczynnikéw stosunku
wariancji g(g); i wartos$ciami eksperymentalnymi §(9)3 wyzna-
czanymi z prébki. Na przyktad dla n = 50 réznica ta nie
przekracza 20%, a przy n = 200 spada juz ponizej 10%. Zmiany
stosunku g(g) 5 /g(e)3 W funkeji liczby elementéw probki n dla
kilku wartosci wspélezynnika 8 podaje rys. 4.

Analiza wynikéw symulacji statystycznej MC z tabeli 1
potwierdza tez, ze efektywnosé zastosowania danej statystyki
do oszacowania niepewnosci parametréw rozkladu istotnie zalezy
od przyjetego modelu opisujacego losowy rozrzut pomiaréw i od
liczebnosci n probki.
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Rys. 4. Stosunek wartosci wspétczynnikéw wariancji prébek o n danych
obliczonych w symulacji MC oraz dla populacji Trap

Fig. 4. Ratio of the variance coefficients calculated for n- element samples
in MC simulation and theoretical of population Trap

7 wynikéw wielu powtdrzonych obliczen metoda MC prébek
o n=15-200 danych otrzymano rysunki 5a, b. Rysunek 5a
przedstawia dla wartosci parametréw n i f granice obszaréw
najwigkszej efektywnosci trzech estymatoréw menzurandu: para-
metru 8 wg metody wielomianowej PMM, Sredniej arytmetycz-
nej X isérodka 1ozZStepPU. gy- Otrzymano je przy poréwnywaniu
wedlug kryterium minimalnej wariancji. Dla prébek z rozktadu
Trap wystepuje tu podana [7, 8, 15] granica obszaru 1>£>0,35
o mniejszej wartosci SD dla $rodka rozpiecia niz
$redniej arytmetycznej.

Na rysunku 5b podano tez estymator dwuelementowy
X =05 (X+ qy/2)- W calym zakresie stosunku podstaw f jest
on bardziej efektywny niz estymatory jednoelementowe (rys. 3).

a) ﬁ
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Rys. 5 a, b. Obszary efektywnosci metod znajdowania estymat
standardowego odchylenia rozktadu trapezowego

Fig. 5 a, b. Areas of effectiveness of methods for finding estimates of the
trapezoidal distribution standard deviation
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Rys. 6. Empiryczne rozktady estymat parametru SD: a) wykres
probabilistyczny (Q-Q wykres) przyblizenia do funkcji Gaussa;
b) wykres typu Box-plot (dla przedziatu ufnosci 99%)

Fig. 6. The empirical distribution of estimates of the SD parameter:
a) the probabilistic graph (Q-Q plot) of Gaussian approximation;

b) a plot of the type Box-plot (99% confidence interval)

Przykltady wynikéw modelowania podano w postaci wykresow
na rysunkach 6 a, b. Rysunki te zawieraja oceny parametru 8= 0
dla rozktadu Trap przy = 0,5 i A = 6. Przedstawiono je jako
rozklady otrzymanych eksperymentalnie ocen liczbowych dla
warto$ci menzurandu wg metody PMM, (r= 3) oraz dla $rodka
rozpigcia i éredniej arytmetycznej. Otrzymano je dla M= 10"
préb metoda MC dla probek o n= 50 danych.

Hipoteze o gaussowskim rozkladzie estymat metody PMM
sprawdzono takze za pomocg wbudowanego w oprogramowanie
MATLAB testu Lillieforsa. Opiera si¢ na statystyce Kolmogo-
rowa-Smirnowa. Wyniki tych badan przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Wyniki kontroli hipotez o gaussowosci estymat rozktadu
empirycznego wyznaczonych metoda PMM, (s = 3)

Table 2. Results of testing hypotheses of Gaussianity of the empirical
distribution estimates, found by PMM, method (for s = 3)

Wiyniki testu Lillieforsa
LSTAT P
B cv
n

20 50 200 20 50 200

p=1 0,029 | 0,021 | 0,008 | 0,001 | 0,001 | 0,12
p=0.75 0,028 | 0,016 | 0,007 | 0,001 | 0,002 | 0,18
p=05 | 0,009 | 0,014 | 0,007 | 0,005 | 0,002 | 0,18 0,5
p=025 0,01 | 0,008 | 0,005 | 0,006 | 0,19 0,5
p=0 0,008 | 0,007 | 0,005 | 0,18 | 0,21 0,5

63
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Jest to zestaw parametréw wyjsciowych testu: CV — krytyczna
warto$¢ statystyki testu; LSTAT — wybrana wartosé statystyki
testowej; P — poziom istotnosci. Jesli LSTST< C'V to przy zada-
nym poziomie istotnosci ¢, = 0,05 hipotezy zerowej (Gaussa)
nie odrzuca sie.

Waznym rezultatem modelowania statystycznego jest tez
potwierdzenie tezy, ze rozklad estymat parametréw wielomianu
optymalizowanego metoda PMM dazy asymptotycznie (przy
n—00) do rozkladu Gaussa. Mozna to zastosowaé¢ do wyzna-
czania niepewnosci rozszerzone;j.

6. Wnioski koncowe

We wprowadzeniu dokonano przegladu estymatoréow stuzacych
do oceny wyniku pomiaru menzurandu dla prébek z rozktadu
rownomiernego i rozkladu trapezowego Trap jako splotu dwu
rozkladéw réwnomiernych. Nastepnie oméwiono zastosowanie
do tego celu niekonwencjonalnej Metody Maksymalizacji Wielo-
mianu o akronimie PMM. Metoda ta, zwana w skrécie wielomia~
nowa, opiera si¢ na pierwszych kilku kumulantach wyznaczanych
poérednio z momentéw centralnych probki.

Za pomocy symulacji metoda Monte Carlo zbadano wyniki
uzyskiwane przy stosowaniu metody PMM do oceny estymato-
réow parametréw menzurandu w sytuacji, gdy rozktad populacji,
z ktérej pochodzi prébka, nie jest znany a priori, a liczba danych
pomiarowych jest za mala do jednoznacznej jego identyfikacji.
Jako przyklad wykonano badania symulacyjne dla wielomianu
rzedu 2. i probek danych pobranych z kilku rozkladéw rodziny
trapezow liniowych Trap.

FLaczna analiza uzyskanych wynikéw wykazuje, ze dla okre-
$lonych wartosci parametréow opisujacych wlasciwosci proba-
bilistyczne rozkladu Trap (w calym zakresie 0< <1 stosunku
dlugosci podstaw trapezu), estymaty odchylenia standardo-
wego SD obliczone metoda Monte Carlo dla metody wielomia~
nowej PMM, sa bardziej efektywne (maja mniejsza wariancje)
w poréwnaniu do estymat SD obliczonych dla Sredniej arytme-
tycznej i Srodka rozstepu.

Wrzgledne zmniejszenie sie wariancji estymat, jak i stopient
normalizacji ich rozkladu w duzej mierze zalezy od liczby n
danych probki. Na przyktad dla probek o liczbie elementow
n > 50, z populacji TRAP o stosunku dlugosci podstaw trapezu
B < 0,7, metoda PMM otrzymuje si¢ bardziej efektywna wartosé
menzurandu, tj. o mniejszej wariancji niz srednia wg Przewod-
nika GUM i érodek rozpiecia — patrz granice obszaru na rys 2.

Omoéwione badania pozwalaja sformutowaé wniosek, iz metode
wielomianowa PMM mozna wykorzystywaé z powodzeniem
do oszacowania przedzialu niepewnosci standardowej u, oraz
niepewnoéci rozszerzonej U menzurandu dla prébek danych
z rodziny rozktadéw trapezowych Trap.
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Evaluation of the Uncertainty of Trapeze Distributed Measurements
by the Polynomial Maximization Method

Abstract: The types of measurand parameter estimators derived from samples of measured data
taken from the symmetrical trapezoidal population Trap are briefly discussed. A non-standard approach
to finding estimates of the non-Gaussian distributions parameters based on the unconventional method
of maximizing the stochastic polynomial (PMM) and using a moment-cumulant description of random
variables is proposed. By means of multiple statistical tests of Monte Carlo method, the properties

of polynomial estimators are investigated and an analysis of their accuracy is made with compare to
estimates of the distributions with arithmetic mean or the mid-range as their centers. As a function

of the number of sample data and the basis of trapeze ratio, the boundaries of the areas where

these methods are most effective are determined. The PPM method has been proposed to use

for determining estimated values of the standard deviation and uncertainties of measurand when
distribution of the random errors population is a priori unknown and first few cumulants have to be find

from the sample data.

Keywords: measurand, estimate, standard deviation, trapezoidal distribution, cumulant, polynomial maximization method
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