BOGUStAW JACKOWSKI
BOP. Gdansk

Typografowie, programisci
i matematycy, czyli przypadek estetycznie
zadowalajacej interpolagji

1. Wstep

Najbardziej rozpowszechnionymi w graficznych zastosowaniach komputero-
wych krzywymi sg wielomiany (krzywe giete) 2 i 3 stopnia, zwane odpowiednio
B-splineami i krzywymi Béziera. Ogolnie, krzywe giete stopnia #, zwane z kolei
wielomianami Bernsteina (por. [6], s. 14, [3] oraz [8]), zdefiniowane s3 nastepujg-

cym wzorem PPN ‘
B Y ()-8, (1)
i=0 !

gdzie B;,i=0, 1,..., n s3 punktami w przestrzeni k-wymiarowej.

W praktyce oczywiscie k=2 lub k=3; tu skupimy si¢ na przypadku k=2,
n=3, czyli na krzywych Béziera na plaszczyznie. Krzywe Béziera wykorzystywane
sg w jezyku POSTSCRIPT (takze w fontach POSTSCRIPTowych), w formatach opisu
strony takich jak SVG czy PDF, oraz w graficznych programach takich jak Corel-
DRAW, Adobe Illustrator czy openwareowy Inkscape. W tego rodzaju zastosowa-
niach podstawowym zagadnieniem jest problem interpolacji, czyli taczenia krzy-
wych Béziera w sposob gladki, estetycznie satysfakcjonujacy (ang. eesthetically ple-
asing). Pojedynczym tukiem Béziera mozna opisac jedynie niezbyt skomplikowane
ksztalty; taczenie wielu tukéw Béziera daje oczywiscie znacznie wigksze mozliwosci.

Wydawac by sie moglo, ze pojecie ,estetycznej satysfakeji”, czyli ,,Jadnosci”,
w odniesieniu do problemu stricte matematycznego
jest pozbawione sensu. Jednakze fizologia oka do-
starcza cennej wskazowki. Otéz ludzkie oko zdumie-
wajaco fatwo wyrdznia w plataninie linii okrag i li-
nie prosta (zob. rysunek 1 obok). Rozsadne, jak si¢
wydaje, jest zatem przyjecie hipotezy, ze by¢ moze
wlasnie dlatego preferujemy krzywe zmieniajace kie-
runek ,tagodnie” (kolo) lub w ogdle niezmieniajace
kierunku (prosta).

W matematyce do badania zmian kierunku
krzywej uzywa si¢ wielkosci zwanej krzywizna (zob.
punkt 4 nizej). Laczenie krzywych gietych tak, by
krzywizna mozliwie mato si¢ zmieniala, zapropono-
wal J.R. Manning [7]. Okazuje si¢ jednak, Ze zacho-
wanie staloéci krzywizny w punktach laczenia jest Rys. 1. Zadanie: znajdz odcinek i okrag
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skomplikowane obliczeniowo i niekoniecznie potrzebne. Interesujace rozwigzanie
autorstwa J. D. Hobby'ego [2], upraszczajace w sposéb istotny proces obliczeniowy
dzigki pomystowemu przyblizeniu krzywizny, zostalo zastosowane przez D. E. Knu-
tha w programie METAFONT [6], przeznaczonym w zasadzie do tworzenia fontow.
Algorytm ten zostal pdzniej przeniesiony przez J.D. Hobbyego do METAPOSTa
(modyfikacji METAFONTa, generujacej wynik w jezyku POSTSCRIPT).

Celem niniejszej pracy jest przyjrzenie si¢ metodzie Hobbyego, wskazanie
jej wad i zalet, a takze poréwnanie z innymi metodami. To interesujacy przypadek,
wart popularyzacji, pokazujacy, jak waznym ogniwem miedzy typografem, tworza-
cym fonty, a programistg, tworzacym narzedzie dla typografa, jest matematyk, two-
rzacy modele rzeczywistosci (tu — model ,,gtadko$ci”) i dostarczajacy tym samym
programiscie teoretycznej podstawy do budowania narzedzia.

W dalszym ciggu zakladaé bedziemy, ze Czytelnik w zakresie matematyki ma
wiedze elementarna, to znaczy kojarzy na przyklad pochodna funkeji f () w punk-
cie t z granicg lima— ( f+AD)-f (t)) /At. Szkic ten moze si¢ wiec okaza¢ malo
interesujacy dla matematykdow, ze wzgledu na omawianie i uzasadnianie faktow dla
matematyka oczywistych. Z drugiej strony i dla niematematykéw moze si¢ oka-
za¢ nuzacy, dokladnie z tych samych wzgledéw. Jednak pomyst J. D. Hobby'ego na
gladkie Iaczenie krzywych jest niewatpliwie perla, wartg starannego i nieco bardziej
przystepnego niz w pracach [2, 5] opisania. Dlatego, cho¢ to profesjonalistom moze
sie wydac¢ zbedne, czesto podawane s3 formy posrednie przeksztatcanych wzordw.

2. Wyznaczniki

Zacznijmy od kroétkiego przypomnienia pojecia wyznacznika. Wyznacznik
pary wektoréw na plaszczyznie, v = (x1, y1), V2 = (X2, ¥2), czyli wyznacznik dru-
giego stopnia definiuje sie jako

def

X% = X1Y2— X2)1- (2)

V2

Przyda si¢ nam w dalszym ciagu nastepujaca wlasno$¢ wyznacznika, fatwa
do sprawdzenia bezpo$rednim rachunkiem dla wyznacznikéw drugiego stopnia

det(vy + pvy, v2) = det(vy, vo + gvy) =det(vy, v2), 3)

det(v1 s V2) =

gdzie p i g sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, oraz jego interpretacja geome-
tryczna: warto$¢ bezwzgledna wyznacznika 2-wymiarowego to powierzchnia réw-
nolegloboku, ktérego krawedziami sa wektory pojawiajace si¢ w definicji wyznacz-
nika, natomiast znak wyznacznika zalezy od wzajemnej orientacji wektoréw w prze-
strzeni - dla plaszczyzny kierunek kata miedzy wektorami v; i v, przeciwny do kie-
runku wskazéwek zegara daje w wyniku wyznacznik dodatni.

Tu mata dygresja — interpretacja powyzsza jest w ogolnym wypadku na tyle
wazna, ze wybitny rosyjski matematyk Wiadimir I. Arnold w artykule po$wieconym
nauczaniu matematyki [1] podkreslil: Wyznacznik macierzy jest (zorientowang) ob-
jetoscig rownolegtoscianu, ktérego krawedziami sq kolumny macierzy. Gdy zaznajomi
sig studentéw z tym sekretem (ktory jest starannie ukrywany w wyjatowionej alge-
braicznej metodzie nauczania), wowczas cata teoria wyznacznikow staje sig fatwa do
zrozumienia [. . .]. Jesli wyznaczniki sg zdefiniowane w inny sposéb, to kazdy rozsgdny
czlowiek znienawidzi po wsze czasy wszystkie wyznaczniki.
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3. Rozniczkowanie wielomianéw Bernsteina

Pochodng krzywej zadanej parametrycznie wyznacza sie, rézniczkujac skta-
dowe wektora okreslajacego krzywa. Interpretacja fizyczna pierwszej i drugiej po-
chodnej jest oczywista: wyobrazmy sobie (punktowy) pojazd, ktérego potozenie
w chwili # jest wyznaczone przez (x (1), y(1)); (x(2), y'(¢)) okrela po prostu kierunek
i warto$¢ predkosci, a (x”'(1), y"(t)) - kierunek i warto$¢ przy$pieszenia pojazdu. Na
przyktad wektory przeciwnie skierowane do wektoréw B”(0) i B” (1), uwidocznio-
nych na rysunku 2, wskazujg kierunek sity odsrodkowej, ktora dziatataby na pasa-
zera (punktowego oczywiscie) pojazdu w punktach odpowiednio By i B,,.

Wréémy do wzoru (1) - na razie w postaci ogolnej. Zajmiemy sie wyznacze-
niem wartosci pierwszej i drugiej pochodnej funkeji B(t) w punktach t=0it =1,
czyli w punktach weztowych B(0) = By i B(1) = B,,. Jedno- i dwukrotne rézniczko-
wanie daje w wyniku

B'(1)=n(1-1)"" (B~ Bo) + V(1),
B”(1)=(n-1)n(1-1)">((Bo— B) + (B, - By)) + W(1),

gdzie V(t) i W(¢) s3 pewnymi wielomianami (konkretna ich posta¢ nas nie intere-
suje) takimi, ze V(0) = W(0) = V(1) =W(1) =0, skad

B'(0)=n(B;-By), B"(0)=(n-1)n((By—By)+(B,-By)). (5)
Dla t =1 otrzymuje sie analogiczne zalezno$ci
B'(1)=n(B,-B,1), B"(1)=(n-1)n(B,2-B,_1)+B,-B,1)). (6)

Zauwazmy, ze definiujac pochodne ,,znormalizowane” jako

4

Bl — (B 7 dgfl / BN _ (BRI A1 def 1 "
B'(1)=(B.(1, B,(1) = —B'(), B"()=(B{(1, Bj(1)* PPN
mozemy zaleznosci (5) i (6) przepisaé w postaci
B'(0)=B,-By, B"(0)=(Byo-B))+(B,-B)), ®)
B'(1)=B,-B,;, B"(1)=(B,,-B, 1) +(B,-B,1). 9)

Interpretacja geometryczna, przedstawiona na rysunku 2, utatwia zrozumienie for-
mul (8) i (9), a zwlaszcza zapisu drugiej pochodne;.

E’~(0) 1’3"(1) 1’3”‘(0) B”il)

Rys. 2. Interpretacja geometryczna pierwszej i drugiej pochodnej
wielomianu Bernsteina

13
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Rys. 3. Konwencja ustalania znaku kata <B,B;,B, (o wartosci bezwzglednej
mniejszej od 7): znak kata o wierzchotku B, skierowanego od ramienia B;B,
do ramienia B, B, uznajemy za zgodny ze znakiem wyznacznika
det(B, — By, B. — By); strzalki oznaczaja przyjeta orientacje katow, szarym kolorem
zaznaczony zostal przebieg tuku Béziera okreslonego przez czworokat BoB;B,B;

4. Krzywizna

W dalszym ciggu bedzie nam potrzebne $ciste okreslenie pojecia krzywi-
zny krzywej plaskiej. Dla naszych celéw przyjmiemy prosta i naturalng definicje,
zgodnie z ktérg krzywizna krzywej plaskiej to po prostu predkosé¢ zmiany kie-
runku krzywej, a dokladniej zmiana kata liczona w stosunku do dlugosci krzywej -
zob. rysunek 4.
(x(t+A1), y(t+AD))

r Ax=x(t+At)—x(t)

y(t+A)-y(1)

Ay=

Y
«
(x(8), (1))

Rys. 4. Definicja krzywizny x(t) krzywej plaskiej zadanej parametrycznie
jako (x(t), y(1)); by zachowa¢ zgodno$¢ z definicja wyznacznika (2),
katy skierowane przeciwnie do kierunku ruchu wskazéwek zegara
uwaza¢ bedziemy za dodatnie (por. rysunek 3)

Stosujac elementarne przeksztalcenia wzoru na krzywizne przedstawionego
na rysunku 4, otrzymujemy

. Ap 1 . Ag 1

k(t) =lim — =lim -~ -
At—0 At As/At At—0 At V(Ax[AD?+ (Ay/At)?
do 1

(10)

@
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Zapisujac pochodne z uzyciem notacji zastosowanej w poprzednim punkcie, mia-

nowicie x'(t) = %, y'(t)= %, i stosujgc podstawowe wzory rachunku rézniczkowego
!
Y

oraz zalezno$¢ ¢(t) = arctg (x,(t) ,

/ / ! /
de =¢'(t) = (arctan(y () )) = ! (y (t))
dt x/(t) 1+ (%)2 x'(t)
~ 1 ()Y () -y Hx" (@) X))y (1) -y () x" (1)
= . (z:g; )2 x'(1)2 B x'(t)2 +yl(t)2

Poréwnujac powyzszy wzor z definicja wyznacznika (2), bez trudu zauwazymy, ze
licznik wzoru (11) to nic innego jak wyznacznik: det ((x'(t) Y 0), (x"(@), y"(t))).
To wyjasnia nasze zainteresowanie wyznacznikiem. Do wyznacznikéw jeszcze be-
dziemy mieli okazje powrdcic.

Laczac réwnania (10) i (11), otrzymujemy ostatecznie
x'(®)y"() -y x"(t)

(xr(t)z +}’,(t)2)3/2

Powyzsze wyprowadzenie jest dalekie od matematycznej precyzji, ale usci-
$lenie wywodu nie wydaje sie zbyt trudne (by uwzgledni¢ np. przypadek x'(t) =0,
wystarczy zamiast funkcji arctg uzy¢ arcctg). Otrzymanej formule (12) mozna
nadal prostg interpretacje geometryczna. Po pierwsze, linia prosta, opisana wzo-
rem z(t) = (ayt+bx,a,t+b,), gdzie ay, by, a, i b, sa liczbami rzeczywistymi,
przy czym ai + af, # 0, ma krzywizne zerows, czego nalezalo sie spodziewac.
Rozwazmy wiec mniej trywialny przykltad, mianowicie krzywa definiujacg okrag
o srodku w poczatku uktadu wspolrzednych, o promieniu R, obiegajaca srodek
przeciwnie do kierunku ruchu wskazéwek zegara. Krzywa taka zadana jest wzorem
z(t) = (R cos(t), Rsin(t)), 0 < t <27 Oczywiscie 2/ (t) = (—R sin(t), Rcos(t)) oraz
Z'(t) = (—R cos(t),—R sin(t)); ze wzoru (12) wynika natychmiast zalezno$¢

R? 1
K= (RTHZ = m = const.

Zauwazmy, ze zmiana orientacji krzywej na zgodna z kierunkiem ruchu wskazéwek
zegara, z(t) = (R cos(t),—-R sin(t)), prowadzi do zmiany znaku krzywizny

otrzymujemy

11

K(t) =

(12)

Przyklad ten wyjasnia, dlaczego wielko$¢ k! nazywa sie promieniem krzywi-
zny i dlaczego krzywe na plaszczyZnie zorientowane zgodnie z ruchem wskazéwek
zegara noszg miano zorientowanych ujemnie, natomiast krzywe zorientowane prze-
ciwnie do ruchu wskazéwek zegara - zorientowanych dodatnio.

Znak krzywizny jest oczywiscie konsekwencja przyjetej konwencji ustalania
znaku katéw (rysunki 3 i 4). W przypadku linii prostej i okregu krzywizna jest stala,
ale w ogolnym wypadku jest to wielko$¢ lokalna. Krzywizna dodatnia oznacza, ze
krzywa w danym punkcie skreca w lewo, krzywizna ujemna - Ze skreca w prawo.
Punkty o zerowej krzywiznie noszg nazwe punktow przegiecia.

15
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4.1. Krzywizna krzywych gietych

Wzér na krzywizne (12) dla wielomianu Bernsteina wyrazony za pomoca
pochodnych ,,znormalizowanych” (7) przyjmuje postaé

" Bi.(t) By (1) - B),(t) BY(t) n—1 Bi.(t) By (t) - B)(t) By (t) 13
K(t) = = — — .
(BL(1? + B (1)2)” no (Byn?+B(0?)’?

Stad, uwzgledniajac wzory (2), (8) i (9), fatwo wyznacza si¢ krzywiznedlat=0it=1
n -1 det((By—By), (B~ By) + (Bo—By))

x(0) = )
B, - B[’ (14
n—1 det((B,—B, 1), (By2—By 1)+ (B, —B, 1))
k(1) = ,
|Bn—1 _Bn|3

gdzie zapis |V| oznacza dlugo$¢ wektora V; stad dalej, korzystajac z wasnosci (3),

otrzymuje si¢ wzory
n—1 det ((B; -By), (B, —~By))

K(O) = >
[B1 ~BoP (15)
n—1 det((B,—B,_1),(B,2—B,_1))
k(1) = .
|Bn71 - Bn|3
Niech h'! oznacza odleglo$¢ (skierowana) punktu B, od prostej przecho-

dzacej przez przez punkty By i B, i analogicznie niech k""" oznacza odleglos¢

punktu B,_, od prostej przechodzacej przez punkty B,_; i B,, przy czym h)'
i h"”)’" maja te same znaki co wyznaczniki odpowiednio det (B, -Bo), (B,~B)))
i det ((B,—B,-1),(B,—2—B,_1)) - por. rysunek 5. Innymi stowy, jesli punkt B, lezy
na prawo od prostej skierowanej od By do By, to hg’l <0, jesli na lewo, to hg’l >0.
I analogicznie, jesli B,,_, lezy na prawo od prostej skierowanej od B,_; do B, to
hZ:; " <0, jesli na lewo, to hZ:;’ ">0.

Zgodnie z tym, co zostalo powiedziane w punkcie 2, warto$¢ bezwzgledna
wyznacznika pary wektoréw na plaszczyznie to pole odpowiedniego réwnolegto-
boku, a zatem

det (B, -~ By), (B, —By)) = h3'|B, By,

. (16)
det ((By—y —By), (By2—B,_1)) = hj- "B, —B,|.

B,
<___"____________/1_;,_>0 !
. 1 !
27
a>0 4 A.B3
Bof B<0
: b
.1
L
r._.'.--_.....-.....h.a.f.o .....
----------- > B,

Rys. 5. Interpretacja geometryczna wzoréw (17) dla tuku Béziera (n = 3);
krzywizne w punktach By i B; okreslaja wzory (18)
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Stad ostatecznie

n-—1 ho! n-1 n,n=1
x(0) = —2 k()= n-2 ) (17)
|B1 —Bo 2 n |Bn—1 - Bn|2

Wyprowadzenie wzoréw (17) koniczy rozwazania dla przypadku ogdlnego.

4.2. Krzywizna lukéw Béziera

Mozemy teraz przystgpi¢ do wyznaczenia wzoréw na krzywizne dla przy-
padku n = 3, czyli dla krzywych Béziera. Wzory te zastosujemy do gladkiego facze-
nia tukéw Béziera.

Znak krzywizny, jak juz wiemy, zalezy od konwencji ustalania znaku kata.
Znak kata w czworoboku ByB B, B; (o wartosci bezwzglednej mniejszej od ) okre-
$la¢ bedziemy zgodnie z przyjeta konwencja, to znaczy kazdy kat bedziemy uwazaé
za skierowany od krawedzi poprzedniej do nastepnej (rysunki 3 i 4).

Rozwazmy sytuacje przedstawiong na rysunku 5 — oczywiscie & > 0, nato-
miast § < 0. Zgodnie z definicja odleglosci skierowanej, wprowadzonej w punk-
cie 4.1, h, < 0 oraz h;, > 0. Przyjmujac notacje zastosowang na rysunku 5, wzory
na krzywizne (17) dla punktéw krancowych By i B; mozna wyrazi¢ nastepujaco
(niezaleznie od konfiguracji wierzchotkéw czworoboku)

0) = 2 h, . 2 hy
O =3-3, xM=37.

Teraz zajmiemy si¢ dalszym przeksztalceniem wzoréw (18) tak, by wyeli-
minowaé wielkosci h, i hy, tj. wyrazi¢ krzywizne jako funkcje dlugosci (wielkosci
zawsze nieujemnej) naciagéw i cigciwy (odpowiednio a, b, i d) oraz katéw (skie-
rowanych) « i . Z rysunku 6 (zamieszczonego na nastepnej stronie) wynika, ze
c=d - b sin(p) ctg(a) — b cos(f) oraz h, = —csin(a), czyli

h,=— (d sin(a) - bsin(p) cos(a) - b sin(a) cos(B)) =bsin(a+p)—dsin(a).  (19)

Analogicznie

(18)

hy=asin(a + ) —dsin(f) . (20)
Wykorzystujac powyzsze zalezno$ci, otrzymujemy ostatecznie wzory na krzywizne
tuku Béziera w punktach kranicowych, wyrazone za pomoca dlugoséci naciagéw i ka-
tow miedzy naciggami a cigciwa
2 bsin(a + ) — d sin(a) 2 a sin(a + ) —d sin(f)
- , k(1)=- .
3 a? 3 b?
Podkreslmy raz jeszcze, ze takie same wzory uzyskuje si¢ niezaleznie od konfiguracji
wierzchotkéw czworoboku BoB; B, B3, czyli znakéw katéw a i 8 (por. rysunek 3).

x(0) =

1)

4.3. Osobliwosci krzywizny

Matematyczne pojecie krzywizny na ogét odzwierciedla to, co oko widzi -
krzywe o krzywiznie zmieniajgcej si¢ w niewielkim stopniu jeste$my skfonni uzna-
wac za ,ladnie uksztaltowane” Jesli krzywizna sie wyraznie si¢ zmienia, to miejsce,
w ktérym zmiana zachodzi, w wigkszoéci wypadkow jestesmy w stanie wskazaé na
pierwszy rzut oka, bez matematycznych rozwazan.

Z réwnan (21) wynika jednak, ze krzywizna moze osigga¢ duze wartosci, gdy
odpowiednie naciagi sg krotkie, a wrecz dazy¢ do nieskonczono$ci w wezle, w kto-
rym jeden z naciggéw ma zerowg dtugos¢. Co gorsza, krzywizna nieskoriczona moze

17
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LAy -

Lot TR0 hp<0 _...-®

S Tee b Za--n TN

Y 4 e o

B 2% 2ezl e

By T RN 37
4B,

a

b

a>0 d p>0
B, B;

Rys. 6. Szkic pomocniczy do wyprowadzenia wzoru (21)
opisujacego zalezno$¢ krzywizny od katéw « i 8

by¢ niezauwazalna dla oka. Ilustruje to rysunek 7: dla przypadkdow (a) - (c) wyraznie
widoczna jest zmiana krzywizny w §rodku; przypadki (d) - (f) oko postrzega jako
zblizone do fragmentu okregu; przypadki (g) - (i) ilustrujg przejscie tuku Béziera
do cieciwy w miare skracania naciggéw - tu, paradoksalnie, krzywizna na koncach
gwaltownie roénie, cho¢ oko tego nie dostrzega.

. 1\/ «

0 5
100 8 4
75 6 3
50 4 2
25 2 1
0 0 0
0 A=1,257 0 1=1,154 0 A=1,114
d)
B ( B
' \/. ’ Bo .\@/ B3 Bo %\(_f)/. Bs
K K 1,2
2,5 1,2 1’0
2,0 1,0 /—\ 0)8
L5 o 0,6
Lo 0,6 ,
’ 0,4 0,4
0,5 0,2 0,2
0 0 0
0 1=1,080 0 1=1,051 0 1=1,046
nar B _an e U en me— 0
K K
>0 20 100 &
2.0 15 75
1,5 10
0 50
0,5 5 25
0 0 0
0 1=1,027 0 1=1,009 0 1=1,003

Rys. 7. Krzywizna x tuku Béziera o jednostkowej cieciwie (|By — B3| =1),
A - dlugo$¢ tuku; przypadek (f) to efekt zastosowania wzoru (29)
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5. Luk Béziera a okrag
Zaldzmy, ze potrafimy dla danych katéw a i 8, -7 < a, f < 7w i dhugosci cieciwy
d # 0, wyliczy¢ dlugo$¢ naciggdw ze wzoréw:

a=lgP@h oy 1 0@h) (22)
3 T, 3 Ty
gdzie p(a, B) i o(a, ) sa pewnymi funkcjami, bynajmniej nie zadanymi jedno-
znacznie (zajmiemy sie nimi za chwile), a liczby (dodatnie) 7, i 7, sg zadanymi
»haprezeniami” (ang. tensions). W programach METAFONT i METAPOST napre-
zenia mozna zada¢ w sposdb jawny za pomocg operatora tension ([6],s. 129-132
is. 136, zad. 14.15). Najczesciej w praktycznych zastosowaniach 7, = 7, = 1 i taka jest
tez warto$¢ domysélna, przyjmowana w programach METAFONT i METAPOST.
Przyjmijmy chwilowo, ze 7, = 7, = 1. Zal6zmy tez, ze d = 1 (inaczej: dobierzmy
takie jednostki, by d = 1). Wowczas dlugo$¢ wektora pierwszej pochodnej w punk-
tach t=0it=1 (por. formuly (5) i (6)) wynosi odpowiednio p(«, ) i o(«, f3). Dla-
tego funkcje te noszg nazwe ,,funkcji predkosci”. Aby funkcje predkosci byly uzy-
teczne w zastosowaniach, ktérymi sie tu zajmujemy, musi zachodzi¢ podstawowy
warunek symetrii, wynikajacy z tego, Ze zamiana zmiennych powinna prowadzi¢
do przystajacej figury geometrycznej (lustrzanego odbicia)

pla, B)=0(B, ). (23)

Zatem w istocie mamy do czynienia z jedng funkcjg, ale wygodniej nam bedzie od-
réznia¢ funkcje predkosci w punktach t=0it=1.

W programach METAFONT i METAPOST funkcja predkosci jest okreslona
dos¢ skomplikowanym wzorem heurystycznym autorstwa J. D. Hobby’ego

2+/2(sina — %sinﬁ)(sinﬁ— %sin(x)(cosoc—cos[)’)
pla, fy=0(B, a) = . (24)
(1+ %(\/g— 1)cosa + %(3—\/§)cosﬁ)

W pracy [2], s. 123 -140, podane jest rozumowanie, ktére doprowadzito J. D. Hob-
by’ego do takiej formuly, a takze alternatywna formula (zdefiniowana dla 0 < || <
B < m), pono¢ lepiej sprawdzajaca si¢ w asymetrycznych przypadkach, ale znacznie
bardziej skomplikowana obliczeniowo i trudniejsza do analizy teoretycznej

ol B) = (@B + y(B) Sin(‘l’ﬁ(%)) @B =f@B) - (B (w(ﬁ)) 03
gdzie
my* +u+2n

fla,p)=

, m=0,2678306, n=0,2638750,
p+ncos(v)+n

) ) ﬂ . 1,402539 ) o +ﬂ 2[3 0,7539063
w=(p “)( 2ﬁ)’ [ a+p)’ (26)

1,17 . B B
—B-0,15sin(26), yp(x) - n(x +(x2-1) ((0,32— E))HO,S_ z_))

T

y(B) =
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Nieco uwagi doborowi funkeji p i 0 poswieca D.E. Knuth w zbiorze ese-
jow [4], s. 39 - 45, proponujac miedzy innymi wzor

2sin(f)

T D))

i sugerujac, jak go mozna ulepszy¢.

Jako pierwszy formule tego rodzaju, ale znacznie prostsza, zaproponowal
J.R. Manning w cytowanej juz pracy [7] (wzor Hobby’ego (24) jest w istocie mo-
dyfikacja formuly Manninga)

pla, B)=0(B, @)

(27)

2
Tl+c cos(f) + (1 —c)cos(a)

(28)

Manning sugeruje warto$¢ % dla wspolczynnika c. Pomyst formuty Manninga wy-
wodzi sie z fatwego do rachunkowego sprawdzenia spostrzezenia: jesli & = 3, to for-
mula p(a) =2/ (1 + cos((x)) pozwala na dobre przyblizenie okregu za pomocg fuku
Béziera. Mianowicie tuk B(t), ktérego oba naciagi tworzg z cieciwg o dlugosci d kat
o i maja dlugos¢ p(a) okreslong wzorem

2

d
PO =3 s 29

ma te wlasnos¢, ze punkt B(%) pokrywa si¢ ze $rodkiem odcinka okregu opartego
o te samg cieciwe i przechodzacego przez jej konce B(0) i B(1) pod katem «. Taki
tuk Béziera, zwlaszcza dla niezbyt duzych katdéw, jest nieodréznialny optycznie od
okregu — wiecej na temat precyzji takiego przyblizenia mozna znalez¢ w [4]; por. tez
rysunek 7f.

Podsumowujac te wywody, odnotujmy, ze funkcja predkosci ma w zamie-
rzeniu by¢ uogdlnieniem, heurystycznym oczywiscie, na dwa parametry funkcji
p(a) gwarantujacej mozliwie dobre przyblizenie (réwnanie (29)) okregu za pomoca
tuku Béziera. Oczywicie pozostaje to w $cistym zwigzku z naszym zasadniczym ce-
lem, tzn. dazeniem do uzyskania mozliwie gtadkiego optycznie polgczenia tukdw
Béziera - dzieki funkcjom predkosci w rodzaju tych zdefiniowanych powyzej tuki
Béziera powinny optycznie ,,nasladowa¢” okrag, ktdry z racji statej krzywizny jest
idealnym kandydatem na ,wzorzec estetyczny”. Okazuje sig, ze jest to spostrzezenie
zasadnicze dla ostatecznego rezultatu.

6. Gladkie laczenie tukoéw Béziera - metoda Hobby’ego

Mamy wreszcie zgromadzony caly arsenal niezbednych $rodkéw, by zmie-
rzy¢ sie z nastepujacym zadaniem: dany jest ciag n + 1 punktéw na plaszczyznie
Py, Py,..., Py, n> 1; nalezy polaczy¢ te punkty tukami Béziera tak, by wynikowa
krzywa prezentowala si¢ mozliwie gladko.

Warunek sine qua non jest oczywisty — w punktach zlagczenia krzywa nie po-
winna gwaltownie zmienia¢ kierunku. Oznacza to, Ze naciagi w punktach ztaczenia
muszg by¢ wspétliniowe. (Wspotliniowos¢ naciggoéw jest warunkiem stabszym niz
réwno$¢ pochodnych. Réwno$¢ pochodnych, zgodnie ze wzorami (5) i (6), oznacza
dodatkowo réwnos¢ dlugosci naciggow.)



TYPOGRAFOWIE, PROGRAMISCI | MATEMATYCY

Warunek ten nie gwarantuje jednoznacznosci rozwigzania. Dodatkowym
warunkiem mogloby by¢ Zadanie zachowania krzywizny w miejscach zlaczenia, ale
prowadzitoby to do skomplikowanego uktadu réwnan trygonometrycznych.

Czestym zabiegiem, nie zawsze nalezycie uzasadnionym, stosowanym przez
matematykow i fizykéw w takich przypadkach jest zastgpienie funkeji jej przyblize-
niem liniowym, w tym wypadku zastgpienie funkcji sinus funkcjg liniows, a funkcji
predkosci - funkcjg tozsamo$ciowo rowng 1

sin(@) v, p(a, f)~o(a, f)~1. (30)
(Dla formut (24) i (28) p(0,0) = ¢(0,0) = 1; formuty (25) i (27) z definicji s3 nieokre-
$lone dla & = $=0). Przyblizenie to daje si¢ uzasadni¢ matematycznie dla matych (co
do wartosci bezwzglednej) wartoéci argumentow, jednakze stosowaé je bedziemy
takze dla warto$ci argumentéw znacznie odbiegajacych od zera. Zatem réwnie do-
brze mozna przyjaé przyblizenie (30) jako heurystyczne zalozenie upraszczajace.

Stosujac zaleznosé¢ (30) do wzoru na krzywizne tuku Béziera w punktach
skrajnych, otrzymanego z polaczenia wzoréw (21) oraz (22)

1 o, p) . .
2 gd T sin(a+ f) —dsin(a) 21;10(04, B) sin(a + ) — 6sin(a)
x(0) =3 2 = 22 )
3 <1dp(oc, ﬁ)) dt2p*(a, B)
3 Ty (31)
1 pla, ) . .
2 gd T, sin(a+f) —dsin(p) ZTglp(oc, B) sin(a + ) — 6sin(f)
(1) =7 2 = 22 >
3 ld a(a, B) dt,*0%*(a, p)
3 Ty
otrzymujemy ., . »
x(0) ~ k(0) dﬁm k(1) ~ (1) défw. (32)

drt? ’ dr,?

Funkgja &, zdefiniowana powyzej, to ,krzywizna pozorna” (ang. mock curva-
ture; stowo mock oznacza takze atrape), wprowadzona przez J. D. Hobbyego w [2],
s. 123 -140, wspomniana przez D.E. Knutha w [6], s. 130 -132, i om6wiona sze-
rzej w [5], § 274-277, stanowiaca klucz do problemu gtadkiego taczenia krzywych
Béziera: najpierw z uktadu réwnan liniowych sformulowanych na podstawie za-
leznosci (32) wyznaczamy katy miedzy cigciwa a naciggami, a nastepnie z réwnan
(22) - dlugosci naciagdw.

6.1. Réwnania

Na styku tukéw Béziera zada¢ wiec bedziemy zachowania pozornej krzywi-
zny, sprowadzajac zadanie do rozwigzywania uktadu réwnan liniowych. Wyznacze-
nie tych réwnan to kwestia nieco zmudnych, acz elementarnych rachunkéw.

Przyjmijmy oznaczenia i zaleznosci przedstawione na rysunku 8, zamiesz-
czonym na nastepnej stronie.

Zauwazmy po pierwsze, ze zadanie, by naciagi w punktach zlaczenia byly
wspotliniowe oznacza, iz

o+ Pr-1+ye=0dla k=1,2,...,n-1, (33)

gdzie yy oznacza kgt zmiany kierunku tamanej PyP; ... P, w punkcie Py.
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2

Pk+1
Th,k

di1=[Pe—Pi_il,  di =[Py —Pyl
Rys. 8. Oznaczenia uzyte przy formulowaniu ukladu réwnan liniowych (38);
indeks k odnosi si¢ (inaczej niz w [5]) do wielkosci zwigzanych z tukiem Béziera
opartym o cieciwe Py Py,

Po drugie, warunek zachowania krzywizny pozornej w punkcie Py prowadzi

do réwnania 9
_ T by (@ + Bro1) = 6Py 27, (@ + Pr) — 6o
Ki-1(1) = = =) =k.(0). (34
dia 7% Ak 7o
Korzystajac z zaleznoéci (33), mozna wyeliminowa¢ wielkosci fx_; i Bx z réwna-
nia (34), otrzymujac

Tk (@km1 = &k — Y1) = 3(= e = yx) ~ Ty i @k = Xyt = Pia1) = 30

— — =0, (35)
. dk*l Tb,%c—l dk Taz
czyli .
ak-1 3- Tuk 1, 37T, ik
ﬁak,l + F + d. 12 o + d. 12 K1 =
k=1Tp k-1 k-1 Tb k-1 Gk Tk kTak (36)
-1
3= Ta k L Th.k "
= — - +1 -
di Tkt i 7%
Wprowadzajac jednoliterowe oznaczenia dla wielkos’ci znanych
-1 -1
A, def akl B, def 3~ akl def 3~ Tpk
k 5 5 k = 5 5 b = b
de1 17 di_1 17 dy 772
b1 . b1 ak (37)
def Tk def
Dy = -2 Ex = =By — DiYk+1>
dk T
otrzymujemy uktad n — 1 réwnan hniowych z n+ 1 niewiadomymi
Arag+(Bi1+C)ar+Dyay =Ey,
Ayar+(Ba+ G ay+Dras =Es,
(38)

Azay+ (B3 +C3)as+ Dy ay = Es,

Aptp o+ Br+Ch)ay1+Dyran=E,_1.
Potrzebne sg zatem jeszcze dwa réwnania.

Jezeli wynikiem ma by¢ krzywa zamknigta, to «, = ao, czyli problem redu-
kuje si¢ do n niewiadomych. Brakujgce réwnanie otrzymuje sie zakladajac stalos¢
krzywizny pozornej w punkcie Py =P,

Ao tty_1 + (Bo + Co) &g + Do a1 = Ep . (39)
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Jezeli wynikiem ma by¢ krzywa otwarta, to albo katy ap i a, muszg by¢ dane jaw-
nie, co po prostu redukuje liczbe niewiadomych o 2, albo trzeba poszuka¢ innego
warunku. Zanim zajmiemy si¢ tym zagadnieniem, rozpatrzmy pewien czysto tech-
niczny szczegdl - otdz katem, ktory chcemy wyznaczyé, jest w istocie 5,1, gdyz a,,
znajduje sie poza famang PyP; ... P,. Jednak wygodniej jest - ze wzgledu na syme-
trie wzoréw — operowac niewiadomg «,,, dlatego przyjmiemy sztuczny warunek

Yn =0. (40)
Tym samym zalezno$¢ (33) dla katéw Sy i f,—1 w przypadku krzywej otwartej przyj-

muje postac
Bo=-a1=y1,  Pu-1=—atn. (41)
Jezeli chodzi o krzywizne, to mozna na przyklad zalozy¢, ze znana jest po-
zorna krzywizna w punktach skrajnych, zadana jawnie lub posrednio. Posrednim
warunkiem mogloby by¢ Zgdanie réwnosci krzywizn w punkcie skrajnym i sgsied-
nim: ©(0) = %o(1) i ©,-1(0) = €,-1 (1), co mozna w prosty sposob uogélni¢
Ko(0) = woko(1), @pKp-1(0) =Kn_1(1), wo, wn20. (42)
W implementacji metody Hobby’ego zostal wykorzystany ten wlasnie pomyst, nie
ma natomiast mozliwosci liczbowego zadania warto$ci krzywizny pozornej w da-
nym punkcie. Dodatkowe parametry wy i w, nosza nazwe ,skrecenia” (ang. curl;
inne znaczenie - lok, kedzior). W programach METAFONT i METAPOST mozna
zada¢ jawnie skrecenie na koncach $ciezki za pomoca operatora curl ([6], s. 128
i nast.); domys$lna warto$¢ skrecenia wynosi 1. Warunki (42) po rozwinieciu wzo-
réw na krzywizne pozorng z wykorzystaniem wzoréw (32) przyjmujg postaé

27, ¢ (ot — &1 = y1) — 6 . 27} (@ — ay — 1) +6(ar + 1)
_ = Wo — 5
do Ta,%) d() Tb,%) (43)
2Tb_)1,,_1(0‘n 1— ‘Xn) - 6“n—1 B 2Ta_’1n_1(06n,1 - (Xn) + 606n
" d” 1 Ta n—1 d”_l Tl;,zn—l .

Porzadkujgc rownania (43) z wykorzystaniem zaleznosci (41) otrzymujemy

-1 -1 -1 -1 -1
(Tb,o 3 1, 0“’0)“ (Tb,o Ty ow0+3wo o _(Tb,o a0w0+3w0)y
2 2 U (R PUSCRE hid Bl USU S 2 2 Vb
Tao Tao  Tpo Tao  Too  Tuo Tao Too T (44)

-1 -1 -1 -1
Th,n—lw” 36(.)” Ta,n—l w”Tb,n—l Ta,n—l 3
S T s || Tt |an=0,
Tu,n—l Ta,n—l Th,n—l Tu,n—l Th,n 1 Tbn 1
. . . . . )
Mnozac pierwsze z réwnan (44) obustronnie przez —7,5, a drugie przez Ty
(dzigki czemu uzyskuje si¢ wzory tatwiej poréwnywalne ze wzorami podanymi

w [5]), otrzymujemy ostatecznie brakujace dwa réwnania
Coao+Doa; =Eo,

Ay 1+B,a,=0, (45)
gdzie - .
Co—woﬁ%+3 Tho, Do—woa(3 Ta0)+‘[b0, Ey=-Dgy1,
,T;i—l - - Tb o)
An=w,—2 (3—rbj1_1)+ru’ln,l, By=w, 2 +3 -1, .

a,n—1 an 1

23



24

BOGUSLAW JACKOWSKI

Oczywiscie nasuwa si¢ pytanie o rozwigzywalno$¢ sformutowanego powyzej
ukladu réwnan liniowych. W ten sposéb wracamy do wyznacznikéw, bowiem do
badania tego problemu matematycy uzywaja wlasnie wyznacznikéw (stopnia réw-
nego liczbie niewiadomych); odpowiednimi ,,wektorami” sg kolumny (lub wiersze)
wspotczynnikow uktadu réwnan. Jezeli wyznacznik danego uktadu réwnan jest nie-
zerowy, to uklad ma jednoznaczne rozwigzanie.

Nie bedziemy si¢ zajmowal zaawansowang matematyczng analizg tego kon-
kretnego zagadnienia - zainteresowanych odsylamy do [2]. Poprzestaniemy na
przytoczeniu bez dowodu wyniku podanego w [2] (wniosek z twierdzenia 1; zob.
tez [5], § 276): jezeli dla 0< k<n—1 przyjmiemy 7, 4 > %, Tpk 2 % (wbudowane ogra-
niczenie METAFONTa i METAPOSTa), to uklady réwnan dla $ciezki zamknietej
(38)+(39) i otwartej (38)+(45) maja jednoznaczne rozwigzania. Ponadto zaburze-
nie wprowadzone w danym wezle, spowodowane np. zmiang polozenia wezla, za-
nika wykladniczo w miare oddalania si¢ od tego wezta; nieco precyzyjniej: zmiana
warunkow w wezle k powoduje na ogét zmiane kata w wezle j proporcjonalng
do 27k, Odnotowa¢ jednak nalezy, ze sg sytuacje, w ktorych drobne zaburzenia
cho¢by w jednym wezle mogg prowadzi¢ do globalnych zmian ksztattu krzywej wy-
nikowej (zob. punkt 6.4, rysunki 101 11).

6.2. Przypadek n=1

Dotychczas zakladalismy, Ze n > 1. Rozwazania mozna rozszerzy¢ na przypa-
dek n = 1, wymaga to jednak przyjecia dodatkowych zatozen.

Jezeli n = 1 i mamy do czynienia z krzywa zamknieta, to rozsadnie jest za-
tozy¢, ze jest to przypadek zdegenerowany, czyli Py = Py, a dlugo$¢ obu nacia-
goéw wynosi zero — por. réwnanie (22). Zauwazmy, ze METAFONTowa konstruk-
cja (0,0)..(1,0)..cycle odpowiada w istocie przypadkowi n = 2: Py = (0, 0),
P, =(1,0), P, =(0,0) =Py.

Jezeli n = 1 i mamy do czynienia z krzywg otwarta, to przypadek zdegene-
rowany Py = P; traktujemy podobnie jak wyzej; w przeciwnym razie uktad réwnan
redukuje si¢ do dwoch réwnan (45). Poniewaz y,, = 0 (warunek (40)), zatem E, =0,
a tym samym &g = «; = 0, o ile wyznacznik macierzy réwnan si¢ nie zeruje. Jed-
nakze dla domyslnej wartosci wspotczynnikow okreslajacych curl i tension, czyli 1,
Co = Dy = Ay = By =3, tym samym wyznacznik ukladu réwnan (45) jest réwny 0, co
z kolei oznacza, ze uklad ten ma nieskoniczenie wiele rozwigzan, zatem zndéw mu-
simy przyja¢ dodatkowe zalozenie. Najprosciej jest zalozy¢, ze nie zadanie zadnego
z katow implikuje zawsze ag = a7 = 0.

Jezeli kat «y jest zadany, to a; wyznacza si¢ z drugiego réwnania ukltadu (45),
i na odwrdt, jezeli kat «; jest zadany, to &y wyznacza si¢ z pierwszego réwnania.
W ten sposéb dochodzimy do sytuacji, w ktdrej oba katy sa albo zadane jawnie,
albo wyliczone - pozostaje zatem tylko wyliczy¢ dlugos¢ naciggow ze wzordw (22).

6.3. Operator atleast

Powyzsze rozwazania wyjasniaja zasade dzialania prawie wszystkich META-
FONTowych konstruktoréw sciezkowych. Dla kompletno$ci omowimy jeszcze dosé
specyficzny operator atleast ([6],s. 129, 132 orazs. 136, zad. 14.15), modyfikujacy
dzialanie operatora tension (zob. punkt 5, réwnanie (22)). Jest to wprawdzie opera-
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tor wbudowany w silnik METAFONTowy, ale w zasadzie mozna by zaimplemento-
wac go za pomocg makr METAFONTowych. Przepis jest nastepujacy: w pierwszym
etapie pomijamy operator (modyfikator) atleast, czyli stosujemy zwykty operator
tension i sprowadzamy w ten sposob problem do znanego zagadnienia.

(c) (d)
/"”\ /i

Y AR _ dsin
i e Y a= sm(a(fﬁ))
o
/3
d

Rys. 9. Implementacja operatora tension atleast: uwzglegdmana jest
jedynie konfiguracja punktow kontrolnych przedstawiona na rysunku (d),
konfiguracje (a), (b) i (c) sa ignorowane

Schemat dalszego postepowania zilustrowany jest na rysunku 9. Przypus¢my,
ze znalezli$my wszystkie naciagi, stosujac wyzej opisany algorytm. Sprawdzamy te-
raz, czy konce cigciwy i naciggéw nie tworza w ktéryms z segmentoéw czworokata
wklestego. Jezeli tak, to przedtuzenie jednego z naciggdéw przecina drugi - ten drugi
nacigg skracamy, przesuwajac jego koniec do punktu przeciecia (co z jednej strony
oznacza zwigkszenie naprezenia, a z drugiej — wprowadzenie nieciagto$ci krzywi-
zny pozornej). Dokladniej, dlugo$¢ skroconego naciagu (a na rysunku 9) wyznacza
sie z twierdzenia sinuséw. W ten sposdb mozna uzyska¢ tuki Béziera bez punktow
przegiecia, aczkolwiek czasem (gdy naciag ,.skracajacy” jest bardzo krotki) rezultaty
moga by¢ zaskakujace.

6.4. Niestabilnoé¢ algorytmu interpolacji - problem kata polpelnego

Jednym z kluczowych krokdw algorytmu Hobby’ego jest wyznaczenie katow
yx zmiany kierunku tamanej PyP; ... P, w poszczegdlnych weztach - zob. rysunek 8
iréwnanie (33). Jezeli tamana zmienia kierunek o kat, ktérego warto$¢ bezwzgledna
rézni sig istotnie od kata pdtpelnego (1), to algorytm interpolacji zachowuje sie sta-
bilnie, to znaczy mate zmiany polozenia punktéw Py, Py, ..., P, powoduja male
zmiany ksztaltu wynikowej krzywe;.

Niestety, dla katow zblizonych do kata pétpelnego pojawia sie zasadniczy
problem, nie bedacy bynajmniej specyfika programéw METAPOST i METAFONT.
Jak sie wydaje, jest to wrecz problem nieusuwalny, tym bardziej Ze w obrebie gra-
fiki dyskretnej (ogélnie: metod numerycznych) drobne zaburzenia spowodowane
ograniczong doktadnoscig obliczen, s3 nieuniknione.

W przypadku programéw METAFONT i METAPOST bezposrednim Zré-
dlem klopotow jest przyjeta przez autoréw zasada, ze wszystkie katy majg by¢ co do
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warto$ci bezwzglednej mniejsze niz 7. Jesli w obliczeniach pojawi si¢ kat niespel-
niajacy tej zasady, to jest sprowadzany do odpowiedniego przedziatu przez dodanie
lub odjecie wielokrotnosci kata petnego 271. Na przyktad kat m + ¢, gdzie m > £ > 0,
zostanie zastgpiony katem 7 + ¢ — 2w = —m + €. Jezeli € » 0, to mozna sie spodziewaé
zachowan niestabilnych (pomijamy tu kwestie niedokladnosci reprezentacji liczby 7
w arytmetyce dyskretnej).

Zeby zobaczy¢, jak moze przejawiaé sie niestabilno$é, rozwazmy trywialny
przyklad - cykliczng $ciezke skonstruowana na dwoch weztach, Py i Py. Jak zostato
wspomniane w podpunkcie 6.2, wygodnie jest mysle¢ o takim zadaniu jako o kon-
struowaniu $ciezki dla trzech punktéw, Py, P; i P,, przy czym Py = P, co oznacza,
ze famana PyP; P, skreca o kat potpelny w punktach Py = P, i P,. Pytanie — w lewo
CZy W prawo?

Dla takiego przypadku ag = «, i réwnania (38) i (39) sprowadzaja sie do
uktadu dwdch réwnan z dwoma niewiadomymi

(Bo + Co) ap + (Ao + Do) &y = Eg,

(A +Dy) & + (Bi+Cya;=E;.
Wspodtezynniki po lewej stronie uktadu réwnan (47) majg bardzo prosta postaé,
mianowicie 1 2
A0:A1:D0:D1:E> Bo=B1:Co:C1:E, (48)

gdzie d = |P; — Py|. Wspdtczynniki Ey i E; zalezg od katéw zwrotu tamanej y, i y;
(zob. réwnanie (33))
Yo+2y1

2y0 +
EO:—%, B =D (49)

Po uproszczeniu otrzymujemy
4oy + 201 =—2yo +y1)»

(47)

(50)
2(XQ +40(1 = —()/0 + 2)/1) .
1

Jezeli zatozymy skret wlewo, czyliygm miy; v mtoag~ smiag ~ %7‘[, a jesli w prawo,
czyliygr—miy »—m,to ap —%T[ i~ —%71. Jezeli wiec zamiast kata ~ 7 do obliczen
zostanie uzyty kat ~ -7, to $ciezka wynikowa zmieni orientacje na przeciwna.

W przypadku, gdy famana ,,zawraca’, to znaczy skreca o kat zblizony do kata
pétpelnego, algorytm zastosowany w programach METAFONT i METAPOST pré-

P, ~ (96,57745, 25,93536) P, ~(96,57745, 25,93689)

P,

Py

PO = (0, 0), |P1| ~ 100

Rys. 10. Niewielka zmiana polozenia punktu P, wplywa na orientacje
krzywej wynikowej (szara strzalka); krzywa po lewej stronie rysunku
zostala utworzona METAPOSTem za pomocg konstrukeji
(0,0) .. ((100,0) rotated 15.03189) .. cycle,

a krzywa po prawej stronie - za pomocg konstrukgji
(0,0) .. ((100,0) rotated (15.03189+.0003)) .. cycle
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- ]

Rys. 11. Minimalna zmiana polozenia jednego punktu moze zmieni¢ nie tylko
orientacje, ale i przebieg krzywej wynikowej; dla przypadku (a) punkty sa
roztozone réwnomiernie: P; = (204, 0) dlai =0, 1,...,4; przypadek (b) odpowiada
przesunieciu Py 0 276 w gére, przypadek (c) - przesunieciu Py 0 2716 w dét,

a przypadek (d) - przesunieciu Py 0 27'¢ w dét; we wszystkich przypadkach uzyta
zostala METAFONTowa konstrukcja P0..P1..P2..P3..P4..cycle

buje te sytuacje wykry¢ i na ogot wybiera kat dodatni (zob. [5], § 454). Jednakze
czasami, mimo starannych zabezpieczen, algorytm nie jest w stanie odrdzni¢ ble-
déw zaokraglen od zalozonego celowo skretu o kat ujemny zblizony do pélpelnego.

Teoretycznie moglyby wystapi¢ przypadki yo ~ —m iy, » mw oraz yo » 7w
iy, ~ —m, co prowadziloby do utworzenia $ciezki w ksztalcie 6semki. Okazuje sie,
ze programy METAFONT i METAPOST moga w pewnych przypadkach utworzy¢
$ciezke o orientacji ujemnej (rysunek 10), natomiast ,,6semka” nigdy nie powstaje
dla $ciezki dwuweztowe;j.

Na podstawie dotychczasowych rozwazan nietrudno przewidzie¢, ze w przy-
padku wielu weztéw utozonych na linii prostej duzo fatwiej o niestabilno$¢. Nie wda-
jac sie w szczegbdlowa analize tego rodzaju przypadkow, poprzestaniemy na przy-
toczeniu jeszcze jednego przykladu, tym razem krzywej zbudowanej na 5 weztach
roztozonych réwnomiernie wzdtuz linii prostej (poziomej). Przesunigcie (w pionie)
jednego z punktéw o 2716, czyli najmniejsza dodatnig warto$¢ dopuszczalng w pro-
gramie METAFONT i ,,standardowym” (bez zwigkszonej precyzji obliczen) progra-
mie METAPOST powoduje nie tylko zmiang orientacji, ale réwniez zmiane ksztaltu
krzywej wynikowej — zob. rysunek 11.

6.5. Inne szczegoly techniczne

Jasne jest, ze implementacja algorytmu tak skomplikowanego jak opisany po-
wyzej obfituje w szczegdty techniczne. Wszystkich nie sposéb oméwié w opracowa-
niu tego rodzaju. Informacje na temat konkretnych rozwigzan implementacyjnych,
takich na przyklad jak to, ze METAFONT wymusza ograniczenie < 12 na wartos$¢
funkgcji predkosci (réwnanie (24)), zainteresowani znajdg w [5], cho¢ trzeba uprze-
dzi¢, ze zglebianie tego dokumentu nie jest fatwym zadaniem.

7. Poréwnanie wybranych metod interpolacji

Opisany w punkcie 6 algorytm interpolacyjny Hobby'ego sprawdza si¢ zna-
komicie w zastosowaniach praktycznych (pomijajac rzadko trafiajace sie w praktyce
przypadki osobliwe, oméwione w podpunkcie 6.4), o czym dobrze wiedzg uzytkow-
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Ps

Py Py Py Py

t=01234 5 6780 t=01234 5 6780 t=01234 5 6780 t=01234 5 6780
K K K K

0 HH+————1 0 A0 A OWA

warunki (51) warunki (52) warunki (53) interpolacja
Hobby’ego

Rys. 12. Poréwnanie metod interpolacji dla krzywej zamknietej;
skala krzywizny « jest wspélna dla wszystkich przypadkéw
(A, podobnie jak na rysunku 7, oznacza dtugosé¢ $ciezki)

nicy programéw METAFONT i METAPOST. Nie oznacza to, Ze algorytm ten nale-
zaloby poleca¢ w kazdej sytuacji. Czasami warto skorzysta¢ z innych algorytmoéw.
Niech bedzie dany jak poprzednio ciag punktéw Py, Py, ..., P,, n>1; niech
dalej Py, PY, PZ +1 1 Pgy1 bedg punktami weztowymi tuku Béziera opartego o cigciwe
PPy, (a - ang. after, b — ang. before).
Najprostszym niewatpliwie sposobem polaczenia wezlow jest uzycie famanej

1 1
(=Pt 5 Py — Py, PZ:Pk+5(Pk_1—Pk). (51)

Uzytkownicy METAFONTa i METAPOSTa nie musza w sposob jawny wyliczaé na-
ciggdw - takie Iaczenie punktéw otrzymuje si¢ za pomocg operatora ,,—-". Podobny
efekt optyczny datoby nalozenie warunkéw Pf{ = Py, PZ = Pr. METAFONTowy
operator ,,---", czyli ,,.. tension infinity..”, daje zblizony efekt, mianowicie
P¢ ~ Py, P! ~ Py; mimo iz w gre wchodzg rozbieznosci na poziomie bledow za-
okraglen, to moga one prowadzi¢ do zauwazalnych optycznie (i czasem dos¢ zaska-
kujacych) roznic w ksztalcie krzywe;.
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warunki (51)

warunki (52)

warunki (53)

interpolacja
Hobby’ego

Rys. 13. Por6wnanie wybranych metod interpolacji dla przykladowego
7-punktowego zbioru danych; na krancach nalozony jest dodatkowy
warunek Py = P§, Ps = PY (wyjatek: interpolacja tamang)

Czasem wygladzenie narozy jest wskazane. Wowczas zastosowanie nastepu-

jacego wzoru: 1 (Pesy —Piy)
Pk—Pizpi—szg%, (52)

czyli jawne zadanie pochodnej (wzdr (5)), moze da¢ catkiem zadowalajace efekty.

Metoda ta ma charakter lokalny, to znaczy zmiana wspdtrzednych punktu Py
wplywa na wynik interpolacji jedynie w punktach sgsiednich Py_,, Px_1, Pr11 i Pyo.

Metoda nielokalna, ale znacznie prostsza od metody omdéwionej w punkcie 6,
jest zaloZenie rownosci (ciaglosci) pierwszej i drugiej pochodnej w punktach facze-
nia (zob. wzory (5) i (6)) .
P, -P. =P -Py,

(Pe_, —PY) + (P, —PY) = (P, —P{) + (PY, —P)).

Jak juz zostalo odnotowane, interpolacja METAFONTowa, czyli interpola-
cja Hobby’ego, przewaznie dziala satysfakcjonujaco. Dobrze ilustruje to przyktad
zaczerpniety z prac [2] i [7] przedstawiony na rysunku 12. Zauwazmy, ze ciagltos¢
pierwszej i drugiej pochodnej (warunki (53)) oznacza ciaglo$¢ krzywizny (réwna-
nie (12)), natomiast interpolacja METAFONTowa na ogé! prowadzi do nieciaggtoéci
krzywizny (rysunek 12, t=1, 4, 6, 8).

Jednak interpolacja Hobby’ego, wykazujaca najmniejsze wahania krzywizny,
daje w rezultacie optycznie gladsza krzywa niz krzywa uzyskana za pomocg wa-
runku (53), Okazuje si¢ bowiem, ze nieciaglosci krzywizny mogg by¢ praktycznie
niezauwazalne dla oka, o ile skokowi krzywizny nie towarzyszy wyrazna zmiana kie-
runku krzywej (por. tez uwagi poczynionie w punkcie 4.3). I odwrotnie - chociaz
przy taczeniu wezloéw tamang krzywizna jest stata (rowna zero, z wyjatkiem weztow,
gdzie jest nieokre$lona), oko natychmiast zauwaza te punkty, gdyz nie jest tam za-
chowany kierunek krzywe;j.

Typowym zadaniem, w ktérym interpolacja Hobby'ego raczej sie nie spraw-
dza, jest wizualizacja danych empirycznych - METAFONT generuje krzywe zbyt

(53)
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»oble” — zob. rysunek 13. Réwniez warunek (53), jak wida¢, moze daé nie najlepszy
efekt — wykres raczej nie powinien si¢ zapetla¢. W tego rodzaju wypadkach lepiej
skorzysta¢ z mozliwie najprostszej metody — np. (51) lub (52).

Wymienione w tym punkcie metody doczekaly sie oczywiscie wielu mody-
fikacji, ktérych nie bedziemy tutaj omawiaé. Nie oznacza to, Ze nie s3 one warte
zainteresowania, wrecz przeciwnie — dobrze wiedzie¢, ze znakomity bezsprzecznie
METAFONTowy algorytm interpolacji czasem mozna z dobrym skutkiem zastgpi¢
innym, prostszym algorytmem.
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Abstract

Typographers, programmers and mathematicians or the case
of an cesthetically pleasing interpolation

The reason for preparing this report is that the author has been convinced
for many years that John D. Hobby’s algorithm for connecting Bézier segments,
implemented by Donald E. Knuth in METAFONT and later transferred by Hobby
to METAPOST, based on the notion of a “mock curvature”, is a genuine pearl
which deserves both proper acknowledgement and a far wider awareness of its
existence. Of course, one can find nearly all the necessary details in the relevant
papers by Hobby and in the METAFONT source, but, needless to say, it is not
easy to dig through the publications. The present paper provides a full mathemat-
ical description of Hobby’s interpolation algorithm, discusses its advantages and
disadvantages (in particular, its instability) and compares Hobby’s approach with
a few selected simpler approaches.



