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napedy i sterowanie

Analiza porownawcza analitycznych
1 numerycznych metod wyznaczania
wytezenia kot stosowanych w pompach

zebatych

Piotr Osinski, Pawet Bury, Artur Klucznik

1. Wstep

Pompy z¢bate s3 to pompy wyporowe rotacyjne o statej wy-
dajnosci tloczenia. Ciecz robocza jest transportowana w prze-
strzeniach miedzyzebnych z obszaru ssania do obszaru ttocze-
nia poprzez obracajace si¢ i wspotpracujace ze sobg kota zgbate.
Wirdd zalet mozna wymieni¢ takie cechy, jak: prosta konstruk-
cja, stosunkowo duze warto$ci uzyskiwanych ci$nien ttoczenia
(nawet do 30 MPa), male gabaryty, wysoka sprawnos¢, niska
cena, a takze stosunkowo duza trwatos¢. Gléwna wada jest nato-
miast pulsacja spowodowana nieréwnomiernoécig wydajnosci,
co prowadzi do generowania drgan i halasu. Pompy te znalazly
zastosowanie gléwnie w obrabiarkach, maszynach roboczych
oraz ciggnikach rolniczych. Podstawowe kryterium podziatu
pomp zebatych to rodzaj zazgbienia. Woéwczas mozna wyrdznié
pompy o zazegbieniu wewnetrznym oraz o zazebieniu zewnetrz-
nym [9,10,11, 12,13, 14]. W artykule przedstawiono obliczenia
dla pompy o zazgbieniu zewnetrznym, ktére opisano ponize;j.

W pompach tych ciecz robocza transportowana jest w prze-
strzeniach miedzyzgbnych ograniczonych powierzchniami
dwdch sasiednich zebow oraz korpusem pompy. Koto czynne
jest napedzane przez walek, na ktérym jest osadzone i ktory
przenosi moc z silnika napedowego. Koto bierne z kolei jest
napedzane przez koto czynne. W przypadku tych pomp wazne
jest zachowanie odpowiednich luzéw wystepujacych miedzy
czolami wiencow kot zebatych a korpusem tozyska oraz miedzy
wierzchotkami z¢béw a korpusem pompy. Zbyt male luzy moga
powodowac¢ tarcie kot o obudowe, co moze skutkowaé uszko-
dzeniami lub zatarciem. Zbyt duze luzy z kolei moga powodo-
wac wystepowanie duzych przeciekdw, a w konsekwencji spadek
ci$nienia w komorze tlocznej. W pompach zebatych o zazebie-
niu zewnetrznym moga wystepowac kota o zarysie zebow ewol-
wentowym lub cykloidalnym [9, 10, 11, 12, 13, 14]. W dalszej
czesci skupiono sie na kotach o zarysie ewolwentowym.

Zarys ewolwentowy otrzymuje si¢ poprzez obtaczanie bez
poslizgu pétprostej po kole zasadniczym o promieniu 7. Dla
kot o tym zarysie mozna wyrdzni¢ wymienione nizej zalety
iwady [1,2,3,4,7].

Zalety:
tatwy pomiar cech uzg¢bienia;
staty kierunek sily dzialajace na zeby oraz jej stala warto$¢ sa
mozliwe dzigki prostemu odcinkowi przyporu (nie wystepuje
pulsacja, drgania, hatas);
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Streszczenie: W artykule przedstawiono poréwnanie wynikéw
obliczen wytezeniowych kot zebatych otrzymanych na drodze
obliczen analitycznych oraz metodg elementéw skonczonych.
Zostat przedstawiony model matematyczny i tok obliczen oraz
uzyskane wyniki dla analizowanej jednostki. Przedstawione
wyniki sg efektem prac badawczo-rozwojowych realizowanych
w Laboratorium Napedoéw Hydraulicznych i Wibroakustyki Ma-
szyn Politechniki Wroctawskiej (www.lhiw.pwr.edu.pl).

EE= Abstract: This article presents a comparison of the results
of strength calculation of gears received by analytical calcula-
tions and finite element method. The text has been described
a mathematical model, the calculation and the results of the cal-
culations for analyzed pump unite. The presented results are
the effect of ongoing research and development in Laboratory
Hydraulic and Wibroacustics Machines Technical University of
Wroclaw (www.lhiw.pwr.edu.pl).

nie s3 czule na zmiane odlegtosci miedzy osiami;
mozliwa jest doktadna obrébka przy pomocy prostych na-
rzedzi uniwersalnych.

Wady:
mata powierzchnia styku z¢béw powoduje powstawanie na
ich powierzchni duzych naciskéw, co skutkuje zwigkszeniem
ryzyka zatarcia;
wystepuja poslizgi.

Kota zgbate o zarysie zeboéw ewolwentowym stosuje sie m.in.
w reduktorach i réznego rodzaju przektadniach oraz w pom-
pach zgbatych [1, 2, 3, 4, 7].

W celu okre$lenia wytrzymatosci kot zebatych przeprowadza
sie obliczenia naprezen zginajacych zredukowanych u podstawy
zeba oraz naprezen stykowych [1, 4, 6, 8].

Zbyt wysokie naprezenia u podstawy z¢ba moga doprowadzi¢
do odksztalcenia plastycznego zeba, co skutkuje niewta$ciwg
praca, uszkodzeniem badz zatarciem wspdtpracujacych kot lub
wylamaniem si¢ zeba [1, 4, 6, 8].



napedy i sterowanie

Przekroczenie dopuszczalnych naprezen stykowych mo-
ze doprowadzi¢ do wystgpienia zjawiska zwanego pittingiem.
Woéwczas na powierzchni zg¢ba powstaja drobne pekniecia, do
ktérych dostaje sie czynnik roboczy i powoduje ich rozszerza-
nie oraz wykruszanie czastek materiatu, ktdre nastepnie trafiaja
do obiegu, mogac uszkodzi¢ inne elementy uktadu, natomiast
zuzyte powierzchnie z¢bow tra o siebie i powoduja dalsze zu-
zywanie si¢ powierzchni [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

Na warto$¢ nacisku dopuszczalnego wplyw maja [1, 2, 3, 4, 5]:

twardo$¢ powierzchni zeba;

staranno$¢ wykonania uzebienia — wraz ze wzrostem dokfad-

nosci obrébki i gtadkosci powierzchni zebéw wzrasta trwa-

to$¢ przektadni;

smarowanie — zmniejsza sily tarcia migdzy zebami, a takze

moze obniza¢ temperature pracy. Im lepko$¢ oleju jest wigk-

sza, tym zuzycie przekladni jest mniejsze.

W celu zwiekszenia wytrzymaloéci oraz polepszenia jakosci
powierzchni zebow stosuje si¢ jej utwardzanie poprzez harto-
wanie indukcyjne albo ptomieniowe, azotowanie lub nawegla-
nie. W wyniku tego zabiegu otrzymuje si¢ odporna na $cieranie
i twardg powierzchnie oraz plastyczny rdzen [1,2, 3,4, 5,6, 7, 8].

W niniejszym artykule zestawiono dwa podejscia do zagad-
nienia wytrzymalosci kot zgbatych stosowanych w hydraulicz-
nych pompach zebatych. Postuzono si¢ znanymi metodami
analitycznymi do wyznaczania doraznej wytrzymalosci zebow
na zginanie oraz na naciski powierzchniowe. Dodatkowo dla
wyznaczonych analitycznie warto$ci obcigzenn wykonano obli-
czenia numeryczne.

2. Model analityczny

Jak juz wspomniano wcze$niej, w pompie zebatej obracajg-
ce si¢ kota powoduja przemieszczanie cieczy znajdujacej sig
w przestrzeniach miedzyzebnych z obszaru ssania do obsza-
ru tfoczenia. W strefie tloczenia panuje wyzsze ci$nienie niz
w ssacej, ktore powoduje obrdt kot w przeciwnym kierunku
niz kierunek tloczenia. Aby temu przeciwdziata¢, nalezy na
oba kola przytozy¢ odpowiedni moment. Ze wzgledu na to,
ze w rozpatrywanej konstrukcji pompy tylko jedno koto jest
napedzane, na waltek napedowy pompy nalezy przylozy¢ mo-
ment réwny sumie momentow na kotach czynnym i biernym
[9,11, 12, 14]. Obliczenia przeprowadzono dla dwdch wartosci
ci$nien tloczenia: ci$nienie nominale p,,,,, = 28 MPa oraz ciénie-
nie maksymalne p,,., = 32 MPa. Do obliczen przyjeto nastepu-
jace uproszczenia [1, 9, 12]:

nie ma strat tarcia;

odcinek przyporu jest linig prosta;

zeby kot zebatych nie ulegaja odksztalceniu;

zazebienie wystepuje w jednym punkcie w danym momencie;

ciecz jest niescisliwa;

wystepuje luz miedzy zebami.

Moment na kole czynnym M i biernym M, opisany jest na-
stepujacymi zalezno$ciami [9, 12]:

pb
M, =7(r‘42,1 —e) (1)

ssanie —

ttoczenie
Rys. 1. Schemat pompy zebatej [16]
pb
M, = 7(7”‘42/2 —-e; @)

gdzie:

p - jest ci$nieniem ttoczenia;

b - szeroko$cig wienca;

r,, — promieniem wierzchotkowym;

e — odleglo$cia punktu styku od osi kota.

Punkty na rysunku 2 oznaczone literami A, B, C, D s3 to
punkty zazebienia, znajdujace si¢ na linii przyporu, dla ktérych
wykonano obliczenia. Punkty A', B, C', D' ukazujg, w jakich
miejscach na powierzchni zeba kola czynnego nastepuje za-
zebienie.

Moment na watku pompy wynosi [12]:

My, = M, + M, (3)

W tabeli 1 przedstawiono uzyskane wyniki momentu dzia-
tajacego na koto bierne i czynne oraz moment przytozony do
watu badanej pompy.

Korzystajac z wyznaczonych wartosci momentu, mozna wy-
znaczy¢ naprezenie skrecajace watek [15]:

Ts =77 (4)

gdzie W, jest wskaznikiem wytrzymato$ci na skrecanie dla watu
o $rednicy d,, [15]:

d3,

Wo=—¢ 5
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Tabela 1. Zestawienie warto$ci momentéw na kole czynnym, biernym i watku napedowym [16]

Wartosé dla punktu styku

Opis Zmienna Jednostka
s ] B | c | o0
Moment na kole czynnym dla prom M [Nm] 0,0 45,6 76,3 94,2
Moment na kole czynnym dla prax M [Nm] 0,0 52,1 87,2 107,6
Moment na kole biernym dla p,.om M, [Nm] 114,3 98,8 76,3 53,6
Moment na kole biernym dla ppax M, [Nm] 130,6 1129 87,2 61,3
Moment na watku pompy dla prom M, [Nm] 114,3 1444 152,6 1478
Moment na watku pompy dla prmay M,, [Nm] 130,6 165,0 174,4 168,9
kolo czynne
L _ o
: Linia przyporu
—_—
' C
P
‘PZ
™ &
I
—
\—\\
koto bieme ,_.i
( , \ b"r' TRERERELE

Rys. 2. Odleglosci punktéw przyporu od srodkéw kot zebatych [16]

Rys. 3. Model wykorzystany do obliczen wytezenia zeba u podstawy [1]

W celu wyznaczenia wyteZenia zeba u podstawy konieczne
jest okreslenie wszystkich sktadowych naprezen w przekroju
niebezpiecznym. Zab mozna traktowa¢ jako jednostronnie
utwierdzong belke, a przekrojem niebezpiecznym jest najwez-
szy przekroj w rejonie utwierdzenia, a wiec w obszarze stopy
zeba. Obcigzenie mozna roztozy¢ na dwie sktadowe, prostopad-
ta i réwnolegla do osi zgba, ktdre generujg zginanie, $ciskanie
i §cinanie z¢ba. Na rysunku 3 przedstawiono model dziatania
sit wraz ze stosownymi oznaczeniami.

Z powyzszego rysunku mozna wyznaczy¢ sume momentow
zginajacych zab u podstawy [1]:

Mg = P,hsin(¥) + P,s, cos(¥9) (6)

gdzie:

p. — jest sifg dzialajacg wzdluz linii przyporu na zab;
9 - kat pomiedzy linig przyporu a symetralna zeba;

h - ramie momentu zginajacego;

5. — potowa grubosci zeba w punkcie przylozenia sily;
e — odlegto$cig punktu styku od osi kota.
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Sife dzialajacg wzdluz linii przyporu na koto czynne obliczo-
No Wg WZoru:

M
p== (7)
Tp
gdzie 1, jest promieniem kota zasadniczego i wynosi:
1, = 17 cos(ay) (8)

Wyznaczajac wartosci dziatajagcego momentu gnacego na
podstawe zeba, mozemy wyznaczy¢ warto$¢ naprezenia gna-
cego zgodnie z ponizsza zaleznoscig [1]:

)

QQ
|
mg |ca:§

Znajac szeroko$¢ wienca kota zebatego b oraz grubosé ze-
ba u podstawy s; mozna obliczy¢ wskaznik wytrzymatosci na
zginanie[1]:



w,=—L (10)

gdzie:
b - jest szeroko$cia wienca;
sy — grubo$¢ zeba w rozpatrywanym przekroju.

Naprezenia $ciskajace o, i naprezenie $cinajace T wyznaczono
zgodnie z zalezno$ciami [1]:

o, = P, cos(9) (11)
be
P, cos(a)
= (12)

be

Naprezenie zredukowane wg Hubera obliczono ze wzoru [1]:

Oreqd = \/(ag - ac)z + 372 (13)

Jak wspomniano we wstepie, poza wytrzymaloscig zeba
u podstawy istotng role pelnia naprezenia stykowe na po-
wierzchni czynnej zeba. Warto$ci maksymalnych naprezen
stykowych mozna wyznaczy¢ na podstawie wzoréw Hertza [1]:

,_2p 1 (1+1) 1 y
e T, (1, 1) 2 e o) 2w o) (4
20\ 5 T 5

Uwzgledniajac fakt, Ze zar6wno koto czynne, jak i bierne wy-
konane jest z tego samego materiatu, mozna uprosci¢ wzor do
nastepujacej postaci:

g2 :L*<l+l) (15)
Hmax 2nb(1-v%) \o; 0

gdzie 01, 02 s3 promieniami krzywizny stykajacych sie po-
wierzchni i dla zebow kot zebatych wynosza:

01 = ey sin(By) (16)

02 = e, sin(f) (17)

3. Obliczenia numeryczne

Obliczenia numeryczne przeprowadzono, wykorzystujac dys-
kretny model kota z¢batego powstaly poprzez natozenie siatki
typu TETRA10 o wielkosci 2 mm na uprzednio zbudowany
tréjwymiarowy model geometryczny kota czynnego. Siatke za-
geszczono przy zakrzywionych krawedziach.

reklama
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Rys. 4. Dyskretny model analizowanego kota zebatego

%,
Rys. 5. Rozktad naprezen zredukowanych u podstawy zeba i w miejscu
przylozenia sity dla punktu A dla ci$nienia nominalnego

Rys. 6. Rozklad naprezen zredukowanych u podstawy zeba i w miejscu
przylozenia sity dla punktu C dla ci$nienia maksymalnego

Powierzchnia stozkowa watu zostala unieruchomiona wzdtuz
osi Z oraz wokdt osi Z. Powierzchnie walcowe walu zostaty
unieruchomione wzdtuz osi XiY oraz wokét osi X 1Y (watl nie
ulega zginaniu). Sily przylozono do czterech réznych krawedzi
pod réznym katem. Dla kazdego punktu zazebienia rozpatrzo-
no po dwie wartosci sity, odpowiednio dla ci$nienia nominal-
nego oraz maksymalnego [16].

Obciazenie zeba zostalo zrealizowane poprzez przytozenie
sity do krawedzi odpowiadajacej linii styku. Wartos¢ i kierunek
sily P, zostaly przyjete zgodnie z obliczeniami analitycznymi
(zaleznos¢ (2.5)). Rozktady naprezen przedstawiono dla dwéch
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przypadkow: sita przytozona w punkcie A dla ci$nienia nomi-
nalnego (rys. 5) oraz sifa przylozona w punkcie C dla ci$nienia
maksymalnego (rys. 6). W obu przedstawionych przypadkach
zgodnie z oczekiwaniami obserwujemy koncentracje naprezen
w obszarze przylozenia sity, ktéry odpowiada za styk wspodtpra-
cujacych zebdw, oraz w rejonie stopy, w najwezszym przekroju
w rejonie stopy zeba.

4. Zestawienie wynikow

W tabelach 2, 3 i 4 przedstawiono wyniki obliczen otrzyma-
ne zaréwno metoda analityczng, jak i numeryczng. Obliczenia
wykonano dla tych samych punktéw zazebienia oraz obcigzen,
tak aby mozna bylo dokona¢ ich poréwnania. W celu ilo$cio-
wego ich poréwnania okreslono dwa nastepujace parametry:

Blad bezwzgledny:
Ax = |x,, — x, (18)
Btad wzgledny:
5 = P~ Xal (19)
Xa
gdzie:

x, — jest wielkoscig wyznaczong metoda analityczna;
x, — wielkoscia wyznaczong metoda numeryczna.

5. Podsumowanie i wnioski

Uzyskane wyniki daja zadowalajaca zbiezno$¢ wynikow ze
sprawdzonymi w praktyce metodami analitycznymi. Najwiek-
szy blad uzyskujemy dla naprezen stykowych i dochodzi on
niemal do 40%, jednakze biorgc pod uwage metode obciazenia
zeba w tylko jednej linii weztéw, blad ten jest dopuszczalny.
Jezeli bylaby koniecznos¢ okreslenia z wiekszg dokladnos$cia
naprezen stykowych, konieczne byloby przyjecie modelu bar-
dziej zblizonego do warunkéw rzeczywistych, w ktérym ob-
szar styku sktadalby sie z kilku weztéw w przekroju czotowym,
a wywierany nacisk bytby zamodelowany jako kontakt z zebem
kota wspotpracujacego.

Naprezenia zginajace oraz skrecajace dajg zdecydowanie
lepsza zbiezno$¢ z obliczeniami analitycznymi, ze wzgledu na
fakt, iz nie s3 one bezposrednio poddane wptywowi uproszczen
przejetych w sposobie obcigzenia zeba. Gléwng przewagg sto-
sowania metody numerycznej w obliczeniach wytezeniowych
jest mozliwo$¢ uzyskania mapy rozkladu naprezen w calej obje-
tosci modelu kota zebatego, a nie jak w przypadku metod ana-
litycznych dla rozpatrywanego przekroju. Szczegétowa analiza
rozktadu naprezen pozwala na wykrycie obszaréw, w ktérych
dochodzi do spietrzen naprezen, bezposrednio wplywajacych
na trwalto$¢ zmeczeniowa elementu.
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