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ToMmAsz SzZAREK (Katowice)

O wymiarze wykresu funkcji nigdzie nierézniczkowalnej

Kiedy w Ostenfolde (Westfalia) na $wiat przychodzit Karl Theodor Wil-
helm Weierstrass (31 pazdziernika 1815 roku), liczne grono znamienitych
matematykéw tego okresu trwalo w glebokim przekonaniu, ze kazda funk-
cja ciggla ma pochodng w znaczacym podzbiorze swojej dziedziny. Jeden
sposréd nich, A. M. Ampere!, prébowal nawet uzasadni¢ powyzsze prze-
konanie. Trudno méwié o precyzyjnym dowodzie, choéby i z tego powodu,
ze to dopiero Weierstrass ustalil standardy $cistosci, do ktorych jesteSmy
przywyczajeni w dzisiejszej matematyce.

18 lipca 1872 r. w swoim wykladzie w Akademii Berlinskiej Karl Weier-
strass, ku ostupieniu stuchaczy, przedstawil przyklad funkcji rzeczywistej,
ktéra, jest ciggla w kazdym punkcie, w zadnym natomiast punkcie nie istnieje
jej pochodna. Ma ona nastepujgcg postaé:

W(z) = Z a® cos(b*nz),
k=0

gdzie a jest liczba rzeczywista z przedziatu (0, 1), b jest dowolng liczba nie-
parzysta taka, ze
ab > 1+ 3r/2.

W czasie wykladu Weierstrass przyznal, ze styszal od uczniéw Riemanna,
ze juz ich Mistrz sugerowal istnienie kontrprzyktadu do twierdzenia
Ampere’a, to znaczy twierdzenia, ktére wyrazi¢ mozna w nastepujacy spo-
s6b: kazda funkcja ciggla jest réiniczkowalna poza kilkoma izolowanymi
punktami. Niestety kontrprzyklad ten nie zostal opublikowany i jedyna wie-
dza na jego temat pochodzi wlasnie od Weierstrassa. Z kolei funkcja We-
ierstrassa byla pierwszym opublikowanym przykladem funkcji ciaglej ni-

! A. M. Ampere, Recherches sur quelgues points de la théorie des fonctions dérivées qui
condusent a une nouvelle démonstration de la série de Taylor, et a Uexpression finie des
termes qu’on néglige lorsqu’on arréte cette série d un terme quelconque J. Ecole Polytech.
6 (1806), No. 13, 148-181.
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gdzie nierézniczkowalnej, nawiasem méwiac opublikowanym nie przez Weier-
strassa, jak moglibySmy sie domysla¢, ale przez profesora Uniwersytetu
w Heidelbergu Paula du Bois-Reymonda? Ztozong do druku prace du Bois-
Reymonda recenzowal Weierstrass, ktéry w lidcie do jej autora, 23 listopada
1873 r., zwrécit uwage, ze wynik nie jest nowy i byl juz prawdopodobnie do-
brze znany Riemannowi. Pomimo to Redakcja zdecydowala sie opublikowaé
prace Reymonda, ktéry zresztg — oddajmy mu sprawiedliwo$¢ — pomiescit
w poprawionej wersji komentarze znamienitego recenzenta. »

Z czasem okazalo sie, ze pierwszenstwo, jesli chodzi o konstrukcje funkeji
cigglej, ktora w zadnym punkcie nie ma pochodnej, przystuguje jeszcze komu
innemu. Wydaje sig, ze najwczesniej, bo juz w roku 1830, taki przyklad
podal czeski matematyk Bernard Bolzano. Fakt ten odkryto jednak bardzo
pozno, a mianowicie w latach 20-tych XX wieku. Zresztg w roku 1860, a wiec
jeszcze przed wykladem Weierstrassa w Akademii Berlifskiej, inny, podobny
przyklad podal szwajcarski matematyk Charles Cellérier, opublikowano go
jednak juz po jego Smierci, w roku 1890. '

Wiasno$ciom funkcji Weierstrassa poSwiecona jest praca G. Hardy’ego
z roku 19163. Dowodzi sie w niej, ze jezeli 0 < a < 1 oraz ab > 1, to funk-
cja Weierstrassa W(z) w zadnym punkcie nie ma pochodnej ograniczonej.
Oczywiscie, jezeli ab < 1, to W(z) jest rézniczkowalna. Ostatnio M. Hata
pokazal, ze jezeli ab > 5,603 - - -, to funkcja Weierstrassa nie ma nawet po-
chodnej nieskoficzonej.

Co to jest wymiar? Zbiory na plaszczyznie takie jak punkt, linia
prosta czy wnetrze kwadratu nie przedstawiaja trudnodci dla naszej wy-
obrazni. Chcieliby$Smy, aby mialy wymiar réwny odpowiednio: zero, jeden
i dwa. Przyjmujac nowa definicje wymiaru pragnelibySmy zagwarantowac,
ze spelnione bedg cztery nastepujace wlasnosci:

(1) Dla zbioru jednopunktowego {p}, dim{p} = 0, za$ dla przedziatu
jednostkowego I, dim I = 1.

(2) Jezei X C Y, to

dim X < dimY.

(3) Jezeli {X;} jest przeliczalng rodzing domknigtych podzbioréw R™,

2 P. du Bois-Reymond, Versuch einer Classification der willkiirlichen Functionen reeller
Argumente nach ihren Aenderungen in den kleinsten Intervallen, J. Reine Angew. Math.
79 (1875), 21-37.

3 G. Hardy, Weierstrass’s non-differentiable function, Trans. Amer. Math. Soc. 17
(1916), 301-325.

4 M. Hata, Singularities of Weierstrass type functions, Journal d’Analyse Mathéma-
tique, 51 (1988), 62-90.
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to

izt

dim UXj = supdim Xj.
j=1

(4) Dla kazdego odwzorowania ® z pewnej podrodziny homeomorfizméw

z R™ do R™ zachodzi
dim(®(X)) = dim X.

Jezeli w warunku (4) przyjmiemy, ze ta podrodzina homeomorfizméw to
po prostu rodzina wszystkich homeomorfizméw z R™ do R™, dostaniemy
definicje wymiaru, ktéry bedzie topologicznie niezmienniczy. Nie jest weale
latwo pokazaé, ze punkty (1)—(4) sa niesprzeczne. Urysohn skonstruowal to-
pologicznie niezmienniczy wymiar, ktory spelnia powyzsze cztery warunki
przyjmujac przy tym wartosci catkowite. Dla wymiaru tego, zwanego wy-
miarem topologicznym, zwyczajowo przyjmuje sie oznaczenie dimp. Jego
idea opiera si¢ na uogdlnieniu postulatu zgdajacego, by wymiar kuli w prze-
strzeni 3-wymiarowej byt 3, a z kolei wymiar jej brzegu, a wiec sfery, wyno-
sit 2. W definicji wymiaru topologicznego przechodzimy bowiem indukcyjnie
z wymiaru brzegu danego zbioru do wymiaru samego zbioru. Wiecej szcze-
gb6léw na temat wymiaru topologicznego odnalezé mozna w klasycznej juz
monografii Hurewicza i Wallmana®. Miedzy innymi mozemy sie tam zapo-
znaé z niezwykle pasjonujacymi prébami uogdlniania dostepnych kazdemu
intuicji dlugosci, powierzchni czy objetosci zbioru na juz nieintuicyjne, bar-
dzo skomplikowane podzbiory przestrzeni euklidesowych. Wymienmy w tym
miejscu nazwiska najwiekszych, ktérzy mierzyli si¢ z tym problemem: Borel
zainicjowal badania w tym kierunku, zachecal zreszta Lebesgue’a do pracy
nad teorig miary i calki na poczatku XX wieku; Carathéodory uogdlnil
idee lebesgue’owskie rozwazajac miary s-wymiarowe w przestrzeniach R™;
Hausdorff zauwazyl, ze s ma sens réwniez wtedy, gdy przyjmuje wartosé
utamkows. Stad juz tylko krok do definicji wymiaru Hausdorffa.

Niech A bedzie dowolnym podzbiorem przestrzeni R*. Dlaa > 0ie >0
definiujemy miare zewnetrzng zbioru A wzorem

HE(A) = inf Y |44]°,

gdzie infimum przebiega po wszystkich rodzinach zbioréw A; takich, ze A C
\J A4;, oraz |A;| < e, gdzie || oznacza $rednice zbioru A. a-wymiarowg miare
Hausdorffa zbioru A definiujemy nastepujacym wzorem

H(A) = lim HZ(A).
£—
Wymiarem Hausdorffa zbioru A nazywamy warto$¢
dimH A= inf{a P 0: HQ(A) = 0}

5 W. Hurewicz, H. Wallman, Dimension Theory, Princeton Univ. Press, 1948.
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Warto zauwazyé, ze wymiar Hausdorffa spelnia warunki (1)-(4), przy
czym jest on niezmienniczy ze wzgledu na wszystkie transformacje lipschit-
zowskie takie, ze transformacje do nich odwrotne sg réwniez lipschitzowskie
(tzw. transformacje bi-lipschitzowskie).

Niepodobna nie wspomnie¢, ze niektorzy nazywaja fraktalem kazdy taki
zbidr, ktérego wymiar topologiczny jest ostro mniejszy od wymiaru Haus-
dorffa.

Blisko zwigzany z wymiarem Hausdorffa jest tak zwany wymiar Min-
kowskiego, ktéry definiujemy w nastepujacy sposéb: gérny i dolny wymiar
Minkowskiego zbioru A okreslamy odpowiednio

_— 1
T A = limsup 28 (A)
em0 —loge
oraz
log N.(A
dim,;A = liminf 3@__5(_)’
e—0 —loge

gdzie N¢(A) oznacza najmniejsza liczbe kul o promieniu € potrzebnych do
pokrycia zbioru A. Jezeli dimys A = dim,, A, to wspdlng wartoéé nazywamy
wymiarem Minkowskiego zbioru A i oznaczamy dimps A. Spelnione s na-
stepujace nieréwnosci:

TWIERDZENIE 1. Dia kazdego zbioru A mamy
dimpr A < dimpg 4 < Q@MAF

O wymiarze wykresu funkcji Weierstrassa. W tej czesci rozwa-
zah zajmowaé sie bedziemy wymiarem wykresu funkcji. Dla funkeji f :
R — R symbolem Gy oznacza¢ bedziemy jej wykres, to znaczy zbior Gy =
{(z,f(z)) : = € R}.

Dwa nastepujace twierdzenia podaja oszacowania goérne i dolne dla wy-
miaru Minkowskiego. Przypomnijmy, ze funkcje f : R — R bedziemy nazy-
waé funkcjq B-holderowskq, jezeli istnieje stala dodatnia C' taka, iz

|f(2) = f(y)| < Clz - yIf
dla z,y € R.

TWIERDZENIE 2. Niech f : R — R bedzie funkcjqg B-holderowskg dla
B € (0, 1] Wowczas dimMGf <2-p.

6 Pierwsza z tych nieréwnodci to tak zwane twierdzenie Szpilrajna z roku 1937. Ostatnio
A. Lasota zaproponowal badanie innego wymiaru, tzw. wymiary koncentrujgcego albo
Léuvy’ego. Mozna pokazad, ze jest on niemniejszy niz wymiar topologiczny i niewiekszy od
wymiaru Hausdorffa. Zob. J. Myjak, T. Szarek, Szpilrajn type theorem for concentration
dimensions, Fund. Math. 172 (2002) 19-25.
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Oszacowanie dolne dla dolnego wymiaru Minkowskiego wymaga nalo-
zenia dodatkowych zalozen na funkcje. Otéz bedziemy méwili, ze funkcja
f : R — R jest odwrotnie B-hélderowska, jezeli istnieje stala ¢ > 0 taka,
ze dla kazdego przedzialtu [t, s istnieje podprzedzial [t1, s1] 1 spelniony Jest
warunek |f(t1) — f(s1)] > c|t — s|P.

TWIERDZENIE 3. Niech f : R — R bedzie funkcjg odwrotnie B-hélderow-
skg. Wowczas dim,, G5 > 2 — 3.

W cytowanej uprzednio pracy G. Hardy dowodzi, ze jezeli ab > 1,
to wéwczas funkcja Weierstrassa W(x) jest f—holderowska i odwrotnie (-
holderowska dla
5= llog a‘

ogb
Wobec tego wnioskiem z Twierdzen 2 i 3 jest nastepujgcy fakt:

TWIERDZENIE 4. Jezeli ab > 1, to
loga
logh

Dla wymiaru Hausdorffa sytuacja nie jest taka prosta. W zasadzie nie
dysponujemy narzedziami, ktére pozwalaja szacowaé wymiar Hausdorffa od
dotu. Jedyne jakie posiadamy, to tak zwany lemat Frostmana'. Oczywidcie

z Twierdzen 11 4 natychmiast otrzymujemy oszacowanie gérne dla wymiaru
Hausdorffa:

dimpy; Gw =2+ ——

TWIERDZENIE 5. Jezeli ab > 1, to

loga

logb’

Problem oszacowania dolnego pozostaje w zasadzie otwarty. Wyniki,

ktére w tym zakresie istnieja, z pewnoscig maja charakter czeSciowy i nie
w pelni zadowalajacy. I tak D. Mauldin i S. Williams wykazali®, ze jezeli

ab > 1, to
loga 1

Niedawno F. Przytycki i M. Urbanskl dowiedli®, ze w przypadku, gdy
ab > 1, wykres funkcji Weierstrassa jest fraktalem, to znaczy

dimpy Gw > 1.

dimg Gw <2+

7 K. Falconer, Fractal Geometry: Mathematical Foundations and Applications, John
Wiley & Sons, 1990.

& R. D. Mauldin, S. C. Wiliams, On the Hausdorff dimension of some graphs, Trans.
Amer. Math. Soc., 298 (1986), 793-803.

0 B Przytycki, M. Urbanski, On the Hausdorff dimension of some fractal sets, Studia
Math., 93 (1989), 155-186.
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Hipoteza méwiaca, ze
loga

dimg Gw =2+ .
log b

wcigz czeka na pogromcee.
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