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1. Wprowadzenie

Proces wyznaczania rezultatu pomiarów obejmuje statystyczne 
szacowanie wartości i rozszerzonej niepewności menzurandu. 
Ocenia się je na podstawie próbki zawierającej dane obserwa-
cji pomiarowych pobrane z ich populacji o losowym rozrzucie 
wartości. Rozrzut ten można modelować określonym rozkła-
dem prawdopodobieństwa. W większości stosuje się jednomo-
dalne rozkłady symetryczne, w tym głównie rozkład normalny 
(Gaussa) oraz rozkłady: równomierny, trójkątny, trapezowe, 
Laplace i inne [1]. W przewodniku GUM [2], traktowanym jak 
norma międzynarodowa, zaleca się by rozrzut danych pomia-
rowych opisywać niepewnością typu A wyniku pomiaru i sza-
cować ją identycznie, jak dla rozkładu normalnego. Sposób 
ten jest jednak niepoprawny przy konieczności modelowania 
rozrzutu danych pomiarowych rozkładami niegaussowskimi. 
Z identyfikacji i analizy danych pomiarowych występujących 

w praktyce pomiarowej wynika, że w niektórych przypadkach 
trzeba też stosować rozkłady niesymetryczne wskutek występo-
wania asymetrycznych błędów przypadkowych [3–6]. Powstają 
one przy nieliniowym równaniu pomiaru, skorelowaniu torów 
pomiarowych oraz istnieniu zarówno stałych jak i zmieniają-
cych się deterministycznie w trakcie pomiarów niezidentyfiko-
wanych, a więc i nieusuniętych błędów systematycznych. 

Jedną z ostatnio proponowanych zmian w zaleceniach GUM 
jest stosowanie podejścia Bayesa [7, 8] wraz z metodą najwięk-
szej wiarygodności. Do prawidłowego doboru metody pomiaru 
oraz obliczenia niepewności pomiarów niezbędna jest wstępna 
identyfikacja i przybliżenie rozrzutu danych odpowiednim dla 
danego zadania pomiarowego rozkładem prawdopodobieństwa 
[9]. Realizuje się to zarówno metodami analitycznymi [10], jak 
i przy pomocy modelowania statystycznego metodą Monte Carlo 
[2, Supl. 1], [15]. Podejście Bayesa wymaga jednak informacji 
a priori o funkcji rozkładu danych pomiarowych. Cechuje je 
także potencjalnie wysoki stopień złożoności przy analizie para-
metrów. W pracy [11] i w monografii [24 rozdz. 9] przedstawiono 
podejście alternatywne, które nie wymaga identyfikacji rozkładu. 
Polegała ona na rozmnożeniu danych próbki pomiarowej metodą 
bootstrap i sprawdzeniu, który ze zbioru jedno- i kilkuelemento-
wych estymatorów ma dla tych danych najmniejszą wariancję.

Poniżej omawia się inne podejście alternatywne o nazwie 
Metoda Maksymalizacji Wielomianu i akronimie PMM utwo-
rzonym od angielskiej wersji tej nazwy. Metodę tę zapropo-
nował Kunchenko [15, 16]. Umożliwia ona tworzenie modeli 
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Streszczenie: Przedstawiono sposób wyznaczania estymatorów wartości i niepewności 
menzurandu niekonwencjonalną metodą maksymalizacji wielomianu stochastycznego (PMM) dla 
próbki danych pomiarowych pobranych z populacji modelowanej zmienną losową o rozkładzie 
niesymetrycznym. W metodzie PMM stosuje się statystykę wyższego rzędu i opis z użyciem 
momentów lub kumulantów. Wyznaczono wyrażenia analityczne dla estymatorów wartości 
i niepewności standardowej typu A menzurandu za pomocą wielomianu stopnia r = 2. Niepewność 
standardowa wartości menzurandu otrzymana metodą PPM zależy od skośności i kurtozy rozkładu. 
Jest ona mniejsza od średniej arytmetycznej wyznaczanej wg przewodnika GUM i bliższa wartości 
teoretycznej dla rozkładu populacji danych. Jeśli rozkład ten jest nieznany, to estymatory momentów 
i kumulantów wyznacza się z danych pomiarowych próbki. Sprawdzono skuteczność metody PMM dla 
kilku podstawowych rozkładów.  
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opartych na statystyce wyższego rzędu dla różnych funkcji 
zmiennych losowych. Wzory stają się prostsze, gdy w opisie 
używa się kumulantów, które łatwo wyznacza się numerycznie za 
pośrednictwem momentów. Metodę PMM można stosować jako 
narzędzie matematyczne do przetwarzania danych statystycz-
nych w takich dziedzinach jak: rozpoznawanie obrazów funkcji 
[17], identyfikacja punktu wystąpienia zmian statystycznych 
parametrów sygnału (ang. change point) [18, 19], wykrywanie 
i estymacja parametrów sygnałów na tle niegaussowskich zakłó-
ceń [20] oraz wielu innych. Autorzy badają możliwości zastoso-
wania metody PMM w metrologii i technice pomiarowej, w tym 
do wyznaczania ocen wartości i niepewności pomiarów. Badania 
te wykazały już, że metoda ta (w połączeniu z opracowaniem 
modeli probabilistycznych opartych na statystyce wyższych rzę-
dów i ich opisem przez momenty i kumulanty) ma szereg zalet. 
Upraszcza się proces syntezy i można równocześnie uwzględnić 
probabilistyczne właściwości kilku parametrów. Poprawia się 
szacowanie dokładności pomiarów, gdyż wariancje estymowa-
nych parametrów są wówczas mniejsze. Mniejsze też jest praw-
dopodobieństwo błędnych decyzji.

Opis różnych rozkładów prawdopodobieństwa przez kumulanty 
wykorzystuje się dotąd bardzo rzadko w praktyce pomiarowej. 
Jest on mniej znany niż z użyciem momentów rozkładu, mimo 
że wzory używane w analizie zmiennych losowych są prostsze. Na 
przykład rozkład normalny ma nieskończenie wiele momentów 
parzystych, zaś wszystkie jego kumulanty rzędu r > 2 są równe 
zeru. Omówimy krótko podstawowe właściwości kumulantów. 

Kumulanty są współczynnikami rozwinięcia w szereg Taylora-
-MacLaurina logarytmu charakterystycznej funkcji fξ(u) zmien-
nej losowej ξ [21]. Opisują to wzory:

ξκ −
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gdzie: kr – kumulant rzędu r, pξ(x) – funkcja gęstości prawdo-
podobieństwa (PDF).

W analizie statystycznej używa się też bezwymiarowych współ-
czynników kumulantów γ κ κ −= /2

2 .r
r r  Najbardziej znane są: 

współczynnik kumulanta asymetrii g3 oraz współczynnik kumu-
lanta kurtozy g4. Zalety użycia kumulantów [21] są następujące:

 − są to odrębne parametry statystyczne rozkładów zmiennej 
losowej, alternatywne do momentów i w pewnym stopniu nie-
zależne od siebie; 
 − kumulanty wyznacza się bardzo prosto z momentów próbki 
(tabela 1 kolumna lewa);
 − pewną liczbą kumulantów wyższego rzędu (lub ich współczyn-
nikami) można scharakteryzować w prosty sposób stopień 
niegaussowości zmiennej losowej;
 − bardzo ważną właściwością kumulantów jest ich niezależność 
(inwariantność) na przesunięcie argumentu i zmiany skali 
zmiennych losowych (tab.1 kolumna prawa),

 − wła�
������addytywności, tj. kumulant i-tego rzędu dla sumy 
niezależnych statystycznie zmiennych losowych jest sumą 
kumulantów wszystkich składowych tego rzędu.
Przykładem zastosowania tego opisu właściwości zmiennej 

losowej w metrologii jest zaproponowana w [12] metoda kur-
tozy do wyznaczania błędu pomiaru sumy zmiennych losowych 
o różnych rozkładach. Jednak zakres stosowania algorytmu tej 
metody ogranicza się do składowych losowych opisywanych 
symetrycznymi rozkładami PDF (funkcja gęstości prawdopo-
dobieństwa), a jej analityczno-graficzny sposób realizacji jest 
trudny do automatyzacji.

W pracy [13], za pomocą kumulantów wykonano analizę 
modeli układów pomiarowych z addytywnymi i multiplikatyw-
nymi błędami przypadkowymi w torach przetwarzania sygnałów. 
Zaś w [14] zbadano szczegółowo rolę współczynnika kumulanta 
rzędu 4 (kurtozy) jako istotnego parametru rozkładów syme-
trycznych. Zależności pierwszych czterech kumulantów próbki 
od jej momentów początkowych oraz podstawowe operacje 
na kumulantach podano w tabeli 1. Wzory dla k2 i następ-
nych upraszczają się jeśli a1 = 0, czyli gdy wyraża się je przez 
momenty centralne próbki. 
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Zastosowanie metody maksymalizacji wielomianu stocha-
stycznego PMM jako niekonwencjonalnego narzędzia mate-
matycznego do wyznaczania parametrów wyniku pomiarów 
wielokrotnych o wartościach danych pobranych losowo 
z rozkładu symetrycznego autorzy omówili w [23]. Poni-
żej przedstawi się zastosowanie metody PMM dla próbek 
danych pomiarowych z rozkładów asymetrycznych. Celem tej 
pracy jest:

 − zastosowanie metody maksymalizacji wielomianu (o angiel-
skim akronimie PMM) do syntezy algorytmów estymacji 
parametrów menzurandu dla modeli rozkładu błędów asy-
metrycznych opisanych kumulantami,
 − analiza teoretyczna dokładności estymatorów parametrów wie-
lomianu,
 − zbadanie skuteczności powyższych algorytmów modelowa-
nia statystycznego.
Rozpatrywać będziemy pomiary stałej wartości oczekiwanej 

q pojedynczej wielkości mierzonej jako szczególny przypadek 
instrumentalnego badania menzurandu. Wynik pomiaru wyzna-
cza się na podstawie szeregu powtórzonych obserwacji pomia-
rowych tej wielkości, lub zależnego od niej sygnału x. Wskutek 
wielu różnych oddziaływań zewnętrznych i wewnętrznych oraz 
niedoskonałości instrumentarium (przyrządy, system pomiarowy) 
wartości pozyskanych obserwacji, czyli surowe dane pomiarowe 
podlegają rozrzutowi. Są one obarczone występowaniem niepo-
żądanych składowych, tj. błędami pomiarowymi o charakterze 
zdeterminowanym (błędy systematyczne o wartościach: stałych 
i zmiennych, dryft oraz zakłócenia oscylacyjne) oraz losowym 

Tabela 1. Wzory łączące kumulanty i momenty początkowe oraz podstawowe właściwości kumulantów
Table 1. Patterns connecting cumulants and initial moments and basic properties of cumulants

Wyznaczanie kumulantów z momentów 
początkowych 

Podstawowe właściwości kumulantów 

równoważność

inwariantność

jednorodność

addytywność
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(błędy przypadkowe, outliery). Surowe dane należy oczyścić 
z błędów systematycznych o wartościach znanych a priori, lub 
wykrytych w procesie pomiarowym [24 rozdz.2]. Dane pomia-
rowe koryguje się poprzez poprawki, a wpływy o nieznanych 
wartościach, ale o przewidywanych zakresach ich zmian, rando-
mizuje i opisuje się niepewnością typu B [2]. 

Ze skorygowanych eksperymentalnych danych próbki, jako 
wynik pomiarów wyznacza się metodami statystycznymi esty-
mator wartości menzurandu θ̂  oraz rozkład niepewności typu A 
i jej wartość standardową uA. Niepewność rozszerzoną U, czyli 
przedział, w którym może znajdować się wynik pomiarów z okre-
ślonym prawdopodobieństwem P, otrzymuje się bądź ze splotu 
rozkładów niepewności typu A i B wyznaczony metodą Monte 
Carlo (MC) [2 Supl.1], bądź z geometrycznej sumy ich niepew-
ności standardowych 

22

BAP uukU +=

kP – współczynnik rozszerzenia zależny od rozkładu splotu i P. 

Dalszy tekst dotyczy zastosowania statystycznej metody wie-
lomianowej PMM do wyznaczania wartości i niepewności wyniku 
pomiarów. Zbiór uzyskanych i skorygowanych przez poprawki 
wartości obserwacji pomiarowych stanowi próbkę danych 

{ }nzzzz ,..., 21=  pobranych z populacji generalnej jako zbioru 
wszystkich możliwych ich wartości. Populacja ta składa się z nie-
zależnych i jednolicie rozproszonych losowo elementów opisanych 
modelem x = q + h. W pomiarach q = const jest wartością 
mierzoną, a h – dowolnie rozłożoną, w tym i asymetrycznie, 
zmienną losową opisującą właściwości probabilistyczne przypad-
kowych błędów pomiaru w postaci rozkładu prawdopodobień-
stwa, bądź przez sekwencję kumulantów i ich współczynników. 
W takim modelu matematycznym kumulant populacji pierw-
szego rzędu k1 jest wartością mierzoną wraz z przesunięciem 
o niewyeliminowany błąd systematyczny, kumulant drugiej rzędu 
k2 określa wariancję składowej losowej, a współczynniki kumu-
lantów wyższych rzędów g3, g4, ... opisują stopień odchylenia 
danego rozkładu od rozkładu Gaussa. Natomiast za pomocą 
kumulantów obliczonych ze skorygowanych danych pomiarowych 
próbki wyznacza się wynik pomiaru  jako estymator wartości 
mierzonej q oraz jego niepewność typu A.
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(PMM)

Według metody PMM podanej przez Kunchenkę [15], oszaco-
wania czyli estymatory parametrów statystycznych wielkości 
mierzonej q wyznacza się rozwiązując równanie stochastyczne 
[23, 24 rozdz.10]
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∑
θθ
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gdzie: r – jest stopniem wielomianu użytego do estymacji para- 
 
metrów, ai(q), ∑

=

=
n

v

i
vi x

n
1

1α̂  – i-tego rzędu momenty począt- 

 kowe: teoretyczny, tj. dla populacji oraz dla próbki o n 
danych pomiarowych.

Współczynniki hi(q) dla r,i 1=  są rozwiązaniami układu alge-
braicznych równań liniowych rzędu r dla warunków minimali-
zacji wariancji estymatora q, tj.:

 
( ) ( ) ( )θα

θ
θθ j

r

i
j,ii d

dFh =∑
=1

, sj ,1=  (2)

gdzie: Fi,j(q) = ai+j(q) – ai(q)aj(q)

Układ równań (2) rozwiązuje się analitycznie metodą Kra-
mera:

 

gdzie: Dr = ‖Fi,j‖; ( r,j,i 1= ) – wyznacznik główny układu 
równań (2) o wymiarze r, Dir – wyznacznik otrzymany z Dr po 
zastąpieniu i-tej kolumny przez kolumnę wyrazów wolnych 
układu równań (2). Dr = ‖Fi,j‖;

W pracach [15, 16] Kunczenko wykazał, że oceny wielomia-
nowe θ̂  będące rozwiązaniami układu równań stochastycznych 
o postaci (1) są spójne i asymptotycznie nieobciążone. Do 
wyznaczenia ocen niepewności pomiaru trzeba określić ilość 
wydobytej informacji o szacowanej wielkości q, opisanej ogólnie 
równaniem

 
,   (3) 

Sens statystyczny funkcji Jr,n(q) jest taki sam, jak w klasycz-
nej koncepcji Fischera o ilości informacji. Jeżeli n → ∞, to jej 
odwrotność dąży do wariancji estymatora q, tj.:

 ( ) ( )θ θσ −

→∞
=2 1

,
limr r nn

J .  (4)
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Wyrażenia analityczne staną się prostsze po dokonaniu stan-
daryzacji danych oryginalnej próbki pomiarowej, tj.:

 
( ) 21 κκ−≡ vv zx , dla n,v 1=  (5)

Otrzymuje się unormowaną próbkę { }nx,...x,xx 21= . Jest 
ona zbiorem znormalizowanych danych pomiarowych o wartości 
oczekiwanej takiej, jak estymator wartości parametru q, ale 
o wariancji równej 1.

Z podstawowego wzoru (1) dla metody PMM wynika, że przy 
szacowaniu z użyciem wielomianu stopnia r = 1, wartość esty-
matora θ̂  wielkości q jest rozwiązaniem równania:

 ( ) [ ] 011 =−
=θθ

θαθ ˆˆh ,   (6)

Z postaci wyrażenia (6) wynika, że przy dowolnej wartości 
czynnika h1(q) ≠ 0 można je przekształcić w statystykę liniową. 
Estymator  parametru q jest wówczas średnią arytmetyczną:

 
( ) ∑

=

=
n

v
vx

n
1

1

1θ̂    (6a)

Estymator  o postaci (6a) jest też oszacowaniem wartości 
oczekiwanej zmiennej losowej wyznaczanym klasyczną metodą 
momentów (MM). Estymator o postaci (6a) ma najmniejszą 
wariancję dla danych pomiarowych próbki tylko wtedy, gdy 
zmienna losowa ma rozkład Gaussa i ponadto jej pobrane losowo 
wartości { }nxxxx ,..., 21=  nie są skorelowane [1, 24 rozdz. 3]. 

Jeśli rozkład danych pomiarowych jest inny niż normalny, to 
do wyznaczenia estymatorów o niepewności mniejszej niż dla 
wartości średniej należy stosować metody alternatywne. Należy 
też do nich niekonwencjonalny sposób szacowania estymatorów 
nieliniowych metodą PMM, która wykorzystuje optymalizację 
wielomianów stochastycznych.

Według metody PMM z wielomianem stopnia r = 2 (i przy 
unormowaniu danych próbki) estymatorem parametru q jest 
rozwiązanie równania:
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( )[ ] ( ) ( )[ ] 012

2211 =+−+−
=θθ

θαθθαθ ˆ
ˆhˆh  (7)

gdzie: h1(q) i h2(q) – współczynniki optymalne.

Współczynniki h1(q) i h2(q) dla r = 2 minimalizują wartość 
poszukiwanego estymatora parametru q. Znajduje się je rozwią-
zując układ dwóch równań liniowych o postaci (2)

 h1(q) + h2(q)[2q + g3] = 1

 h1(q)[2q + g3] + h2(q)[4q 2 + 4qg3 + (2 + g4)] = 2q

Otrzymuje się wyrażenia:

 
( ) θ γ γ
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γ γ
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1 2
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2
h , (8a)
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θ
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3

2 2
3 42

h  (8b)

Po wstawieniu tych współczynników do (1), równanie służące 
do oszacowania parametru q przyjmuje postać:

( ) ( )
θ θ

γ θ γ α γ θ γ α γ α
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − + + − =⎣ ⎦⎣ ⎦
2

3 3 1 4 4 1 3 2 ˆ
ˆ ˆ ˆ2 2 2 1 0  (9)

Z analizy wyrażenia (9) wynika, że dla rozkładu symetrycz-
nego (g3 = 0), to kwadratowe równanie przekształca się w liniowe 
o jednym tylko rozwiązaniu, takim samym jak dla równania (6). 
Jeśli g3 ≠ 0, to równanie (9) ma dwa pierwiastki:

 
( ) ( )γ γ
θ α α α

γ γ
⎛ ⎞+ +⎡ ⎤= − ± − − + ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

2
24 4

1 2 12 1,2
3 3

2 2ˆ ˆ ˆ ˆ1
2 2

 (10)

Przy stosowaniu metody wielomianowej PMM, jeśli istnieje 
kilka możliwych rozwiązań równania (6), to należy wybrać pier-
wiastek będący liczbą rzeczywistą. Według wzoru (3) pozyska 
się wówczas maksymalną ilość informacji Jrn(q) i najmniejszą 
wartość wariancji.

W przedstawianych tu badaniach dotyczących zastosowania 
metody PPM w analizie pomiarów, zasadę wyboru pierwiastka 
równania (10) jako optymalnego estymatora parametru q okre-
śla punkt zmiany znaku współczynnika asymetrii, tj. dla g3 = 0. 
Tak więc oszacowaniem parametru q, wyznaczonym za pomocą 
wielomianu stopnia r = 2, jest estymator ( )2θ̂

 ( ) ( ) ( )θ θ δ= +
2 1 2

ˆ ˆ , (11)

o współczynniku korekcyjnym ( )2δ  w postaci rozwiniętej 
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Metodą wielomianową PMM i parametry wyznaczane z danych 
próbki za pomocą wielomianu r-tego stopnia oznaczać się 
będzie dalej w tekście dolnym indeksem (r). 

Niepewność pomiaru wg metody PMM(r) proponuje się oce-
niać ilościowo za pomocą współczynnika redukcji wariancji

   (12)

Jest to stosunek wariancji  odchyleń od estymatora  
parametru q, wyznaczonego metodą PMM(r) oraz wariancji 
odchyleń od estymatora liniowego 

 
opisanego wzorem (6a) 

i szacowanego metodą PMM(1) z wielomianem stopnia r  =  1 
(czyli tak samo, jak metodą momentów MM).

Estymator liniowy 
 
o postaci (6a) jest nieobciążony (o war-

tości początkowej równej zeru) i zgodny [1]. Jego wariancja 
nie zależy od wartości szacowanego parametru, ale wyłącznie 
od wariancji składowej losowej danych pomiarowych (kumulant 
drugiego rzędu k2  = m2) i od ich liczby n w próbce:

 
 (13)

Z wyrażenia (8) opisującego optymalne współczynniki metody 
PMM oraz w oparciu o wzór ogólny (3) można otrzymać ilość 
informacji o estymatorach parametru q, którą uzyskuje się 
z próbki o wielkości n za pomocą wielomianów stochastycznych 
stopnia r = 2:

 ( )θ
γ

κ γ γ
+

=
− +

4
2 2

2 3 4

2
2n

nJ ,

Asymptota wariancji ( )
2

2θσ  jest odwrotnością J2n(θ), tj.
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γκ
σ

γ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

2
2 32

2
4

1
2n

 (14)

Współczynnik zmniejszenia wariancji wyniesie wówczas

 
( )

4

2
3

2
2

1
γ

γ
θ +

−=g    (15)

Jest on funkcją współczynników g3 i g4 kumulantów skośności 
i kurtozy i nie zależy od liczby n danych próbki.

Współczynniki kumulantów wyższych rzędów nie mogą przyj-
mować wartości dowolnych i ich granice są ze sobą powiązane 
[15]. Przykładem jest powiązanie granic wartości współczynni-
ków kumulantów g3 i g4. Z analizy wzoru (15) wynika, że bez-
wymiarowy współczynnik redukcji (zmniejszania) wariancji g(θ)2 
ma zakres (0; 1], zaś dopuszczalne wartości współczynników 
kumulantów ogranicza nierówność γ γ+ ≥ 2

4 32 .

Rys. 1. Zależności współczynnika redukcji wariancji  
g(q)2 = s2 

(q)2r /s2 
(q)1  estymatora wartości menzurandu według metody 

PMM(2) (z wielomianem stopnia 2) od współczynników kumulanta g3, g4
Fig 1. Dependence of the variance reduction coefficient g(q)2 = s2 

(q)2r /s2 
(q)1  

calculated by the 2nd order polynomial method PMM(2) from cumulative 
coefficients  g3, g4

52

C�����������
����
��������
��!��!	��!��������
�����!�����������
������������! ��������	����������	�������X%

Y

P O M I A R Y • A U T O M A T Y K A • R O B O T Y K A  NR 1 /2018



Na rysunku 1 przedstawiono zależności współczynnika g(θ)2 
od współczynnika asymetrii g3 dla kilku stałych wartości współ-
czynnika kurtozy g4 jako parametru.

Krzywe z rysunku 1 wykazują, że wariancja estymatora wg 
metody PMM(2), tj. z wielomianem drugiego stopnia znacząco 
maleje ze wzrostem asymetrii rozkładu (wartości bezwzględne 
|g3| współczynników asymetrii i osiąga zero na brzegach obszaru 
dopuszczalnych wartości g3, które wzrastają wraz z g4.

���3
���
���������������
�������������
PMM 

Na podstawie przeprowadzonych rozważań opracowano pakiet 
oprogramowania w środowisku programowym MATLAB. Przy 
asymetrycznie rozproszonych danych pomiarowych pakiet ten 
umożliwia przeprowadzanie modelowania statystycznego nie-
zbędnego do wyznaczenia estymatora menzurandu propono-
waną wielomianową metodą PMM opartą na statystykach 
wyższego rzędu i kumulantach. Podstawą algorytmu pakietu 
jest wiele eksperymentów symulowanych metodą Monte Carlo. 
Umożliwia on analizę porównawczą dokładności różnych algo-
rytmów estymacji statystycznej, a także zbadanie właściwości 
probabilistycznych estymatorów wielomianowych.

Otrzymywana empirycznie wartość współczynnika ( )2θg � 1 
wg wzoru (12), wyraża względne zmniejszenie wariancji estyma-
tora i może stanowić kryterium porównawcze skuteczności 
metody PMM w stosunku do sposobu wyznaczania niepewności 
typu A wg GUM. Współczynnik ( )2θg oblicza się na podstawie 
M-krotnych eksperymentów symulacyjnych o tych samych 
początkowych wartościach obserwacji pomiarowych parametrów 
modelu. Estymator współczynnika ( )2ˆ θg tworzy się jako stosunek 
empirycznie oszacowanych wariancji ( )

2
2

ˆ θσ  estymowanego para-
metru (obliczonych metodą PMM z wykorzystaniem wielomianu 
2. stopnia) i wariancji ( )

2
1

ˆ θσ  liniowego estymatora tego parame-
tru wg wzoru (6).

Wiarygodność wyników symulacji uzyskiwanych za pomocą 
algorytmów estymacji statystycznej zależy od dwóch czynników:

 − liczby n elementów wektora wejściowego, tj. wartości obser-
wacji pomiarowych estymowanego parametru, 
 − liczby eksperymentów M, przeprowadzanych z tymi samymi 
warunkami początkowymi (wartości skośności i kurtozy opi-
sujące probabilistyczne właściwości modelu).
Wykonano po M = 104 obliczeń metodą Monte Carlo dla kilku 

rodzajów asymetrycznych rozkładów danych pomiarowych. Uzy-
skano z nich średnie wartości eksperymentalnego (tj. wyznaczo-

nego z danych próbki pomiarowej) współczynnika redukcji 
wariancji ( )2ˆ θg .

W obliczeniach estymatorów parametru q (11) wielomianową 
metodą PMM nie brano pod uwagę informacji a priori o rodzaju 
rozkładu, a tylko wartości jego współczynników kumulanta jako 
parametrów modelu. Wyznaczano je z wyrażeń analitycznych 
wiążących momenty i kumulanty rozkładu (Tabela 1). W prak-
tyce wstępują też sytuacje, gdy informacja o rozkładzie bada-
nych parametrów nie jest dostępna a priori. Potrzebne w analizie 
estymatory momentów można wówczas uzyskać z danych próbki, 
lub w sposób algorytmiczny przez procedury treningowe z wyko-
rzystaniem relacji asymptotycznych:

 
γ =

3
2

3 3 2
ˆ ˆ ˆm m , ( )γ = −2

4 4 2
ˆ ˆ ˆ 3m m   (16)

gdzie: im̂  – moment centralny próbki i-tego rzędu 

 
( )

=

= −∑
1

1ˆ
k i

i v
v

m x x
k

 (17)

Estymatory o postaciach (16) i (17) są zgodne i asymptotycz-
nie nieobciążone. Metodę obliczania liczby k prób treningowych 
niezbędnych do uzyskania określonej wartości względnego błędu 
oszacowania współczynników kumulanta g3 i g4 podano w [21].

Zestaw wyników uzyskanych metodą Monte Carlo podano 
w tabeli 2. Analiza danych przedstawionych w tej tabeli 
wykazuje zbieżność między wynikami obliczeń analitycznych 
i modelowaniem statystycznym. Wzrasta ona wraz z liczbą n 
elementów próbki.

W szczególności różnica między eksperymentalnymi i teore-
tycznymi wartościami współczynnika redukcji wariancji ( )2ˆ θg  
maleje wraz ze wzrostem liczby elementów próbki (np. gdy 
n = 20 to różnica ta nie przekracza 15%, a gdy n = 50 to różnica 
ta jest już mniejsza od 5%). Wyniki te potwierdzają właściwość 
asymptotyczną (4) dotyczącą wartości pozyskanej informacji 

 o estymowanych parametrach. Wzór (3) umożliwia użycie 
tej informacji do wyznaczenia wariancji estymatorów wielomia-
nową metody PMM jako rozwiązań równania ogólnego (1).

Przykłady otrzymanych empirycznie metodą Monte Carlo 
oszacowań średniej arytmetycznej i jej niepewności typu A wg 
GUM [2] oraz estymatora wartości menzurandu według metody 
PMM(2) i jego odchylenia standardowego (dla różnych asyme-
trycznych rozkładów danych) – rys. 2. Przykłady te dotyczą 
symulacji Monte Carlo o M = 104 eksperymentach i liczbie 
n  =  50 danych obserwacji pomiarowych w próbce. Na wykresach 

a)              b)                    c)           d)

Rys. 2. Wykresy pudełkowe oszacowań wartości menzurandu otrzymanych empirycznie metodą Monte Carlo (M = 104) dla próbki o n = 50 danych 
z populacji o rozkładach: a) wykładniczym; b) gamma (α = 2); c) log-normalnym; d) Weibulla
Fig. 2. Box-plot graphs empirically obtained by Monte Carlo method (M = 104) estimators of measurand for sample with n = 50 data taked from population of 
asymmetric pdf-s: a) exponential; b) gamma (α = 2); c) log-normal; d) Weibull

53

Zygmunt Lech Warsza, Serhii Zabolotnii



typu pudełkowego (ang. box-plot), pole w środkowej części zawiera 50% przedziału 
ufności estymatora, a oznaczenia dolnej i górnej granicy odpowiadają 2,5% i 97,5%.

Wykresy te potwierdzają, że metodą PMM uzyska się lepszy rezultat niż metodą 
klasyczną wg zaleceń GUM, gdyż nawet dla małych próbek o n = 20, ( ) 12 <θg , 
czyli ich wariancje są istotnie mniejsze.

Autorzy zachęcają Czytelników do 
samodzielnego sprawdzenia metodą 
Monte Carlo wyników estymacji PPM 
interesujących ich rozkładów asymetrycz-
nych, innych niż podane w tabeli 2 i do 
opracowania szczegółowych wniosków 
o zbadanych rozkładach.

Innym ważnym rezultatem modelo-
wania statystycznego jest sprawdzenie 
założenia, że wraz ze wzrostem liczby 
n pozyskanych danych rozkłady esty-
matorów parametrów wielkości mierzo-
nej q, obliczone metodą PMM według 
wzoru (11), dążą asymptotycznie do 
funkcji Gaussa. Poprawność tej hipo-
tezy dla estymatorów wyznaczanych 
metodą wielomianową PMM zbadano 
za pomocą testu Lillieforsa opartego na 
statystyce Kołmogorowa-Smirnowa [22]. 
Test ten jest wbudowany w oprogramo-
wanie MATLAB. W tabeli 3 przedsta-
wiono wyniki badania w postaci testu 
Lillieforsa. LSTAT – to wartości próbki 
badanej statystycznie, CV – krytyczna 

Rozkład 

Teoretyczne  
wartości parametrów 

Symulacje  
Monte Carlo  

�3 �4 � ���g  � ��$ �g  

n = 20 n = 50 n = 200
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� �
�

���
�
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 � = 0,5 2,83 12 0,43 0,47 0,46 0,43 

� = 2 1,41 3 0,6 0,63 0,61 0,6 

 � = 4 1 1,5 0,71 0,74 0,72 0,71 

Exponential – Gamma dla 

� = 1 
xe)x(f �� 	
 , x > 0 
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 = 1 
1 1,86 0,74 0,76 0,075 0,74 

Weibull 
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bb x
ab xf x e

a a
  

x > 0, � �

 � �� �

� �
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r
rm a
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a = 1 
b = 2 

0,63 0,25 0,82 0,84 0,83 0,82 

Tabela 2. Wyniki estymacji parametrów uzyskane metodą Monte Carlo
Table 2. Results of estimated parameters by Monte-Carlo simulation

Rozkład 

Parametery wyjściowe testu Lillieforsa 
LSTAT 

CV n = 20 n = 50 n = 200 
r = 1 r = 2 r = 1 r = 2 r = 1 r = 2

Gamma � = 0,5 0,045 0,036 0,028 0,021 0,018 0,009

0,009 

Exponential  � = 1 0,034 0,027 0,023 0,013 0,011 0,008

Gamma 
� = 2 0,021 0,017 0,013 0,012 0,009 0,007

� = 4 0,02 0,017 0,012 0,011 0,008 0,007

Lognormal  �2 = 0,1,  µ = 1 0,016 0,014 0,012 0,011 0,008 0,007

Weibull  a = 1,  b = 2 0,013 0,017 0,011 0,011 0,006 0,004

Tabela 3. Wyniki badania adekwatności liniowego modelu rozkładu (funkcja Gaussa, r = 1) 
i nieliniowego wielomianowego (r = 2), oszacowane według testu Lillieforsa
Table 3. Results of testing the adequacy of the Gaussian distribution model for linear (r = 1) and 
polynomial (r = 2) estimates on the basis of Lilliefors test
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wartość statystyki testu. Jeżeli LSTAT  < CV, to hipoteza zerowa 
jest ważna przy zadanym poziomie krytycznym.

Wyniki przedstawione w tabeli 3 uzyskano wykonując M =  104 
eksperymentów statystycznych MC dla każdego z kilku podsta-
wowych asymetrycznych rozkładów populacji danych pomia-
rowych i różnej liczby danych n próbki x oraz przy stałym 
poziomie istotności a0 = 0,05 hipotezy zerowej (rozkład Gaussa). 
Przyjęte kryterium CV = 0,009 spełniają tylko nieliczne pogru-
bione w tabeli 3 wyniki dla liczby danych w próbce n  =  200. 
Dla mniejszych n nie można rozrzutu wartości estymatorów 
menzurandu traktować jako podlegającego rozkładowi Gaussa.

Wyznaczanie estymatora wariancji menzurandu metodą wielo-
mianową PMM stopnia r należy poprzedzić podanym w punkcie 
4 unormowaniem oryginalnych danych pomiarowych, by otrzy-
mać próbkę x. Do oszacowania niepewności rozszerzonej wyniku 
pomiarów na podstawie wyrażeń analitycznych dla wariancji, 
np. takich jak otrzymane w punkcie 5 dla r  =  2, potrzebna jest 
informacja a priori o rodzaju rozkładów dla określonej liczby 
współczynników kumulanta opisujących jej właściwości proba-
bilistyczne. Nie natrafiliśmy jeszcze w literaturze na zależności 
analityczne współczynników rozszerzenia niepewności standar-
dowej dla różnych parametrów rozkładów niegaussowskich i przy 
różnej liczbie danych n. Dla określonego rozkładu i małej liczby 
danych n próbki można je wyznaczać numerycznie metodą MC. 
Jedynie dla dużych n można przyjąć, że są to rozkłady normalne.

Warto też zauważyć, że addytywne właściwości funkcji opi-
sującej kumulanty umożliwiają w prosty sposób uwzględniać 
składowe niepewności generowane przez wiele źródeł i o różnych 
właściwościach probabilistycznych.

������
����������
������	��������

Łączna analiza wyników rozważań teoretycznych i eksperymen-
tów statystycznych umożliwia sformułowanie ogólnego wniosku 
o możliwości wykorzystania narzędzia matematycznego zapro-
ponowanego przez Kunchenko, czyli metody maksymalizacji 
wielomianów stochastycznych o akronimie PPM z opisem za 
pomocą kumulantów. Metodę tę można użyć w konstruowaniu 
algorytmów do wyznaczania nieliniowych estymatorów wartości 
i niepewności menzurandu dla danych pomiarowych rozproszo-
nych losowo zarówno symetrycznie [23, 24], jak i asymetrycznie 
oraz opisanych modelem niegaussowskim.

Omówione w tej pracy badania metodą Monte Carlo wyka-
zały w szczególności, że estymacja parametrów menzurandu na 
podstawie danych próbki z rozkładu asymetrycznego, już przy 
zastosowaniu wielomianu stopnia r = 2 daje większą dokładność 
(mniejszą wariancję) niż estymacja liniowa zalecana w GUM [2], 
tj. wyznaczanie średniej arytmetycznej i jej niepewności typu A. 

Zwiększenie dokładności, czyli zmniejszenie wariancji i nie-
pewności standardowej estymatorów osiągnięto dla niegaussow-
skich niesymetrycznych rozkładów danych pomiarowych przez 
wykorzystanie dodatkowej informacji o ich właściwościach 
w postaci kumulantów rzędów r > 2. Informacja ta zależy od 
wartości i liczby kumulantów branych pod uwagę. W tej pracy 
wyrażono ją przez bezwzględne wartości współczynników kumu-
lantów skośności i kurtozy. Takie szacowanie wydaje się o wiele 
prostsze w porównaniu do wyboru rodzaju rozkładu i wyzna-
czenia parametrów jego funkcji dla danej próbki o rozproszo-
nych danych pomiarowych. To postępowanie oraz sprawdzenia 
adekwatności obu wyborów jest jednak niezbędne do oszaco-
wania niepewności. Ponadto dla małych i nawet średnich pró-
bek (n < 150) nie można jednoznacznie dokonać najlepszego 
wyboru rozkładu.

Wśród wielu możliwych kierunków dalszych badań, jako 
priorytetowe należy wymienić następujące zadania:

 − zwiększenie stopnia wielomianu stochastycznego, gdy trzeba 
uzyskać bardziej skuteczne rozwiązania;

 − analiza wpływu dokładności kumulantów rozkładu niegaus-
sowskiego na stabilność wielomianowej estymacji parame-
trów menzurandu;
 − synteza i analiza właściwości rekurencyjnych algorytmów dla 
estymacji wielomianową metodą PMM parametrów menzu-
randów wektorowych.
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Abstract: The non-standard method for evaluating estimators of the value and uncertainty type A for 
measurement data sampled from asymmetrical distributed with a priori partial description (unknown 
PDF) is presented. This method of statistical estimation is based on the mathematical apparatus 
of stochastic polynomials maximization and uses the higher-order statistics (moment & cumulant 
description) of random variables. The analytical expressions for finding estimates and analyze 
their accuracy to the degree of the polynomial r = 2 are obtained. It is shown that the uncertainty of 
estimates received for polynomial is generally less than the uncertainty of estimates obtained based 
on the mean (arithmetic average) according international guide GUM. Reducing the uncertainty of 
measurement depends on the skewness and kurtosis. On the basis of the Monte Carlo method carried 
out statistical modelling. Their results confirm the effectiveness of the proposed approach. 
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