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Streszczenie: Przedstawiono sposdb wyznaczania estymatoréw wartosci i niepewnosci
menzurandu niekonwencjonalng metodg maksymalizacji wielomianu stochastycznego (PMM) dla
probki danych pomiarowych pobranych z populacji modelowanej zmienng losowg o rozktadzie
niesymetrycznym. W metodzie PMM stosuje si¢ statystyke wyzszego rzedu i opis z uzyciem
momentdw lub kumulantéw. Wyznaczono wyrazenia analityczne dla estymatoréw wartosci

i niepewnosci standardowej typu A menzurandu za pomocg wielomianu stopnia r = 2. Niepewnos¢
standardowa warto$ci menzurandu otrzymana metodg PPM zalezy od skosnosci i kurtozy rozktadu.
Jest ona mniejsza od Sredniej arytmetycznej wyznaczanej wg przewodnika GUM i blizsza wartosci
teoretycznej dla rozktadu populacji danych. Jesli rozktad ten jest nieznany, to estymatory momentéw

i kumulantéw wyznacza sie z danych pomiarowych prébki. Sprawdzono skutecznos¢ metody PMM dla

kilku podstawowych rozktadow.
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1. Wprowadzenie

Proces wyznaczania rezultatu pomiaréw obejmuje statystyczne
szacowanie wartosci i rozszerzonej niepewnosci menzurandu.
Ocenia sie je na podstawie probki zawierajacej dane obserwa-
¢ji pomiarowych pobrane z ich populacji o losowym rozrzucie
wartosci. Rozrzut ten mozna modelowaé okre$lonym rozkta-
dem prawdopodobienstwa. W wigkszosci stosuje si¢ jednomo-
dalne rozklady symetryczne, w tym gltéwnie rozktad normalny
(Gaussa) oraz rozklady: réwnomierny, tréjkatny, trapezowe,
Laplace i inne [1]. W przewodniku GUM [2], traktowanym jak
norma miedzynarodowa, zaleca sie by rozrzut danych pomia-
rowych opisywaé niepewnoscia typu A wyniku pomiaru i sza-
cowaé ja identycznie, jak dla rozktadu normalnego. Sposéb
ten jest jednak niepoprawny przy koniecznos$ci modelowania
rozrzutu danych pomiarowych rozktadami niegaussowskimi.
Z identyfikacji i analizy danych pomiarowych wystepujacych
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w praktyce pomiarowej wynika, ze w niektérych przypadkach
trzeba tez stosowaé rozktady niesymetryczne wskutek wystepo-
wania asymetrycznych bledéw przypadkowych [3-6]. Powstaja
one przy nieliniowym rownaniu pomiaru, skorelowaniu toréow
pomiarowych oraz istnieniu zaréwno stalych jak i zmieniaja-
cych sie deterministycznie w trakcie pomiaréw niezidentyfiko-
wanych, a wiec i nieusunietych bltedéw systematycznych.
Jedna z ostatnio proponowanych zmian w zaleceniach GUM
jest stosowanie podejécia Bayesa [7, 8] wraz z metoda najwick-
szej wiarygodnosci. Do prawidlowego doboru metody pomiaru
oraz obliczenia niepewnosci pomiaréw niezbedna jest wstepna
identyfikacja i przyblizenie rozrzutu danych odpowiednim dla
danego zadania pomiarowego rozkladem prawdopodobienstwa
[9]. Realizuje si¢ to zaréwno metodami analitycznymi [10], jak
i przy pomocy modelowania statystycznego metoda Monte Carlo
[2, Supl. 1], [15]. Podejécie Bayesa wymaga jednak informacji
a priori o funkcji rozkladu danych pomiarowych. Cechuje je
takze potencjalnie wysoki stopien zlozonosci przy analizie para-
metréw. W pracy [11] i w monografii [24 rozdz. 9] przedstawiono
podejscie alternatywne, ktére nie wymaga identyfikacji rozkladu.
Polegala ona na rozmnozeniu danych probki pomiarowej metoda
bootstrap i sprawdzeniu, ktory ze zbioru jedno- i kilkuelemento-
wych estymatoréw ma dla tych danych najmniejsza wariancje.
Ponizej omawia sie inne podejécie alternatywne o nazwie
Metoda Maksymalizacji Wielomianu i akronimie PMM utwo-
rzonym od angielskiej wersji tej nazwy. Metode te zapropo-
nowal Kunchenko [15, 16]. Umozliwia ona tworzenie modeli
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opartych na statystyce wyzszego rzedu dla réznych funkcji
zmiennych losowych. Wzory staja sie prostsze, gdy w opisie
uzywa sie kumulantéw, ktore tatwo wyznacza si¢ numerycznie za
posrednictwem momentéw. Metode PMM mozna stosowaé jako
narzedzie matematyczne do przetwarzania danych statystycz-
nych w takich dziedzinach jak: rozpoznawanie obrazéw funkcji
[17], identyfikacja punktu wystapienia zmian statystycznych
parametréw sygnalu (ang. change point) [18, 19], wykrywanie
i estymacja parametréw sygnatlow na tle niegaussowskich zakto-
ceni [20] oraz wielu innych. Autorzy badaja mozliwosci zastoso-
wania metody PMM w metrologii i technice pomiarowej, w tym
do wyznaczania ocen wartosci i niepewnosci pomiaréw. Badania
te wykazaly juz, ze metoda ta (w polaczeniu z opracowaniem
modeli probabilistycznych opartych na statystyce wyzszych rze-
déw 1 ich opisem przez momenty i kumulanty) ma szereg zalet.
Upraszcza sie proces syntezy i mozna réwnoczeénie uwzglednié
probabilistyczne wlasciwosei kilku parametréw. Poprawia sie
szacowanie dokladnosci pomiaréw, gdyz wariancje estymowa-
nych parametréow sa wowczas mniejsze. Mniejsze tez jest praw-
dopodobienstwo blednych decyzji.

Opis réznych rozkladéw prawdopodobienstwa przez kumulanty
wykorzystuje sie dotad bardzo rzadko w praktyce pomiarowe;j.
Jest on mniej znany niz z uzyciem momentéw rozktadu, mimo
ze wzory uzywane w analizie zmiennych losowych sa prostsze. Na
przyklad rozklad normalny ma nieskonczenie wiele momentéw
parzystych, zas wszystkie jego kumulanty rzedu r>2 sa réwne
zeru. Oméwimy krétko podstawowe wiladciwosci kumulantéw.

Kumulanty sa wspélczynnikami rozwiniecia w szereg Taylora-
-MacLaurina logarytmu charakterystycznej funkcji fé(u) zmien-
nej losowej & [21]. Opisuja to wzory:

d"In f.(u) 1% .
d—uf ' f;(“)zg.[pf(x)ej dz

u=0 -

7

K =]

gdzie: k£, — kumulant rzedu r, pi(a:) — funkcja gestosci prawdo-
podobieristwa (PDF).

W analizie statystycznej uzywa sie tez bezwymiarowych wspol-
czynnikéw kumulantéw ¥, = K &, "2, Najbardziej znane sa:
wspoélezynnik kumulanta asymetrii y, oraz wspélezynnik kumu-
lanta kurtozy y,. Zalety uzycia kumulantéw [21] sa nastepujace:
—sg to odrebne parametry statystyczne rozkladéw zmiennej

losowej, alternatywne do momentéw i w pewnym stopniu nie-

zalezne od siebie;

— kumulanty wyznacza sie bardzo prosto z momentéw prébki
(tabela 1 kolumna lewa);

— pewng liczba kumulantéw wyzszego rzedu (lub ich wspolezyn-
nikami) mozna scharakteryzowaé¢ w prosty sposéb stopieni
niegaussowosci zmiennej losowej;

— bardzo wazna wlasciwoscia kumulantéw jest ich niezaleznosé
(inwariantno$¢) na przesuniecie argumentu i zmiany skali
zmiennych losowych (tab.1 kolumna prawa),

— wlasciwos¢ addytywnosci, tj. kumulant #tego rzedu dla sumy
niezaleznych statystycznie zmiennych losowych jest suma
kumulantéw wszystkich sktadowych tego rzedu.
Przykladem zastosowania tego opisu wlasciwosci zmiennej

losowej w metrologii jest zaproponowana w [12] metoda kur-

tozy do wyznaczania bltedu pomiaru sumy zmiennych losowych

o réznych rozkladach. Jednak zakres stosowania algorytmu tej

metody ogranicza si¢ do sktadowych losowych opisywanych

symetrycznymi rozkladami PDF (funkcja gestosci prawdopo-
dobienstwa), a jej analityczno-graficzny sposéb realizacji jest
trudny do automatyzacji.

W pracy [13], za pomoca kumulantéw wykonano analize
modeli uktadéw pomiarowych z addytywnymi i multiplikatyw-
nymi bledami przypadkowymi w torach przetwarzania sygnatow.
Zas w [14] zbadano szczegdlowo role wspétezynnika kumulanta
rzedu 4 (kurtozy) jako istotnego parametru rozkladéw syme-
trycznych. Zaleznoéci pierwszych czterech kumulantéw probki
od jej momentéw poczatkowych oraz podstawowe operacje
na kumulantach podano w tabeli 1. Wzory dla &, i nastep-
nych upraszczaja si¢ jesli a, = 0, czyli gdy wyraza si¢ je przez
momenty centralne probki.

2. Cel badan i matematyczny model
pomiarow

Zastosowanie metody maksymalizacji wielomianu stocha-

stycznego PMM jako niekonwencjonalnego narzedzia mate-

matycznego do wyznaczania parametréw wyniku pomiaréw
wielokrotnych o warto$ciach danych pobranych losowo

z rozkladu symetrycznego autorzy oméwili w [23]. Poni-

zej przedstawi si¢ zastosowanie metody PMM dla préobek

danych pomiarowych z rozkladéw asymetrycznych. Celem tej
pracy jest:

— zastosowanie metody maksymalizacji wielomianu (o angiel-
skim akronimie PMM) do syntezy algorytméw estymacji
parametréw menzurandu dla modeli rozktadu btedéw asy-
metrycznych opisanych kumulantami,

— analiza teoretyczna doktadnosci estymatoréw parametréw wie-
lomianu,

— zbadanie skutecznosci powyzszych algorytméw modelowa-
nia statystycznego.

Rozpatrywaé bedziemy pomiary statej wartosci oczekiwanej

0 pojedynczej wielkosci mierzonej jako szczegdlny przypadek

instrumentalnego badania menzurandu. Wynik pomiaru wyzna-

cza si¢ na podstawie szeregu powtdrzonych obserwacji pomia-
rowych tej wielkosci, lub zaleznego od niej sygnalu &. Wskutek
wielu réznych oddzialywan zewnetrznych i wewnetrznych oraz
niedoskonaloéci instrumentarium (przyrzady, system pomiarowy)
wartosci pozyskanych obserwacji, czyli surowe dane pomiarowe
podlegaja rozrzutowi. Sa one obarczone wystepowaniem niepo-
zadanych sktadowych, tj. bledami pomiarowymi o charakterze
zdeterminowanym (bledy systematyczne o wartosciach: stalych
i zmiennych, dryft oraz zaklécenia oscylacyjne) oraz losowym

Tabela 1. Wzory taczace kumulanty i momenty poczatkowe oraz podstawowe wtasciwosci kumulantéw
Table 1. Patterns connecting cumulants and initial moments and basic properties of cumulants

Wyznaczanie kumulantéw z momentéw L. ,
Podstawowe wlasciwosci kumulantéw
poczatkowych
K = réwnowaznosé Kk (X+¢) =Kk (X)+¢
_ 2 . . s _ .
Ky = Oy — O] inwariantno$¢  &; (X+¢) =k, (X), 22
Ky = g — 3a,a, + 20} jednorodnoéé K, (¢'X) = c'ie; (X)
K, = a, —4aza, — 33 +12a,08 — 6af addytywnoé¢  «, (X+Y) =k, (X)+«;(Y)
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(btedy przypadkowe, outliery). Surowe dane nalezy oczyscié
z bledéw systematycznych o wartoéciach znanych a priori, lub
wykrytych w procesie pomiarowym [24 rozdz.2]. Dane pomia-
rowe koryguje sie poprzez poprawki, a wplywy o nieznanych
wartosciach, ale o przewidywanych zakresach ich zmian, rando-
mizuje i opisuje sie niepewnoscia typu B [2].

Ze skorygowanych eksperymentalnych danych prébki, jako
wynik pomiaréw wyznacza si¢ metodami statystycznymi esty-
mator warto$ci menzurandu 6 oraz rozklad niepewnodci typu A
i jej wartos¢ standardowa u,. Niepewno$¢ rozszerzong U, czyli
przedzial, w ktérym moze znajdowaé si¢ wynik pomiaréw z okre-
Slonym prawdopodobienistwem P, otrzymuje sie badz ze splotu
rozktadéw niepewnosci typu A i B wyznaczony metoda Monte
Carlo (MC) [2 Supl.1], badz z geometrycznej sumy ich niepew-
noéci standardowych

_ 2, 2
U=kpyJu,+uy
k, — wspolczynnik rozszerzenia zalezny od rozktadu splotu i P.

Dalszy tekst dotyczy zastosowania statystycznej metody wie-
lomianowej PMM do wyznaczania wartosci i niepewnosci wyniku
pomiaréw. Zbiér uzyskanych i skorygowanych przez poprawki
wartosci obserwacji pomiarowych stanowi prébke danych
z ={z,,22,...zn} pobranych z populacji generalnej jako zbioru
wszystkich mozliwych ich wartosci. Populacja ta sktada si¢ z nie-
zaleznych i jednolicie rozproszonych losowo elementéw opisanych
modelem & = 6 + n. W pomiarach 0 = const jest wartoscig
mierzona, a 7 — dowolnie rozlozona, w tym i asymetrycznie,
zmienng, losowa opisujaca wtadciwosci probabilistyczne przypad-
kowych bledéw pomiaru w postaci rozktadu prawdopodobien-
stwa, badz przez sekwencje kumulantéw i ich wspotczynnikéw.
W takim modelu matematycznym kumulant populacji pierw-
szego rzedu K, jest wartosciag mierzong wraz z przesunieciem
o niewyeliminowany btad systematyczny, kumulant drugiej rzedu
k, okredla wariancje sktadowej losowej, a wspétezynniki kumu-
lantéw wyzszych rzedéw y,, y,, ... opisuja stopieii odchylenia
danego rozkladu od rozkladu Gaussa. Natomiast za pomoca
kumulantéw obliczonych ze skorygowanych danych pomiarowych
prébki wyznacza sie wynik pomiaru 6 jako estymator wartosci
mierzonej 6 oraz jego niepewno$¢ typu A.

3. Metoda maksymalizacji wielomianu
(PMM™)

Wedlug metody PMM podanej przez Kunchenke [15], oszaco-
wania czyli estymatory parametrow statystycznych wielkosci
mierzonej 6 wyznacza si¢ rozwiazujac réwnanie stochastyczne
[23, 24 rozdz.10]

r

h(0)[a-a0) =0 (1)

1
i=l 6=6

gdzie: r — jest stopniem wielomianu uzytego do estymacji para-

metrow, a(0), &, =lzx"; — i-tego rzedu momenty poczat-
n
v=1
kowe: teoretyczny, tj. dla populacji oraz dla probki o n

danych pomiarowych.
Wspélezynniki h(0) dla i = 1,  sa rozwigzaniami ukladu alge-

braicznych réwnan liniowych rzedu r dla warunkéw minimali-
zacji wariancji estymatora 6, tj.:

r d .
thi(e)]:;,j(e):%aj(e)’ Jj=1Ls (2)

gdzie: F,(6) = a, (0) — a(6)a(0)
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Uklad réwnani (2) rozwiazuje sie analitycznie metoda Kra-
mera:
A

hi(e):T7i:1,ra

r

gdzie: A = |F,; (i,j=Lr ) - wyzacznik gléwny ukladu
réwnain (2) o wymiarze r, A, — wyznacznik otrzymany z A po
zastapieniu i-tej kolumny przez kolumne wyrazéw wolnych
ukladu réwnan (2). A = |[F, [;

W pracach [15, 16] Kunczenko wykazal, ze oceny wielomia-
nowe 6 bedace rozwigzaniami ukladu réwnan stochastycznych
o postaci (1) sa spéjne i asymptotycznie nieobciazone. Do
wyznaczenia ocen niepewnosci pomiaru trzeba okresli¢ ilosé
wydobytej informacji o szacowanej wielkosci 0, opisanej ogdlnie
roéwnaniem

r

d
Jr,n(@) =n h1 (0)

= % a; (0)7 (3)

Sens statystyczny funkcji Jm(g) jest taki sam, jak w klasycz-
nej koncepcji Fischera o ilodci informacji. Jezeli n — oo, to jej
odwrotnosé¢ dazy do wariancji estymatora 0, tj.:
o, =limJ" . (4)
(9)7‘ 7‘,n(6)

n—yoo

4. Wielomianowe oszacowania wartosci
mierzonej

Wyrazenia analityczne stang si¢ prostsze po dokonaniu stan-
daryzacji danych oryginalnej probki pomiarowej, tj.:

3, =z, - )R, dia v=17 5)

Otrzymuje si¢ unormowang probke x = {x,,x,,...x, }. Jest
ona zbiorem znormalizowanych danych pomiarowych o wartosci
oczekiwanej takiej, jak estymator wartosci parametru 6, ale
o wariancji rownej 1.

Z podstawowego wzoru (1) dla metody PMM wynika, ze przy
szacowaniu z uzyciem wielomianu stopnia r = 1, wartos¢ esty-
matora € wielkodci 0 jest rozwiazaniem réwnania:

]"1(9) [d1 _9”925, =0, (6)

Z postaci wyrazenia (6) wynika, ze przy dowolnej wartosci
czynnika h,(6) # 0 mozna je przeksztalci¢ w statystyke liniowa.
Estymator 6(1) parametru 6 jest wéwczas Srednig arytmetyczna:

& =lz

(6a)

Estymator é(l) o postaci (6a) jest tez oszacowaniem wartosci
oczekiwanej zmiennej losowej wyznaczanym klasyczna metoda
momentéw (MM). Estymator o postaci (6a) ma najmniejsza
wariancje dla danych pomiarowych prébki tylko wtedy, gdy
zmienna losowa ma rozktad Gaussa i ponadto jej pobrane losowo
wartosci x ={x,x,,..x,} nie s skorelowane [1, 24 rozdz. 3].

Jesli rozklad danych pomiarowych jest inny niz normalny, to
do wyznaczenia estymatoréw o niepewnosci mniejszej niz dla
wartosci Sredniej nalezy stosowaé metody alternatywne. Nalezy
tez do nich niekonwencjonalny sposob szacowania estymatoréw
nieliniowych metoda PMM, ktéra wykorzystuje optymalizacje
wielomian6w stochastycznych.

Wedlug metody PMM z wielomianem stopnia r = 2 (i przy
unormowaniu danych prébki) estymatorem parametru 6 jest
rozwiazanie réwnania:
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-6+ hy(0)]ds

hl (0) [&1

gdzie: h (6) i h,(0) —

2 —
*+1)] =0 (7)

wspoétezynniki optymalne.

Wsp6tezynniki h (0) i h,(0) dla r = 2 minimalizuja wartosé
poszukiwanego estymatora parametru 6. Znajduje sie je rozwia-
zujac uktad dwéch réwnan liniowych o postaci (2)

h(0) + h(0)[20 +v,] =1
h(0)20 + y,] + h(0)[40% + 40y, + (2 +y,)] = 20

Otrzymuje si¢ wyrazenia:

h1(9)=1+%7 (8a)
%
v (8b)

Po wstawieniu tych wspélezynnikéw do (1), réwnanie stuzace
do oszacowania parametru 0 przyjmuje postac:

70 = [2ra -2+ 7)) 0-(2+ 1) + 1[4, -1]

=00

Z analizy wyrazenia (9) wynika, ze dla rozkladu symetrycz-
nego (y, = 0), to kwadratowe réwnanie przeksztalca si¢ w liniowe
o jednym tylko rozwiagzaniu, takim samym jak dla réwnania (6).
Jedli y, # 0, to réwnanie (9) ma dwa pierwiastki:

X 2+ o 247, )
0(2)1,220(1_ ni 1—[0!2—(0(1)2:|+[ 9 74] (10)

7

Przy stosowaniu metody wielomianowej PMM, jesli istnieje
kilka mozliwych rozwiazai réwnania (6), to nalezy wybraé pier-
wiastek bedacy liczba rzeczywista. Wedlug wzoru (3) pozyska
si¢ wowczas maksymalng ilo$¢ informacji J
warto$¢ wariancji.

) i najmniejsza

W przedstawianych tu badaniach dotyczacych zastosowania
metody PPM w analizie pomiaréw, zasade wyboru pierwiastka
réwnania (10) jako optymalnego estymatora parametru 6 okre-
$la punkt zmiany znaku wspétezynnika asymetrii, tj. dlay,=0.
Tak wiec oszacowaniem parametru 6, wyznaczonym za pomoca
wielomianu stopnia 7 = 2, jest estymator 9(2)

6,.=6 +68

) = )+ %) (11)

o wspotczynniku korekcyjnym d(;) W postaci rozwinietej

2

SR SN

+Slgl’l(}’3
B v=1 R v=1 273

247,
O =~ 2%4

(11a)

5. Analiza doktadnosci estymatorow
wielomianu

Metoda wielomianowa PMM i parametry wyznaczane z danych
prébki za pomoca wielomianu r-tego stopnia oznaczaé sie
bedzie dalej w tekscie dolnym indeksem (7).

Niepewno$¢ pomiaru wg metody PMM(T) proponuje si¢ oce-
nia¢ iloSciowo za pomoca wspotczynnika redukceji wariancji
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o = Io)r
O)r = ¢
() 0(20)1

(12)

Jest to stosunek wariancji U(e)r odchylerr od estymatora 0 o
parametru 6, wyznaczonego metoda I PMM , Oraz wariancji 0(6) 1
odchylen od estymatora liniowego 9(1) oplsanego wzorem (6a)
i szacowanego metoda PMM  z wielomianem stopnia 7= 1
(czyli tak samo, jak metoda momentéw MM).

Estymator liniowy 9(1) o postaci (6a) jest nieobciazony (o war-
tosci poczatkowej réwnej zeru) i zgodny [1]. Jego wariancja 0(29) 1
nie zalezy od wartosci szacowanego parametru, ale wylacznie
od wariancji sktadowej losowej danych pomiarowych (kumulant
drugiego rzedu k, = m,) i od ich liczby n w prébce:

(13)

Z wyrazenia (8) opisujacego optymalne wspélezynniki metody
PMM oraz w oparciu o wzdr ogdlny (3) mozna otrzymaé ilosé
informacji o estymatorach parametru 6, ktéra uzyskuje si¢
z probki o wielkosci n za pomoca wielomiandéw stochastycznych
stopnia r = 2:

_n 2+ A

K22—}/§+}/47

2n(6)

Asymptota wariancji (o) Jest odwrotnoscia J2n(9>, tj.

. _K[,_ %
"(e)z‘n[l 2+y4]

Wsp6élcezynnik zmniejszenia wariancji wyniesie wéwczas

(14)

n

2+7,

8o =1- (15)

Jest on funkcja wspélezynnikéw y, iy, kumulantéw skosnosci
i kurtozy i nie zalezy od liczby n danych probki.

Wspélezynniki kumulantéw wyzszych rzedéw nie moga przyj-
mowaé¢ wartosci dowolnych i ich granice sa ze soba powiazane
[15]. Przykladem jest powiazanie granic warto$ci wspolezynni-
kéw kumulantéw y, i y,. Z analizy wzoru (15) wynika, ze bez-
wymiarowy wspélezynnik redukeji (zmniejszania) wariancji o
ma zakres (0; 1], za§ dopuszczalne wartosci wspoélezynnikéw
kumulantéw ogranicza nieréwnos¢ y, +2 2 }/f .

g(@)?
1

0.5

-2 0 2 Y,
Rys. 1. Zaleznosci wspdétczynnika redukcji wariancji

G2 = 0% 2, 19% ,y €Stymatora wartosci menzurandu wedtug metody
PMM ,, (z wielomianem stopnia 2) od wspétczynnikéw kumulanta y,, v,
Fig 1. Dependence of the variance reduction coefficient i = 0? e /rrzwﬂ
calculated by the 2nd order polynomial method PMM(2) from cumulative
coefficients y
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Na rysunku 1 przedstawiono zaleznos$ci wspélczynnika 8o
od wspdtezynnika asymetrii y, dla kilku stalych wartosci wspol-
czynnika kurtozy y, jako parametru.

Krzywe z rysunku 1 wykazuja, ze wariancja estymatora wg
metody PMMW tj. z wielomianem drugiego stopnia znaczaco
maleje ze wzrostem asymetrii rozkladu (wartosci bezwzgledne
|y, wspotczynnikéw asymetrii i osiaga zero na brzegach obszaru
dopuszczalnych wartosci y,, ktére wzrastaja wraz z y,.

6. Modelowanie statystyczne estymacji
PMM

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan opracowano pakiet
oprogramowania w srodowisku programowym MATLAB. Przy
asymetrycznie rozproszonych danych pomiarowych pakiet ten
umozliwia przeprowadzanie modelowania statystycznego nie-
zbednego do wyznaczenia estymatora menzurandu propono-
wana wielomianowa metoda PMM oparta na statystykach
wyzszego rzedu i kumulantach. Podstawa algorytmu pakietu
jest wiele eksperymentéw symulowanych metoda Monte Carlo.

Umozliwia on analize poréwnawcza doktadnosci réznych algo-

rytmow estymacji statystycznej, a takze zbadanie wlasciwosci

probabilistycznych estymatoréw wielomianowych.

Otrzymywana empirycznie wartos¢ wspolczynnika gg), < 1
wg wzoru (12), wyraza wzgledne zmniejszenie wariancji estyma-
tora i moze stanowi¢ kryterium poréwnawcze skutecznosci
metody PMM w stosunku do sposobu wyznaczania niepewnosci
typu A wg GUM. Wspolezynnik g(g), oblicza sig¢ na podstawie
M-krotnych eksperymentéow symulacyjnych o tych samych
poczatkowych wartosciach obserwacji pomiarowych parametréw
modelu. Estymator wspoétczynnika g(e)z tworzy sig¢ jako stosunek
empirycznie oszacowanych wariancji 6‘@2 estymowanego para-
metru (obliczonych metoda PMM 7z wykorzystaniem wielomianu
2. stopnia) i wariancji 6'(29)1 liniowego estymatora tego parame-
tru wg wzoru (6).

Wiarygodnosé wynikéw symulacji uzyskiwanych za pomocg,
algorytmow estymacji statystycznej zalezy od dwoch czynnikéw:
— liczby n elementéw wektora wejéciowego, tj. wartosci obser-

wacji pomiarowych estymowanego parametru,

— liczby eksperymentéw M, przeprowadzanych z tymi samymi
warunkami poczatkowymi (wartosci sko$nosei i kurtozy opi-
sujace probabilistyczne wlasciwosci modelu).

Wykonano po M = 10 obliczeit metoda Monte Carlo dla kilku
rodzajéw asymetrycznych rozkltadéw danych pomiarowych. Uzy-
skano z nich érednie wartosci eksperymentalnego (tj. wyznaczo-
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nego z danych prébki pomiarowej) wspoélczynnika redukeji
wariancji g(g), -

W obliczeniach estymatoréw parametru 6 (11) wielomianowa
metoda PMM nie brano pod uwage informacji a priori o rodzaju
rozkladu, a tylko wartosci jego wspétczynnikéw kumulanta jako
parametréw modelu. Wyznaczano je z wyrazen analitycznych
wiazacych momenty i kumulanty rozkladu (Tabela 1). W prak-
tyce wstepuja tez sytuacje, gdy informacja o rozkltadzie bada-
nych parametréw nie jest dostepna a priori. Potrzebne w analizie
estymatory momentéw mozna woéwczas uzyskac z danych probki,
lub w spos6b algorytmiczny przez procedury treningowe z wyko-
rzystaniem relacji asymptotycznych:

g, =iy [ = (i i) -3 (16)

gdzie: m, — moment centralny probki i-tego rzedu

, =%2(w—5) (17)

Estymatory o postaciach (16) i (17) sa zgodne i asymptotycz-
nie nieobciazone. Metode obliczania liczby k prob treningowych
niezbednych do uzyskania okreslonej wartosci wzglednego btedu
oszacowania wspolczynnikéw kumulanta y, i y, podano w [21].

Zestaw wynikéw uzyskanych metoda Monte Carlo podano
w tabeli 2. Analiza danych przedstawionych w tej tabeli
wykazuje zbiezno$¢ miedzy wynikami obliczen analitycznych
i modelowaniem statystycznym. Wzrasta ona wraz z liczba n
elementéw proébki.

W szczegdlnosei réznica miedzy eksperymentalnymi i teore-
tycznymi wartodciami wspotczynnika redukeji wariancji g(e)z
maleje wraz ze wzrostem liczby elementéw prébki (np. gdy
n = 20 to réznica ta nie przekracza 15%, a gdy n = 50 to réznica
ta jest juz mniejsza od 5%). Wyniki te potwierdzaja wlasciwosé
asymptotyczna (4) dotyczaca wartodci pozyskanej informacji
... n() © estymowanych parametrach. Wzér (3) umozliwia uzycie
tej informacji do wyznaczenia wariancji estymatoréw wielomia-
nowa metody PMM jako rozwiazan réwnania ogdlnego (1).

Przyklady otrzymanych empirycznie metoda Monte Carlo
oszacowan $redniej arytmetycznej i jej niepewnosci typu A wg
GUM [2] oraz estymatora wartosci menzurandu wedlug metody
PMM,, i jego odchylenia standardowego (dla réznych asyme-
trycznych rozkladéw danych) — rys. 2. Przyklady te dotycza
symulacji Monte Carlo o M = 10 eksperymentach i liczbie
n = 50 danych obserwacji pomiarowych w prébce. Na wykresach

0.4 0.4
0.3 . 0.3 =
|
| -
0.2 : } 0.2 1 +
| | } |
0.1 ! 0.1 |
| |
-0.1 i | -0.1 [ |
| | | |
| 4 | |
-0.2 | -0.2 } =
1 L
0.3 -0.3
0.4 : : 0.4 — ‘
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a) b)

°)

0.4 0.4
0.3 -+ 03+ -+
! 4 i —+
I | | I
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: ‘ | |
|
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Rys. 2. Wykresy pudetkowe oszacowan wartosci menzurandu otrzymanych empirycznie metoda Monte Carlo (M = 104) dla prébki o n = 50 danych
z populacji o rozktadach: a) wyktadniczym; b) gamma (o = 2); c) log-normalnym; d) Weibulla

Fig. 2. Box-plot graphs empirically obtained by Monte Carlo method (M = 10) estimators of measurand for sample with n = 50 data taked from population of
asymmetric pdf-s: a) exponential; b) gamma (o = 2); ¢) log-normal; d) Weibull
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Tabela 2. Wyniki estymacji parametréw uzyskane metoda Monte Carlo
Table 2. Results of estimated parameters by Monte-Carlo simulation

Teoretyczne Symulacje
wartosci parametrow, Monte Carlo
Rozktad .
8(0)
» bz &(0)2
n = 20jn = 50| n = 200
Gamma a=005] 283 12 | 0,43 | 0,47 | 0,46 0,43
a=2 | 141 3 0,6 | 0,63 | 0,61 0,6
a=4 1 1,5 0,71 | 0,74 | 0,72 0,71
Exponential — Gamma dla fx)
o= 1 0.4
0. =1 a=1 2 6 0,5 | 0,58 | 0,52 0,5
f(x)=2e ", >0 0
m, = }’.//lr 0 2 4 6 r
Lognormal
1 (lnanf,u)2 )
— - o’ o° = 071
f(z) M@e : 1 |1,8 | 0,74 | 0,76 [0,075| 0,74
s x "= !
T+ -
20, m =e 2
Weibull )
a=1
b9 0,63 | 0,25 | 0,82 | 0,84 | 0,83 0,82
3.\’

Tabela 3. Wyniki badania adekwatnosci liniowego modelu rozktadu (funkcja Gaussa, r = 1)
i nieliniowego wielomianowego (r = 2), oszacowane wedtug testu Lillieforsa

Table 3. Results of testing the adequacy of the Gaussian distribution model for linear (r = 1) and
polynomial (r = 2) estimates on the basis of Lilliefors test

Parametery wyjsciowe testu Lillieforsa
LSTAT
Rozktad

n =20 n = 50 n = 200 cv
r=1|r=2|r=1|r=2|r=1|r=2
Gamma a=105 0,045 | 0,036 | 0,028 | 0,021 | 0,018 | 0,009
Exponential a=1 0,034 | 0,027 | 0,023 | 0,013 | 0,011 | 0,008
a=2 0,021 | 0,017 | 0,013 | 0,012 |0,009 |0,007

Gamma 0,009
a=14 0,02 | 0,017 | 0,012 | 0,011 | 0,008 |0,007
Lognormal o’ = ()717 u=1 0,016 | 0,014 | 0,012 | 0,011 | 0,008 | 0,007
Weibull a=1, b=2 0,013 | 0,017 | 0,011 | 0,011 | 0,006 | 0,004

typu pudetkowego (ang. box-plot), pole w srodkowej czesci zawiera 50% przedzialu
ufnosci estymatora, a oznaczenia dolnej i gérnej granicy odpowiadaja 2,5% i 97,5%.

Wykresy te potwierdzaja, ze metoda PMM uzyska sie lepszy rezultat niz metoda
klasyczna wg zalecen GUM, gdyz nawet dla malych prébek o n = 20, Lop <1,
czyli ich wariancje sa istotnie mniejsze.

Autorzy zachecaja Czytelnikow do
samodzielnego sprawdzenia metoda
Monte Carlo wynikéw estymacji PPM
interesujacych ich rozktadéw asymetrycz-
nych, innych niz podane w tabeli 2 i do
opracowania szczegdltowych wnioskéw
o zbadanych rozktadach.

Innym waznym rezultatem modelo-
wania statystycznego jest sprawdzenie
zalozenia, ze wraz ze wzrostem liczby
n pozyskanych danych rozklady esty-
matoréw parametrow wielkosci mierzo-
nej 0, obliczone metoda PMM wedlug
wzoru (11), daza asymptotycznie do
funkcji Gaussa. Poprawnosé tej hipo-
tezy dla estymatoréw wyznaczanych
metoda wielomianowa PMM zbadano
za pomocy testu Lillieforsa opartego na
statystyce Kolmogorowa-Smirnowa [22].
Test ten jest whudowany w oprogramo-
wanie MATLAB. W tabeli 3 przedsta-
wiono wyniki badania w postaci testu
Lillieforsa. LSTAT — to wartosci prébki
badanej statystycznie, C'V — krytyczna
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wartosé statystyki testu. Jezeli LSTAT < CV, to hipoteza zerowa
jest wazna przy zadanym poziomie krytycznym.

Wyniki przedstawione w tabeli 3 uzyskano wykonujac M = 10*
eksperymentow statystycznych MC dla kazdego z kilku podsta-
wowych asymetrycznych rozkladéw populacji danych pomia-
rowych i réznej liczby danych n probki z oraz przy stalym
poziomie istotnodci ¢, = 0,05 hipotezy zerowej (rozklad Gaussa).
Przyjete kryterium CV = 0,009 spelniaja tylko nieliczne pogru-
bione w tabeli 3 wyniki dla liczby danych w prébce n = 200.
Dla mniejszych n nie mozna rozrzutu wartosci estymatoréw
menzurandu traktowaé jako podlegajacego rozkladowi Gaussa.

Wyznaczanie estymatora wariancji menzurandu metoda wielo-
mianowa PMM stopnia r nalezy poprzedzi¢ podanym w punkcie
4 unormowaniem oryginalnych danych pomiarowych, by otrzy-
macé prébke z. Do oszacowania niepewno$ci rozszerzonej wyniku
pomiaréw na podstawie wyrazen analitycznych dla wariancji,
np. takich jak otrzymane w punkcie 5 dla r= 2, potrzebna jest
informacja a priori o rodzaju rozkladéw dla okreslonej liczby
wspotezynnikéw kumulanta opisujacych jej wlasciwosci proba-
bilistyczne. Nie natrafiliémy jeszcze w literaturze na zaleznosci
analityczne wspélezynnikéw rozszerzenia niepewnosci standar-
dowej dla réznych parametréow rozkladéw niegaussowskich i przy
roznej liczbie danych n. Dla okreslonego rozkladu i matej liczby
danych n prébki mozna je wyznacza¢ numerycznie metoda MC.
Jedynie dla duzych n mozna przyjaé, ze sa to rozktady normalne.

Warto tez zauwazy¢, ze addytywne wlasciwosci funkcji opi-
sujacej kumulanty umozliwiaja w prosty sposéb uwzgledniaé
sktadowe niepewnosci generowane przez wiele zrédel i o r6znych
wlasciwosciach probabilistycznych.

7. Wnioski i dalsze kierunki prac

Faczna analiza wynikéw rozwazan teoretycznych i eksperymen-
tow statystycznych umozliwia sformulowanie ogélnego wniosku
0 mozliwosci wykorzystania narzedzia matematycznego zapro-
ponowanego przez Kunchenko, czyli metody maksymalizacji
wielomianéw stochastycznych o akronimie PPM z opisem za
pomoca kumulantéw. Metode te mozna uzyé w konstruowaniu
algorytméw do wyznaczania nieliniowych estymatoréw wartosci
i niepewnosci menzurandu dla danych pomiarowych rozproszo-
nych losowo zaréwno symetrycznie [23, 24], jak i asymetrycznie
oraz opisanych modelem niegaussowskim.

Omoéwione w tej pracy badania metoda Monte Carlo wyka-
zaly w szczegélnosci, ze estymacja parametréw menzurandu na
podstawie danych prébki z rozkladu asymetrycznego, juz przy
zastosowaniu wielomianu stopnia r = 2 daje wieksza doktadnosé
(mniejsza wariancje) niz estymacja liniowa zalecana w GUM [2],
tj. wyznaczanie Sredniej arytmetycznej i jej niepewnosci typu A.

Zwigkszenie doktadnosci, czyli zmniejszenie wariancji i nie-
pewnosci standardowej estymatoréw osiagnieto dla niegaussow-
skich niesymetrycznych rozkladéw danych pomiarowych przez
wykorzystanie dodatkowej informacji o ich wlasciwosciach
w postaci kumulantéw rzedéw r > 2. Informacja ta zalezy od
wartosci i liczby kumulantéw branych pod uwage. W tej pracy
wyrazono ja przez bezwzgledne wartosci wspotezynnikéw kumu-
lantéw sko$nodci i kurtozy. Takie szacowanie wydaje sie o wiele
prostsze w poréwnaniu do wyboru rodzaju rozkladu i wyzna-
czenia parametréw jego funkcji dla danej prébki o rozproszo-
nych danych pomiarowych. To postgpowanie oraz sprawdzenia
adekwatnos$ci obu wyboréw jest jednak niezbedne do oszaco-
wania niepewnoéci. Ponadto dla malych i nawet $rednich pro-
bek (n < 150) nie mozna jednoznacznie dokonaé najlepszego
wyboru rozktadu.

Wsréd wielu mozliwych kierunkéw dalszych badan, jako
priorytetowe nalezy wymieni¢ nastepujace zadania:

— zwigkszenie stopnia wielomianu stochastycznego, gdy trzeba
uzyskaé bardziej skuteczne rozwiazania;

Zygmunt Lech Warsza, Serhii Zabolotnii

— analiza wpltywu dokltadnosci kumulantéw rozktadu niegaus-
sowskiego na stabilno$é¢ wielomianowej estymacji parame-
trow menzurandu;

— synteza i analiza wlasciwosci rekurencyjnych algorytméw dla
estymacji wielomianowa metoda PMM parametréw menzu-
randéw wektorowych.
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Estimation of measurand parameters for data from asymmetric
distributions by polynomial maximization method (PMM)

Abstract: The non-standard method for evaluating estimators of the value and uncertainty type A for
measurement data sampled from asymmetrical distributed with a priori partial description (unknown
PDF) is presented. This method of statistical estimation is based on the mathematical apparatus

of stochastic polynomials maximization and uses the higher-order statistics (moment & cumulant
description) of random variables. The analytical expressions for finding estimates and analyze

their accuracy to the degree of the polynomial r = 2 are obtained. It is shown that the uncertainty of
estimates received for polynomial is generally less than the uncertainty of estimates obtained based
on the mean (arithmetic average) according international guide GUM. Reducing the uncertainty of
measurement depends on the skewness and kurtosis. On the basis of the Monte Carlo method carried
out statistical modelling. Their results confirm the effectiveness of the proposed approach.

Keywords: estimator, non-Gaussian model, stochastic polynomial, means value, variance, skewness and kurtosis
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