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Streszczenie: w czesci 1. zaproponowano rozszerzong metode oceny niepewnosci

wieloparametrowych pomiaréw posrednich i uktadow do tych pomiaréw. W modelu matematycznym

podanym w Suplemencie 2 Przewodnika GUM zatozono, ze funkcja przetwarzania wielkosci

wejsciowych jest doktadna. Nowy model uwzglednia niepewnosci i korelacje zaréwno wielkosci

mierzonych bezposrednio, jak i niepewnosci i korelacje parametréw uktadu realizujgcego
funkcje przetwarzania. Moze on stuzy¢ nie tylko do oceny niepewnosci wynikéw pomiarow

wieloparametrowych, ale i do opisu doktadnosci systemow realizujgcych takie pomiary, w tym
systemow wielosensorowych. W czesci 2. omawia si¢ zastosowanie nowego modelu na przyktadzie
pomiarow posrednich napiecia i prgdu dwdjnika za pomocg uktadu czwdrnika pasywnego w postaci
dzielnika impedancyjnego. Uwzglednia sie¢ niepewnosci wielkosci mierzonych i parametréw dzielnika
oraz rézne mozliwosci ich skorelowania. Podano tez przyktady obliczeniowe i wnioski koricowe oraz

zarys kierunkdw dalszych prac w tej dziedzinie.
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1. Wprowadzenie

Rekomendowana w Suplemencie 2 [1] do Przewodnika GUM
metoda wyznaczania niepewnosci poérednich pomiaréw wielo-
parametrowych powstala z potrzeby jednolitego opisu doktad-
nosci wynikéw pomiaréw stosowanych m.in. przez stuzby
metrologiczne, w badaniach naukowych i w gospodarce.
W pomiarach tych parametry wielowymiarowego menzuran-
du'Y uzyskuje sie posrednio z danych pomiarowych mierzonego
menzurandu X przy uzyciu wielowymiarowej funkcji przetwa-
rzania Y = F(X), zwanej tez funkcja pomiaru [2]. W Suple-
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mencie 2 nie analizuje si¢ jednak wplywu niedokladnosci tej
funkcji. Uwzglednia si¢ takie przypadki, w ktorych funkcje te
realizuje si¢ numerycznie z doktadnoscia, ktéra w praktyce
mozna uznac za catkowicie dokladna. Metoda ta nie obejmuje
jednak ani oceny dokladnosci wieloparametrowych pomia-
réw posrednich realizowanych przez przyrzady oraz systemy
pomiarowe i diagnostyczne — w tym wielosensorowe, ani opisu
niepewnosci uktadu pomiarowego realizujacego funkcje prze-
twarzania sygnaléw i danych. Ich doktadno$¢ zalezy nie tylko
od niepewnoéci i korelacji wielkosci bezposérednio mierzonych,
ale i od niepewnosci elementéw tego uktadu.

W czesei 1. [3] przedstawiono i oméwiono szczegblowo zapro-
ponowany model matematyczny metody rozszerzonej. Umozliwia
ona szacowanie niepewnosci posrednich pomiaréw wieloparame-
trowych wykonywanych zaréwno zestawem osobnych przyrza-
déw z zewnetrznymi, zwykle komputerowymi obliczeniami, jak
i przyrzadéw i systeméw do takich pomiaréw z realizacja calego
procesu pomiaréw i przetwarzania w uktadach wewnetrznych.
Moze tez shuzy¢ do jednolitego opisu doktadnosci tych systemow
za pomoca niepewnosci wielkodci wejsciowych i wyjsciowych
w pelnych ich zakresach pomiarowych zamiast maksymalnych
bledéw dopuszczalnych (MPE).
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Whplyw korelacji wielkosci mierzonych bezposrednio na wyniki
i niepewnosci posrednich pomiaréow wieloparametrowych omo-
wiono szczegélowo [8-13] i podsumowano w czesci 1. Jako
przyklad ilustrujacy zastosowanie rozszerzonej metody oceny
dokladnosci pomiaréw posrednich omawia sie jej zastosowanie do
pomiaréw napiecia i pradu dwéjnika za posrednictwem prostego
czterozaciskowego ukladu dzielnika pomiarowego. W ocenie tej
uwzgledni sie niepewnosci i korelacje zaréwno mierzonego bezpo-
$rednio menzurandu dwuparametrowego, jak i wplyw niepewnosci
parametréw ukladu pomiarowego przetwarzajacego pozyskiwane
dane. Takie ujecie zagadnienia umozliwia analize i optymalizacje
parametréow tego ukladu. Wykracza to poza metrologie trakto-
wang jako nauke o pomiarach i miesci sie w szerszej dyscyplinie
o ang. nazwie Measurement Science zaproponowanej przez lwo-
wiaka prof. Ludwika Finkelsteina z City University w Londynie
[5]. Obejmuje ona metrologie i podstawy teoretyczne budowy
urzadzen i systeméw pomiarowych.

2. Zarys rozszerzonej metody oceny
niepewnosci posrednich pomiarow
wieloparametrowych

Scharakteryzujemy pokrétce zasady wyznaczania niepewnosci wg
przewodnika GUM [1]. Zaréwno obserwacje wielkosci mierzonych,
jak i parametry ukladu pomiarowego moga zmieniac sie determi-
nistycznie i losowo w zaleznosci od badanego obiektu, warunkéw
pomiaréw, uzytych przyrzadéw i zastosowanej procedury pomia-
rowej. Zmiany te moga zachodzi¢ w trakcie wykonywania ekspe-
rymentu pomiarowego, jak i w réznej dtugosci okresach miedzy
kolejnymi eksperymentami dla przyrzadéw o waznej kalibracji.
Zmane zmiany deterministyczne eliminuje sie z danych pomiaro-
wych przez poprawki. Rozrzut otrzymanych eksperymentalnie
danych pomiarowych ocenia sie obecnie statystycznie wg GUM
na podstawie odchylenia standardowego u, dla wartosci $redniej
ich rozrzutu. Natomiast w danych zebranych w kazdym ekspery-
mencie moga wystepowa¢ nieznane odchylenia o statej lub wol-
nozmiennej wartosci (np. dryft), ktére powstaja wskutek réznych
oddzialywan zewnetrznych i wewnetrznych lub z innych przyczyn
zachodza cych w procesie pomiarowym i w obiekcie badanym.
Wedlug rekomendacji przewodnika GUM randomizuje sie je i sza-
cuje heurystycznie jako zbiér dodatkowych odchylen o niepewno-
$ci standardowej wu, ktoéra sumuje si¢ geometrycznie z u,

otrzymujac odchylenie standardowe u = \/ui + ué . Z wartosci

u znajduje sie niepewnosé rozszerzona U okreslajaca potowe sze-
rokosci symetrycznego przedziatu wokét estymatora wartosci mie-
rzonej, w ktérym z prawdopodobienstwem zadanym P znajduje
sie warto$¢ mierzona, tzw. przedzial pokrycia. Jesli rozklad roz-
rzutu odchylenn wypadkowych jest symetryczny oraz mozna go
potraktowaé jako normalny (wg funkeji Gaussa), to warto$é
wspolezynnika rozszerzenia k(P) jest znana, np. k(95%) = 2. Jesli
za$ dane eksperymentalne pochodza z populacji o nieznanym
rozkladzie prawdopodobienstwa, to niepewnos¢ rozszerzona
wyznacza si¢ z danych pomiarowych metoda Monte Carlo wg
Suplementu 1 do przewodnika GUM [1]. Dla rozkladu wypadko-
wego w pomiarach wieloparametrowych poszukuje sie numerycz-
nie polozenia najmniejszego obszaru pokrycia o zadanym
prawdopodobieristwie, np. 95%. Stosuje si¢ tez estymatory war-
tosci i rozrzutu danych inne niz $rednia i odchylenie standardowe,
np. $rodek rozpiecia dla prébki z populacji o rozkladzie réwno-
miernym oraz mediane w tzw. metodach odpornych [4].

Posrednie pomiary wieloparametrowe, realizowane przy uzy-
ciu zestawu przyrzadéw lub systemu instrumentalnego opiszemy
nastepujacym réwnaniem pomiaru

Y = F(X, P) 3)
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Estymatory wartosci, niepewnosci i wspélezynnikow korelacji
m-wymiarowego wyjéciowego menzurandu Y zaleza nie tylko od
n-elementowego menzurandu X mierzonego na wejsciu, ale i od
parametréw p, dla i = 1, .., k, uktadu realizujacego w systemie
pomiarowym funkcje przetwarzania F(X, P). Parametry tego
ukladu opisuje ogélnie kwymiarowy wektor P. Odchylenia od
estymatoréw wartosci n elementéw bezposrednio mierzonego men-
zurandu X oraz m elementéw wyznaczanego z nich mierzonego
posrednio menzurandu Y okresla si¢ jako ich przyrosty, zwane
poprzednio bledami pozornymi. Natomiast odchylenia parame-
trow P ukladu pomiarowego wyznacza sie od ich wartosci zna-
mionowych lub od ich estymatoréw znanych z innych pomiardw.
W kazdym z eksperymentéw pomiarowych realizacje funkcji F(X,
P) zwykle odbiegaja od jej postaci znamionowej F(X). Wzory
metody rozszerzonej umozliwiajace ocene dokladnosci pomiaréw
wieloparametrowych i ich systeméw instrumentalnych z uwzgled-
nieniem niepewnosci funkcji F' zawiera tabela 1.

Przyrosty i odchylenia od estymatora wartodci Y opisuje réw-
nanie macierzowe (4). Wystepujace w nim macierze czulosci S
i S8, 0 postaciach rozwinietych (4a, b) wyrazaja wptyw przyro-
stow AX i AP.

Dla menzurandu wieloparametrowego wlasciwosci staty-
styczne zbioru odchylen kazdej wielkosci opisywane sa przez
niepewnos¢ standardowa v jako sume geometryczna jej skta-
dowych u, i u, Odpowiednikiem wariancji pojedynczej wielko-
$ci v’ jest macierz kowariancji. Macierze kowariancji U,, U,
i U, sa symetryczne. Zawieraja na gléwnej przekatnej kwadraty
niepewnoéci standardowych (wariancje) poszezegdlnych wielkosci,
a na pozostalych polach odpowiednie iloczyny wspélezynnika
korelacji i obu niepewnosci dla skorelowanych wielkosci
menzurandu — patrz rozwiniete postacie macierzy (5c, d, e).
Liczba wspdtezynnikow korelacji dla n wielko$ci w macierzy
kowariancji wynosi n(n — 1)/2 i sa powiazane réwnaniami pro-
pagacji wariancji.

Zrandomizowane zbiory odchylen od estymatoréw wartosci
elementéw menzurandu Y powstaja jako wynik splotéw wielo-
parametrowych rozkladéw odchylen dla wielkosci menzurandu
X i odchylen parametréw P uktadu pomiarowego realizujacego
funkcje F(X, P). Przy linearyzacji tej funkeji dla matych odchy-
len otrzymuje si¢ macierz kowariancji U, z rownania propagacji
wariancji (3a, b) w posrednich pomiarach wieloparametrowych.
Kolejne rozwinigcia tego réwnania podaja wzory (5a, b).

Niepewnosci i skorelowania zbioréw wlasnych odchylen wiel-
kosci menzurandu X i parametrow P ujete jest w macierzach
U,i U, W ogélnym przypadku wielkoéci X moga korelowac
tez z parametrami P ukladu pomiarowego. Opisuje to macierz
U o wymiarze [n x k], podana we wzorze (5f). Taka statystyczna
zaleZno$ ¢ moze pojawic si¢ pod wplywem wspélnego zewnetrz-
nego losowego oddzialtywania na X i P, np. zmiennej tempera-
tury zewnetrznej. Liczba wspolezynnikéw korelacji w macierzy
U wynosi kn.

W praktyce pomiarowej, w tym w elektrycznych ukladach
pomiarowych, zwykle wystepuje przypadek prostszy, gdy odchy-
lenia mierzonych wielkosci X oraz odchylenia parametrow P
uktadu przetwarzajacego pomiary nie sg ze soba skorelowane
(np. X'i P znajduja sie w réznych miejscach i ich oddzialywania
zewnetrzne nie sa ze soba powiazane). Wéwczas macierz kowa-
riancyjna U nie wystepuje i V= VT = 0. Réwnanie propagacji
wariancji (5a) ma wtedy postaé¢ dwuskladnikowa wg wzoru (6).
Sktadnik pierwszy zalezy od niepewnosci i korelacji elementow
menzurandu wejéciowego X w taki sam sposob, jak w ujeciu kla-
sycznym wg GUM-S2 [1]. Skladnik drugi pojawil si¢ w metodzie
rozszerzonej i stanowi jej istote. Dotyczy on wplywu niepewnosci
i wspélezynnikéw korelacji p parametréw P ukladu realizujacego
funkcje przetwarzania F(X, P) analogowo lub cyfrowo. Ze wzoru
(6) wynika tez macierz kowariancyjna (7) dla niepewnosci wzgled-
nych przyrostéow Y — Y lub dla Y, gdy niepewnosci wartosci
poczatkowych zakreséw wielkoéci wejsciowych X (blisko kt6-
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Tabela 1. Podstawowe wzory do oceny niepewnosci posrednich pomiaréw wieloparametrowych
Table 1. Basic formulas to estimate the uncertainty of indirect multi-parameter measurements

We Réwnanie podstawowe Y = F(X) (1)
Supl. 2
GUM . N .
Propagacja wariancji U, = SU,S"oraz Usy = SsUsx Ss (2a, b)
Rozszerzone réwnanie Y=FX P) (3)
podstawowe gdzie: Y = [y,, Yy s 4, ]", X = [2, =, .., |", P=[p,, Dy -, )", (32,b, )
AY = AF(X, P) = §, JAX, AP|" = S;,AX + S, AP (4)
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rych nie zaleca si¢ mierzy¢) sa pomijalne i macierz kowariancji
IU(X)|| >> |U(X,)]| ~ .

Macierze kowariancji, podobnie jak niepewno$¢ pojedynczego
menzurandu, sa sume dwu macierzy sktadowych typu A i B, tj.
U,=U,, + U, U,=U, + U, W czeci 1. [2] podano,
ze skorelowane ze soba moga by¢ jedynie zbiory odchylen o nie-
pewnosciach sktadowych jednakowego typu, tj. u, oraz u, dla
par wielkosci tego samego lub réznych menzurandéw. Dla wiel-
kosci menzurandu X jedynie wspélczynniki korelacji p , mozna
wyznaczy¢ eksperymentalnie prowadzac pomiary synchronicznie
(1], za$ wspolezynniki p , szacuje sie heurystycznie, podobnie jak
niepewnosci typu B. Jedli dwie wielkoéci mierzy si¢ tym samym
lub podobnym przyrzadem i w tych samych warunkach, to dla
u, mozna, przyja¢ wspétczynnik korelacji réwny 1 [3]. Dla réz-
nych przyrzadéw i w réznych warunkach jest on bliski 0. Wspél-
czynnik korelacji —1 wystepuje wtedy, gdy zalezne od wspolnych
oddziatywan zmiany obu wielkosci maja znak przeciwny.

Niepewnoéci skladowe typu A i typu B dla poszczegdlnych
wielkosci menzurandu wyjéciowego Y i sktadowe U,,, U, , jego
macierzy kowariancji U, = U,, + U,, — wg wzoru (8) nalezy
osobno wyznaczaé dla odchylen opisanych niepewnosciami typu
A i typu B. Trzeba uwzglednié, iz w trakcie eksperymentu pomia-
rowego zmiany parametréow P ukladu pomiarowego nie sa reje-
strowane i ich wptyw nie wystepuje w sposéb jawny. Jesli ich
odchylenia zmieniaja si¢ losowo w krétkim czasie trwania ekspe-
rymentu pomiarowego, to elementy ich macierzy sktadowej U,
trzeba tez szacowaé heurystycznie (podobnie jak macierz U,
dla dlugiego okresu zmian ich wartodci), na podstawie danych
technicznych i posiadanej wiedzy. Mozna tez w specjalnie stwo-
rzonych warunkach wplywajacych wykonaé¢ dodatkowe pomiary
dla oszacowania losowych zmian parametréow P. Jesli w czasie
trwania pomiaréw mozna przyjaé, ze parametry P sa stale, to
macierz U,, nie wystepuje.

3. Zastosowanie metody rozszerzonej
na przyktadzie dwuparametrowych
pomiaréw posrednich

3.1. Przypadek ogdlny pomiaréw posrednich

o menzurandach 2D
Jesli wielowymiarowa funkcje przetwarzania F(X, P) ze wzoru
(2) realizuje liniowy lub zlinearyzowany uklad pomiarowy
o parametrach P, to otrzymuje sie nastepujace réwnanie

Y = M(P)-X (9)

w ktérym: M(P) jest macierza opisujaca przetwarzanie mierzo-
nego bezposrednio n-wymiarowego menzurandu X na wyzna-
czany posrednio m-wymiarowy menzurad Y.

Doktadnos$é posrednio wyznaczanych estymatoréw wielkosci
jako elementéw y. menzurandu Y zalezy od niepewnosci i sko-
relowait wlasnych zaréwno wielkoéci x; menzurandu X jak i k
parametrow P ukladu pomiarowego oraz od skorelowan skro-
$nych miedzy X i P. Opisuja to wzory (3)—(8) (tab. 1, pkt 2).
Jesli nie ma korelacji miedzy elementami P ukladu opisanego
macierza M i wielkodciami mierzonymi X, to macierz kowarian-
cji U, menzurandu Y wynika ze wzoru (6), tj.:

Uy,(X,M)=U,x +Uy,, = S;U,Sy +8,,U, Sy (10a)
Uy (X, M)=Uy,+Uyp= SX(UXA+UXB)S; +SM(UMA+UMB)SETJ )
10b

gdzie: Sy, §,, — macierze czulosci dla wyznaczenia warian-
cji niepewnosci elementéw menzurandu Y pochodzacych od
niepewnosci wielkosci menzurandu X oraz od parametréw
macierzy M ukladu pomiarowego bedacych funkcjami jego
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parametréw P,U, - jest macierza kowariancji uktadu reali-
zujacego funkcje przetwarzania.

Estymacje niepewnosci i wspélezynnikéw korelacji mierzonego
posrednio menzurandu Y nalezy przeprowadzaé¢ wg wzoru (10b),
gdyz skorelowane moga by¢ zbiory odchylen réznych wielkosci
w kazdej z macierzy U, i U,, ale tylko o niepewnosciach jed-
nego typu A oraz B. Dla macierzy U, , wspélczynniki korelacji
p,,, mozna wyznaczy¢ z synchronicznych pomiaréw. Pozostale ich
rodzaje, to jest P, 0., P, POdobnie jak niepewnosci wyznacza
sie heurystycznie lub bezposrednio z danych technicznych i badan
statystycznych parametréw P elementéw ukladu pomiarowego.

Prostym przykladem zastosowania metody rozszerzonej do
wyznaczania niepewnosci posrednich pomiaréw wielowymiaro-
wych jest przypadek obu dwuwymiarowych (2D) menzurandéw
X i Y, z ktorych tylko jeden jako para wielkosci jest dostepna.

FIRSE a
Mll M]Z
gdzie: M =
MZI MZZ

Macierze kowariancji i macierze czulo$ci ze wzoru (10a) sa
wowczas nastepujace

O—i ,0.1120'1-10'1-2—
Ux = , (11a)
Pr120410;2 O3z
o—;u Py120, 0y, 1
Uy =
P20,0, O, | (11b)
My, M,
SX =M = (11C)
My, My,

MY Iy Y Y

oM,, oM,, oM, JdM,, T
Sy = =
dy, dy, 0y, Oy 0 0 =z =z

aM“ aM]Z BMZI aMzz

zn 0 0
} (11d)

W pomiarach wielkosci elektrycznych, np. w identyfikacji
struktury i parametréw schematu zastepczego wnetrza badanego
uktadu elektrycznego oraz w diagnostyce technicznej urzadzen
elektrycznych, wyznacza sie posrednio napiecia i prady wybra-
nej galezi ukladu z pomiaréw na dostepnych koncéwkach. Gdy
wielkosci badane, np. Y = [y,, 4,]* = [U,, I]*, bezposrednio nie
sa dostepne do pomiaru, to ich wartoéci i niepewnosci trzeba
wyznaczy¢ posrednio z wynikéw pomiaréw napiecia i pradu innej
dostepnej pary konicéwek tego uktadu, tj. X = [z, z,|* = [U,, L]*.
Mozliwy jest réwniez wariant odwrotny. Dla tego rodzaju ukta-
déw schematem zastepczym jest czwérnik. Jedli jest on liniowy
lub linearyzowany, to opisuja go ogélnie dwa réwnania wiazace
napiecia i prady dwu par zaciskéw (dwu wrét). Dla pradu stalego
(DC) i przemiennego (AC) o czestotliwosciach niskich i srednich
stosuje si¢ ukltad czwérnika o elementach skupionych. Skorzy-
stamy z pary jego réwnan (12) zwanych transmisyjuymi [14],
lub tez laicuchowymi [15], zapisanych w postaci macierzowej:

U, U A, A
loal? , gdzie: A= o
Il IZ AZI AZZ

(12)

Jesli czwérnik ten jest pasywny, to elementy macierzy A spet-
niaja réwnanie

- A12A21 =1

det(A) = A, A

117722

(13)
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W ogdlnym przypadku tylko wybrane trzy z elementéw macie-
rzy A sa niezalezne. Czwarty wyraz wynika ze wzoru (13) dla
wyznacznika. Dotyczy to rowniez niepewnoéci tych elementéw
i trzech z szeSciu mozliwych wspo6tczynnikéw korelacji. Jesli sche-
mat, wartosci elementéw i parametry losowe (niepewnosé, wspot-
czynniki korelacji) ukladu rzeczywistego sa nieznane, to nalezy
postuzy¢ sie¢ wartosciami elementéw macierzy A lub impedan-
cjami schematu zastepczego czwornika pasywnego typu T lub II.
Mozna je znalezé¢ eksperymentalnie z synchronicznych pomiar 6w
na jego zaciskach.

Celem pracy jest prezentacja zastosowania rozszerzonej
metody oceny niepewnosci w pomiarach wieloparametrowych
na przyktadzie posrednich pomiaréw napiecia i pradu na niedo-
stepnym wejsciu dzielnika impedancyjnego. Przypadek ogélny
szacowania niepewnosci pomiaréw za posrednictwem czwoérnika
typu T opiszemy szerzej w kolejnym numerze.

3.2. Podstawowe zaleznosci uktadu
pomiarowego z dzielnikiem impedancyjnym

Tlustracje zastosowania zaproponowanego rozszerzenia metody
podanej w S2-GUM [1] przedstawimy na prostym przykladzie
posrednich pomiaréw napiecia i pradu wystepujacych na nie-
dostepnych zaciskach wejéciowych uktadu o strukturze dziel-
nika impedancyjnego (rys. 1). Takie uklady stosuje si¢ m.in.
w pomiarach wysokonapieciowych.

fer—{
Y

b I

Rys. 1. Uktad obcigzonego dzielnika impedancyjnego
Fig. 1. Scheme of loaded impedance divider circuit

o

Uklad ten jest szczegdlnym przypadkiem czwérnika liniowego
pasywnego. Z praw Kirchhoffa wynikaja dwa jego réwnania
transmisyjne (14a, b) wiazace ze soba napiecia i prady par
koncéwek

Zy+ 2,)U.
= @4_ ZI, (14a)
ZZ
U.
I="2+1, (14b)

lub w postaci macierzowej (12), w ktérej macierz A opisana
jest nastepujaco:

(14c)
L
ZZ

Zalezno$ci miedzy elementami macierzy A i impedancjami
Z,, Z, tego ukladu wynikaja z (14c). Oszacujemy dokladnosé
estymatoréw napiecia U, i pradu I, przez wyznaczenie macierzy
kowariancji U, dla réznych przypadkéw niepewnosci i skorelo-
wania mi¢dzy mierzonymi bezposrednio napieciem U, i pragdem
I, oraz obiema impedancjami uktadu.

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

3.3. Niepewnosci napiecia U, i pradu I, na wejsciu
dzielnika przy pomljalnych nlepewnosaach
funkql przetwarzania wynikéw pomiaréw U,
i 1, na wyjsciu (wg Suplementu 2 GUM)

3.31.Bez skorelowania U, i 1, p,, = p(U, 1) =0
W tym przypadku macierz kowariancji U, jest tylko pierw-
szym skladnikiem ze wzoru (9), tj.
Uy(X) = SXUXS§

Ze wzordw (14a, b, c) otrzymuje si¢ wariancje, czyli kwadraty
standardowych niepewnosci 0'51, 0',21 jako funkcje elementéw
macierzy A, wielkosci mierzonych U,, I, i ich niepewnosci
wzglednych &, 6,

2
Z
G = A%, + A, = (1 . 71) Vs + RS, (150)

2

(15b)

2

o =A221052+A2226i=(%) ey

i wspélezynnik korelacji p,, = p(U,,1,) miedzy napieciem U,
i pradem I

[1 N g] V28 + 2,2,138°
2

Pn = 16
! 7,0,,0, (16)
oraz niepewnosci wzgledne:

5, =20 = Ju2t + a2 17

v, = =40y, + 01,05, (17a)

Uy
_ 0L 2 &2 2 o2
o, = = a0y, + ax0;, (17b)

1

1+é U,
ZZ lez
Iy = 7 y Oy = 7 9
[1+ Zl]UZ + 71, [1+ leUz + 71,
2 2

U, __ 2,

Ay = , Ay = .
U+ 2,0, 7 U, + 2,1,

gdzie:

3.3.2. Przy skorelowaniu U, i ,, p,, # 0

Niepewnosci bezwzgledne w postaci rozwiniete;j:

2 2o
3, _\/(sz] ULSE +2p22[1+Z2jUZ15 5, +(41,) &,

(18a)
U, Y U
S, =,|| =% | 6 +2p,,| =2 |I,6, 6, +I267 (18b)
1 Z2 2 ZZ 2 2 2
oraz wspotczynnik korelacji p,, = p(U,, 1))
(1+ ?]Uﬁé}fz + 22,136, + (22, + Z,) pU,1,6,,6,,
Pu = 2 (19)

7,040,
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i niepewnoéci wzgledne:

5U1 = \/0*12165Z + 2:022‘1'110'125U251Z + ‘1'1226122 (20a)

8y, = \JGhGE, + 201018, 5, + 0507 (20b)

— niepewnosci bezwzgledne i wzgledne przy pelnym skorelowa-
niu napiecia i pradu (p,,= *1):

0y, = |A4U,8,, + A,1,8, | (21a)
0, = |48, + 4,5, | (21b)
S, = |a115U2 + a12512| (22a)
5, = |audy, * a8, (22b)

Jako przyklad, ze wzoréw (20a, b) obliczono niepewnosci
wzgledne 6, 6, oraz wspélezynniki korelacji p,, na wejéciu
dzielnika w funkcji pradu I, na jego wyjiciu. Przyjeto: napigcie
wyjsciowe U, = 5 V, impedancje dzielnika Z = 200 Qi Z, =
100 Q oraz niepewnosci wzgledne pomiaru napiecia i pradu na
wyjsciu 6, = 6;, = 0,5%. Wykresy podano na rysunkach 2 i 3.
Rysunek 2 zawiera przebiegi wg wzoru (19), a na rysunku 3
podano wykresy wedlug wzoréw (22a, b).

Przy pelnej korelacji napigcia U, i pradu I, mierzonych na
wyjéciu dzielnika, tj. gdy ich wspoétczynnik korelacji p,, = 1 réw-

niez na wejsciu otrzymuje si¢ wspétczynnik p,, = 1 miedzy U,
i I, w calym zakresie pomiaréw pradu wyjsciowego I,. Podobnie
niepewnosci napiecia i pradu na wejsciu sa identyczne jak na
wyjsciu. Tlustruja to wykresy z rysunkéw 2 i 3.

Z rys. 3 wynika, ze niepewnosci posredniego pomiaru wartosci
napigcia U, i pradu I, na wejsciu dzielnika przy ujemnej korelacji
p,, = —1 na wyjéciu, malejg o niewiele ponad 0,1%. Przy ujemnej
korelacji p,, = —1 dla mierzonych wielkosci wystepuje obszar sko-
kowej zmiany wspélczynnika korelacji p,, (rys. 2) z wartosci
+1 do 1, gdy niepewno$¢ pomiaru pradu I, maleje do zera (dla
0,05 A) i wzrost z wartosci —1 do +1, gdy niepewno$é¢ pomiaru
napigcia U, spada teoretycznie do zera (dla 0,075 A). Ze wzordéw
(21a,b) dla g, =9, = & wynika, ze punkty o niepewnosci réw-
nej zeru, ktére wyznaczaja przedzial zmian wspoétczynnika kore-
lacji p,,, wystepuja dla pradu I, = A, U,/A, = 50 mA i dla
napiecia przy I,, = A, U,/A, =75 mA. Sa wéwczas najmniejsze
niepewnosci pomiaru napiecia U, i pradu . Maleja one od war-
tosci 0,5% do zera, a nastepnie powoli rosna, by na koricu zakresu
0,2 A osiggnaé¢ 0,2-0,3% (dla U, - 0, I, » U,/Z, a, = 1,
ay, = 1; 6, = 6, 8, > 0).

3.4. Niepewnosci pomiarow posrednich
z uwzglednieniem niepewnosci uktadu
dzielnika
Przetwarzanie mierzonego bezposrednio menzurandu X w men-
zurand Y realizuje si¢ w ukladzie z rysunku 1 z okre$lonymi
warto$ciami niepewno$ci wiekszymi od zera. Trzeba to
uwzgledni¢, gdy ich wplyw nie jest pomijalny. Dla dzielnika
(rys. 1) dotyczy to niepewnosci wzglednych &, i J, dla impe-
dancji Z,, Z,. Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy korelacja

1 —— Rys. 2. Wspétczynnik korelacji
0 P1all2) Py, = P(U, 1) na wejsciu
dzielnika impedancyjnego
0,6 w funkcji pradu wyjsciowego
=1 =0 =1 1, dla trzech wartosci
0,4 P22 = P22 = P22 = wspotczynnika korelacji
02 _— == — P =P, 1) =-1,0,1
na wyjsciu
0 Fig. 2. Correlation coefficient
00 ,025 0,5 0,4750 1 0,1250 ,150 ,175 0,2 Py, =pU,, 1) at the input of the
-0,2 impedance divider as a function
04 ]2___“ [A] of the output current /, for three
o values of correlation coefficient
-0,6 Py =P, I,) =-1,0,1 at the
output
-0,8
-1
0,55 6 6 % Rys. 3. Niepewnosci wzgledne
s Uy Y1 [ °] napiecia U, i pradu /, na
! =—1 =0 =1 wejsciu dzielnika w funkcji
0,45 6 P22 6 P22 TPZZ 6 wyjsciowego pradu /, dla
U 6 U o U I trzech wartosci wspétczynnika
0,4 i I z L - 1 korelacji na wyjéciu
Pr=PWU, 1) =-1,0,1
0,35 Fig. 3. Relative uncertainties of
03 voltage U, and current /, at the
! divider input as function of an
0,25 output current /, for three values
of the correlation coefficient at the
0,2 output p,, = p(U,, I,) =—1,0, 1
0,15
0,1
0,05
0
00 ,025 0,05 0,0750 1 0,125 0,150 175 0,2
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wielkosci wejsciowych z parametrami ukladu nie wystepuje.
Wéwezas macierz kowariancji U, wyznacza si¢ ze wzoru (6)
jako sume sktadowych pochodzacych od niepewnosci wielkosci
wejsciowych X i od parametréw uktadu P.

Niepewnosci wystepujace w wypadkowej macierzy kowarian-
cji U, wzrastaja o niepewnosci funkcji przetwarzania realizo-
wanej w uktadzie pomiarowym. Beda one oznaczane indeksem
11, a ich sktadowe pochodzace od funkcji przetwarzania — litera
F w indeksie. Przy skorelowaniu U, I, ze wspo6lczynnikiem p,,
i skorelowaniu Z,, Z, ze wspolczynnikiem p , otrzymuje si¢ wzory:

o;, =0p +0p, (23a)
o, =0, +0] (23D)

dla niepewnosci bezwzglednych na wejsciu dzielnika, w ktérych
jako skladowe wystepuja kwadraty niepewnosci impedancji
uktadu przetwarzania

Rys. 4. a, c. Wspétczynnik a) pr1lly
korelacji p,, na wejsciu 0,9
uktadu w funkcji pradu I, przy
niepewnosciach § = 0,25%,

8, =0,52%, wspotczynnikach
korelaciji p,,(U,, I,) = (-1,0, 1)
ip,(Z,Z,)=(-1,0,1);b. 5=0,52%, 0,5
8, =0,25% i wspotczynnikach

korelacji p,,(U,, I,) = (-1, 0, 1)
ipZ,2)=(-1,0,1) 0,3
Fig. 4. a, c. Correlation coefficient
p,, at the input as function of output
current I2 at uncertainties;

b. 6 =0,52%, 6, = 0,25% and
correlation coefficients 0,1 00
(U, I,) = (=1, 0, 1) and
PAZ,Z) = (-1,0,1)

0,7

0,1

0,3

b) p11(l2)
0,9

0,7

0,5

0,3 \

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

1
of, = ?(Ifzzzojl + 1}, 7o}, - 222,11, p,0,0,) (24a)
2
UZ
2 _ Yy
oy, Z_ZZGZZ (24b)
oraz dla niepewnosci wzglednych
5 =848 (250)
5 =06, +6; (25b)
gdzie:
Oy, \/1125221 + 1525222 - 211122p2521522
Oy, =—+=17- (26a)
Ul AllUZ + AlZI 2
o U,0, 1,0
5] _9% _ 297, 2,92, (261))

oL g (A21U2 + Azzlz) AUy + Ay,

e
|N
Il
=)

pz=1

01 u’

-0,1 00 ,020 ,040

o puill)y
09 —

0,7

0,5 pr=-—1

0,3

-0,1 00 ,020 ,040

Il
=

pz=0 Pz

I [A]

,060 ,080 s 0,14 0,16 0,18 0,2
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a) 0,57 Rys. 5. Niepewnos¢é

pz=—1  p;,=0 pz =1 6;=0 wzgledna napiecia na
0,56 . wejsciu dzielnika w funkcji
6U11 [/3] pradu wyjscia /,, dla

0,55 . ..

niepewnosci & = 0,5% oraz
0,54 8, =0,2% i wspétczynnikow
korelacji p, = -1, 0, 1 uktadu
i przy ich pominieciu
(wg Supl. 2 GUM): a) dla
0,52 skorelowania wyjscia p,, = 1;

\
0,51 b) przy braku skorelowania
P, =0

0,53

0,5 Fig. 5. Relative uncertainty of
I A the voltage at the divider input
0,49 2 [4] as a function of output current
0 0,010,020,030,040,050,060,070,080,09 0,1 0,110,120,130,140,150,160,170,180,19 0,2 I,, for uncertainty
6 = 0.5%, the circuit 6, = 0.2%,
correlation coefficients:
b) 0,58 P, = 7_1, 0,(1 an? ch)r thelir2
b omission (acc. to Suppl.
0,56 6U11 [%] Pz = -1 Pz = 0 Pz = 1 5, =0 GUM): a) for correlation on
0,54 Z z < the output p,, = 1; b) in the
0,52 absence of correlation p,, = 0
0,5
0,48
0,46
0,44 -

0,42 "/——"‘—
04

0,38 ‘//"’

0,36

0,34

0,32
03 I [A]
0 0,010,020,030,040,050,06 0,070,080,09 0,1 0,110,120,130,140,150,160,17 0,18 0,19 0,2

Jedli 6, =06, =06, 8, =08, =0, to niepewnosci bezwzgledne pomiaru posredniego napigcia i pradu na wejsciu w funkeji
niepewnoéci wzglednych 0 i 0, wynosza odpowiednio:

Oy, = \/551[]12 + 6,78 (Ilz +[§z _2pzlllzz) = \/52 (A121U22 + 20U, A4 A, "’12214122)"'5§Z12 |:2(1—PZ)(%+12)%+12{| (27a)

2 2

2
U.
O, =+ G If +13,0;, = ,|0° (Azlez2 +2pU, 1, A5 Ay + IzzAzzz) +8; [Z_ZJ (27Db)

2

Za$ niepewnosci wzgledne dla tego przypadku pomiaréw posrednich napiecia i pradu na wejsciu:

Z? [2(1—pz)[gz+12]gz+1§]§§

2 2

5 (28a)
(AuUz + Al 2)

2
o Z
="ho |52 4 2 52 (28b)

h L " (AuUz +Apl, )2

Wspoélezynnik korelacji migdzy U, i I na wejsciu uktadu wynosi:

Z U.
[ 1+ ?1 ]Ugagz + 22,136, + (22, + Z,) prU,1,6,,8,, + Z,U, 5, [ 5, Z—Z -1p,5, ]

_ 2 2 29
Pu 7,0,.0, (29)
i dla par jednakowych niepewnosci wzglednych 6, =6, =3, 6, =6, =0, upraszcza si¢ do
2 Zy rr2 2 2 U,
8|1+ Ui+ 220+ (22, + 2,) pU,1, |+ 6,20, 7l
Pu = - - (30)

2,00,04,
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Rysunki 4a, b, ¢ przedstawiajq rézne przypadki zaleznoscip |
od pradu I, otrzymane ze wzoru (30).

Z rys. 4a wynika, ze przy uwzglednieniu niepewnosci ukladu
pomiarowego d,, wystepujace na rys. 2 dla 6, = 0 granice
obszaru o bardzo duzym spadku wartoéci wspélezynnika kore-
lacji p,,(1,) miedzy U, i I, ulegaja rozmyciu, tj. zmieniaja si¢
bardziej ptynnie i zaleza od 0, Obszar ten zwigksza si¢ dla
zmniejszajacych si¢ wartosci wspotezynnika korelacji p,, < 1 na
wyjéciu dzielnika. Wartosci wspélezynnika p | na brzegach tego
przedzialu pradu zmieniajg sie niewiele.

Na rysunku 4b obserwuje si¢ kilkukrotne zmniejszenie wartosci
p,, Przy wzroécie niepewnoéci 0, funkeji przetwarzania i zmniej-
szaniu si¢ niepewnosci d pomiaréw napiecia i pradu na wyjsciu
dzielnika w stosunku do parametréw z rysunku 4c. Charaktery-
styki zaleznosci wspétczynnika korelacji p,, od pradu na wyjsciu
wzrastajg wraz ze wspolezynnikiem korelacji p,,.

Przy catkowitym skorelowaniu wielkosci wejéciowych i para-
metréw ukltadu p, = 1, p,, = 1 otrzymuje si¢ nastepujace nie-
pewnosci wzgledne napigcia U, i pradu 1:

\/[(AHUZ WA 5]2 L S2RI
>

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Na rysunku 5a, b przedstawiono wykresy niepewnosci wzgled-
nej 6 [%] opisane wzorem (28a) dla posredniego pomiaru
napiecia U, (rys. 1) wyznaczone dla U, = 5V, Z = 200 Q
iZ, = 100 Q oraz 0 = 0,5%, 0, = 0,2%, w funkcji pradu I, [A]
przy skorelowaniu i braku skorelowania U, i I, dla trzech war-
tosci wspdlezynnikéw korelacji parametréw uktadu. Dodatkowo
zamieszczono wykres niepewnosci dla nieskorelowanych wielko-
$ci wejéciowych przy idealnej funkcji przetwarzania.

Z rysunkow ba, b wynika, ze niepewnosé¢ wzgledna 5,,11 napie-
cia U, wzrasta przy uwzglednieniu niepewnosci uktadu przetwa-
rzania. Dla 0, = 0,2% charakterystyki &, = f(I,) przebiegajq
coraz wyzej nad charakterystyka dla p, = 0 przy zmniejszaniu
si¢ wspdtczynnika skorelowania p,, dla napigcia i pradu wyjscia.
Dla p,, = 1, 0, -1 sg odlegle érednio o 0,01%, a polozenia ich
ptaskich miniméw, wystepujacych miedzy 60-80 mA, niewiele
roéznia sie od siebie.

Na rys 6a i b podano wykresy niepewnosci wzglednej
0, (1,)[%] wg wzoru (28b) dla pomiaru posredniego pradu I,
na wejsciu dzielnika przy braku skorelowania i przy skorelowaniu
wielkosci wejsciowych. Na rysunku 7a nie wystepuje wplyw nie-
pewnosci i korelacji impedancji Z, Z, uktadu. Przyjeto podob-

6y, = AN >4 (3la)  nie, jak poprzednio dla pomiaru U,, I, niepewnosci wzgledne
1172 T Faate Oy, = 6, =6 =0,5% oraz 0, = 0,2% dla impedancji Z,, Z, i war-
todci U, =5V, Z =200 Qi Z, =100 Q. Rysunek 7b przedsta-
2 (U2 wia podobne wykresy dla trzech wspélczynnikéw korelacji
|:(A21U2 + Ayl 2) 5:| + 72 2 napigcia i pradu na wyjsciu uktadu p,, = -1, 0, 1 z uwzglednie-
o, = 2 ) (31b)  niem niepewnosci ukladu przetwarzania 6, = 0,2%.
" ApU, + Ayl
a) 0,56 Rys. 6. Niepewnosci wzgledne
0,54 8y, [%] posredniego pomiaru pradu
na wejsciu dzielnika z rys. 1
0,52 w funkcji pradu wyjsciowego
05 1, dla skorelowania i braku
’ skorelowania na wyjsciu
0,48 uktadu: a.dlap,, =0, 1; b. dla
0,46 Py, =0,-1,1
! P2z =0 por =1 P22 =10 P2 =1 Fig. 6. Relative uncertainties of
0,44 _— —— — indirectly measured input current
0,42 52 =0,2% 62 =0 as afunction.of output cu.rrer?t
I 1, for correlations at the circuit
0,4 output: a. p,, =0, 1;b. p,, = 0,
0,38 -1,1
0,36
0,34
0,32 I [A]
0,3
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,2
b) 0,6 o
0,56 6111 [A’]
0,52 \
0,48
0,44
0,4
0,36
0,32
0,28
0,24
0,2
0,16
0,12 P22 =0 pyz==1 py=1
0,08
0,04 ]2 [A]
0

0 0,010,020,030,040,050,060,070,080,09 0,1 0,110,120,130,140,150,160,170,180,19 0,2
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Z analizy charakterystyk na rysunkach 6a, b wynika, ze nie-
pewno$c wzgledna &, (I,) pradu I, na wejsciu ukfadu nieznacz-
nie wzrasta przy uwszglednieniu niepewnosci 0, = 0,2% dla
impedancji ukladu przetwarzania, tj. do 0,04% na poczatku
i rzedu 0,01% w pozostalej czesci z zanikajacymi réznicami na
koncu przedziatu. Niepewno$¢ ta wzrasta teZ wraz z wartoscia
wspdélezynnika korelacji miedzy impedancjami dzielnika. Odchy-
lenia od wartosci maksymalnych, bliskich 0,5 % dla 8, =
wynosza okolo 0,2% dla 0, = 1 i o okolo 0,1% dla d, = 0.

4. Przyktady obliczen wynikow
posrednich pomiarow dla réznych
wariantow niepewnosci uktadu
pomiarowego i skorelowan

4.1. Niepewnoscii wspotczynniki korelacji
dlau=0

Ponizej przedstawiono przyktady obliczen niepewnosci napiecia

i pradu mierzonych posrednio na niedostepnym wejéciu dziel-

nika impedancyjnego (rys.1) w przypadkach, gdy parametry

uktadu sa nieskorelowane skrosnie z wielkoSciami mierzonymi,

tj. gdy U = 0, czyli wg wzoru (5).

U, = SUS™ + 8,U,ST

Przyjeto nastepujace wartosci parametréw ukladu: impe-
dancje: Z = 97, = 900 Q, Z, = 100 Q, obie impedancje przy
pradzie Stalym DC 0 nlcpcwnosmach wzglednych u, = 0,2%,
wielkoSci mierzone bezposrednio na wyjsciu dmelnlka napiecie:
U,=5V, I, =50 mA, z niepewnoscig wzgledna typu B 0,2%
tym samym lub réznymi przyrzadami. Z tych wartosci wyzna-
czono prad impedancji Z;: I, =50 mA, I,=1,+1, =100 mA,
U =01A-900€Q + 5V = 95V. Obliczono niepewnosci dla
czterech wariantéw korelacji parametréow uktadu i wielko-
$ci mierzonych:

1. Wielkosci mierzone nieskorelowane, niepewnosci przetwarzania
pomijalne (wg GUM-S2)

2. Wielkoéci mierzone nieskorelowane z uwzglednieniem niepew-
nosci uktadu przetwarzania

3. Wielkosci mierzone skorelowane p,, = 1 bez uwzglednienia
niepewnosci ukltadu

4. Wielkosci skorelowane p,, = 1 z uwzglednieniem niepewnosci

i skorelowania w uktadzie.

W tabeli 2 zestawiono przyklady numeryczne dla skorelowa-
nych i nieskorelowanych wielkos$ci wejsciowych i parametréw
dzielnika z pominigciem lub uwzglednieniem niepewnoéci prze-
twarzania i jego skorelowania.

Najwigksze wartoéci niepewnoéci 6, dla pradu I, i g, dla
napiecia U, otrzymano przy uwzglednieniu niepewnosci impe-
dancji ukladu realizujacego funkcje przetwarzania. Niepewnosé
0,14% dla idealnego przetwarzania wzrasta do 0,22% przy
uwzglednienia niepewnosci przetwarzania i pelnej korelacji
zar6éwno napigcia i pradu na wyjsciu dzielnika, jak i obu impe-
dancji. Obserwuje sie tez zmniejszenie wspélezynnika korelacji
na wejsciu uktadu z 1 dla idealnego przetwarzania do 0,6 przy
uwzglednieniu niepewnosci funkcji przetwarzania.

4.2. Wptyw skorelowana impedancji uktadu

z wielkosciami mierzonymiU =0
W tym rzadko wystepujacym w parktyce przypadku do wzoru
(5) uzytego dla macierzy kowariancji U, w punkcie 4.1 docho-
dza dwa skladniki i trzeba uzy¢ pelny wzér (3) z tabeli 1, tj.:

U, =S, Uy ST +8S,Up SE+V + V7"

gdzie: V =SUS}.
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Uklad dzielnika (rys. 1) ma dwuwymiarowe (2D) menzu-
randy Xi Y i dwie impedancje Z,, Z, jako niezalezne parametry
wewnetrzne. Liczba mozliwych wspotezynnikéw korelacji wynosi
6, w tym 4 niezalezne dla kazdej z macierzy skladowych U, i U,.
Tylko dla macierzy U,,(U,, I,) wspélczynnik ten mozna uzyskaé
eksperymentalnie, JCSh synchronicznic przeprowadzi si¢ pomiary.
Pozostate wspoétezynniki szacuje si¢ heurystycznie z danych tech-
nicznych lub z inne pomiaréw.

W podanych przykladach obliczen elementéw macierzy U,
przyjmie si¢ jednakowy wspélczynnik korelacji p, miedzy napie-
ciem i pradem na wyjsciu dzielnika, a impedancjami dzielnika.
Woéwcezas

PvOy, 0, PvOuy,0y,

Py0, 05  Py01,0y

Wyniki obliczen przy skorelowaniu impedancji z wielkosciami
mierzonymi podano w tabeli 3.

Najwigksze wartosci niepewnosci uzyskano przy pelnej korelacji
p,, wielkosci wejsciowych, pelnej korelacji p, =1 impedancji uktadu
przetwarzania i korelacji p |, wielkosci wejsciowych z parametrami
ukladu, tj. p,, = p, = p, = 1. Otrzymano ponad 1% dla napiecia
i ponad 0,9% dla pradu. W stosunku do przypadku nieskorelo-
wanych wielkosci, tj. dla korelacji p,, = p, = p,, = 0, niepewnos¢
napiecia U, i pradu I, wzrosta o okolo 0,7%. Zmiana wspétczynnika
korelacji zp, = -1 nap = 1, bez uwzglednienia innych korelacji,
powoduje zwickszenie niepewnoéci napiecia z okoto 0,6% do okoto
0,8 %, a pradu z okolo 0,8% do okolo 0,6% przy stalym wspdl-
czynniku korelacji p,, na wejsciu.

4.3. Wptyw warunkéw zewnetrznych,
w tym nadmiernych odchylen

W trakcie pomiaréw moga wystapi¢ odchylenia nadmierne,
tzw. outliery, np. indukowane przez pole elektromagnetyczne,
od impulséw napigcia z sieci zasilajacej, a nawet od skokéw
temperatury. Jesli nie zostana one usunigte z danych pomia-
rowych — np. zgodnie z kryterium Rabbsa lub tzw. meto-
dami odpornymi [4], to przy estymacji niepewnosci pomiaréw
wg GUM, opartej obecnie na odchyleniu standardowym war-
tosci $redniej, moga istotnie znieksztalci¢ ocene doktadnosci
wyniku. Odporno$é¢ na wplyw outlieréw dla uktadu do pomia-
row posrednich mozna oszacowaé przez najgorszy przypadek
przyrostow wielkosci mierzonych i zmian parametrow tego
uktadu, czyli przez bledy graniczne. Na przyktad dla ukltadu
czwoérnika (rys. 1), z rézniczki zupelnej réwnan (14a, b) o jed-
nakowym znaku przyrostéw AZ, AZ, otrzymuje sie

%2, ( +1, ]AZl—g;AZZ

lav,| <522 |AU |+ z,|aL,| + (32a)

2

|arL,| < Zi|A U,| +|AL| + (32b)
2

Y2 pzg,
ZZ

Jesli uktad pomiarowy dokonuje cyklicznie zautomatyzowa-
nych pomiaréw w warunkach, w ktérych wystepuja outliery
lub inne krotkotrwate zaklécenia, to do sktadowych niepew-
nosci menzurandu Y pochodzacych od niepewno$ci pomia-
row menzurandu X i od niepewnoéci funkcji F' spowodowanej
przez parametry P ukladu, trzeba dodaé geometrycznie stan-
dardowe niepewnosci od wplywéw dodatkowych nadmiernych
zaklécen T wystepujacych w warunkach pomiaru i przy naj-
mniej korzystnych wartosciach wspétezynnikéw korelacji. Dla
poszczegblnych wielkodci y, menzurandu Y otrzymuje si¢ sume
niepewnosci wzglednych

0 =8 +0.,+0,; (33)
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Tabela 2. Wyniki przyktadéw obliczen posrednich pomiaréw napiecia i pradu na wejsciu dzielnika z rys. 2

Table 2. Results of examples of calculation in indirect voltage and current measurements at the divider input

Lp. Macierz S, P Macierz U, Macierz S, P,
10 900 Q 0,0001 V> 0 VA
0 - 0
0,01S 1 OVA 10% A2
. . Niepewnosci Niepewnosci Wspotezynnik
1 Macierz U, Macierz U, o .
napigcia 0y, / 6, pradu o, /9, korelacji p,,
0,0181V? 19-10° VA
- 134,54 mV/0,14% 0,141 mA/0,14% 0,999
19-10° VA 2.10°° A?
Macierz S, Py Macierz U, Macierz S, P,
10 900 Q 0,0001 V2 0VA 01A -0,45A
0 0
0,018 1 O0VA 10%A? 0A -0,0005 A
. . Niepewnosci Niepewnosci Wspotezynnik
Macierz U, Macierz U, o .
napigcia 0y, / 6, pradu 0, /0, korelacjip,,
32407 0Q? 0,0586 V> 28-10° VA
242,07 mV/0,25% 0,173 mA/0,17% 0,668
0Q* 0,04 Q? 28-10° VA 3.10° A?
Macierz S, Py Macierz U, Macierz S, Py
10 900 Q 0,0001 V? 10° VA
1 - 0
0,018 1 10° VA 107 A?
3 Niepewnosci Niepewnosci Wspoétezynnik
Macierz U, Macierz U, ) p o & ynn
napigcia 0y, / 6y, pradu 0, /6, korelacji p,,
0,0361V? 38-10° VA
- 190,00 mV/0,2% 0,2 mA/0,2% 1
28-10° VA 4-107° A?
Macierz S, Py Macierz U, Macierz S, P,
10 900 Q 0,0001 V? 10° VA 01A -0,45A
1 1
0,01S 1 10° VA 10° A® 0A -0,0005A
. . Niepewnosci Niepewnosci Wspotezynnik
Macierz U, Macierz U, o ..
napigcia Oy, / 5,,11 pradu O, / 5111 korelacji p,,
3,24 Q* 0,36 Q? 0,0442 V> 29-10° VA
210,24 mV/0,22% 0,224 mA/0,22% 0,616
0,36 Q* 0,04 Q? 29-10° VA 5.10% A?

97




Rozszerzona metoda oceny niepewnosci posrednich pomiaréw wieloparametrowych i uktadow do tych pomiaréw. Czes¢ 2.

Tabela 3. Przyktady oszacowania niepewnosci U, i I, przy wystgpowaniu skorelowania parametréow uktadu pomiarowego

i 8, =0,1% oraz wielko$ci mierzonych o niepewnosci é = 1%
Table 3. Examples of estimation uncertainties of U, and /, for the impact of correlation of measuring circuit parameters and measured quantities and their

uncertainties 6, = 0.1%; 6 = 1%

L.p. Macierz S, Macierz U, Py Py
10 900 Q 0,0025 V2 0 VA
0 0
0,01S 1 0 VA 25.107° A?
. . Niepewnosci
1 P, Macierz V Macierz U, L
napiecia 0y, /6,
00 0,4525 V?  475-10° VA
0 672,68 mV/0,71%
00 475-10° VA 5.107 A?
Macierz S, Macierz U, Py Py
10 900 Q 0,0025 V? 0 VA
0 1
0,018 1 O0VA  25.10° A?
2 . :
. X Niepewnosci
0, Macierz V Macierz U, .
napigcia oy, /6y,
0,063V -0,0007 VA 0,0589 V¥  475-10° VA
0 767,22 mV/0,81%
-0,0007 VA -7,5-10° A? 475-10° VA 353-107 A?
Macierz S, Macierz U, Py Py
10 900 Q 0,0025 V? 0 VA
0 -1
0,01S 1 0 VA 25.10° A?
3 , :
. . Niepewnosci
0y Macierz V Macierz U, ..
napigcia 0y, /6,
-0,063 V> 0,0007 VA 0,337 V? 480-10° VA
0 580,19 mV/0,61%
-0,00007 VA 7,5-10° A? 480-10° VA 6,53-107 A?
Macierz S, Macierz U, Py Py
10 900 Q 0,0025 V> 25.10° VA
1 1
0,018 1 25.10° VA 25.107° A?
4 . :
. X Niepewnosci
0y Macierz V Macierz U, ..
napigcia 0y, / 6y,
0,063 V? —0,00007 VA 1030525 V? 945.10° VA
1 1,015 V/1,07%
0,0000675 VA —7,5-107° A? 945.10° VA 8,53-107 A?
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Macierz U

Macierz S,

00
00

Niepewnosci

pradu Oy, / é‘111

Wspotezynnik korelacji p,,

0,707 mA/0,71% 0,998
Macierz U Macierz S,
0,045 VQ 0,005 VQ 01A —0,45A
0,0009 V  0,0001V 0A -0,0005 A

Niepewnosci
pradu 0 / 5111

Wspdtezynnik korelacji p,,

0,593 mA/0,59% 1
Macierz U Macierz S,
-0,045 VQ -0,005 VQ 01A -0,45A

~0,0009 V. —0,0001 V

0A -0,0005 A

Niepewnosci
pradu Oy, / 5111

Wspotezynnik korelacji p,,

0,808 mA/0,808% 1
Macierz U Macierz S,
0,045 VQ 0,005 VQ 01A -0,45A
0,0009 V. 0,0001V 0A -0,0005A

Niepewnosci
pradu 0y, / 9,

Wspotczynnik korelacjip,,

0,923 mA/0,923%

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Wyznaczenie sktadnikéw tego wzoru dla napigcia U, i pradu I, na
wejsciu dzielnika pozostawiamy Czytelnikowi jako sprawdzian, czy
autorzy wystarczajaco przejrzyscie przedstawili zagadnienie.

5. Podsumowanie i wnioski

Omoéwiono zestawione w tabeli 1 wzory rozszerzonej metody wyznacza-
nia niepewno$ci pomiaréw posrednich wieloparametrowych. Metoda ta
uwzglednia niepewnosci i skorelowania parametréw uktadu realizuja-
cego wielowymiarowa funkcje przetwarzania. Przedstawiono przyklad
zastosowania tej metody w posrednich pomiarach napigcia i pradu
dwdjnika dostepnego jedynie za posrednictwem dzielnika impedan-
cyjnego. Sytuacje takie wystepuja w pomiarach wysokonapieciowych
oraz w diagnostyce technicznej ukladow elektrycznych.

Jako przyklad zastosowania metody rozwazono szczegbétowo nie-
pewnosci wyznaczania napiecia i pradu na wejsciu obciazonego dziel-
nika impedancyjnego na podstawie pomiaréw na dostepnym jedynie
jego wyjsciu. Wyprowadzono macierzowe zaleznosci uwzgledniajace
niepewno$¢ realizacji funkcji przetwarzania przez ten uklad. Ujmuja
one wzrost niepewnosci calkowitych estymowanego napieci i pradu
przy uwzglednianiu niepewnosci funkeji przetwarzania. Wzrost ten nie
przekracza sum niepewnosci pomiarow wielkoéci wejsciowych i nie-
pewnosci parametréw ukltadu.

W prezentowanych wariantach tego uktadu przyrost niepewnosci
zmienial sie wraz z wartoscia i znakiem wspoétczynnikéw korelacji para-
metréw ukladu jak i wielkosci wejsciowych, a takze w funkcji poboru
pradu na wyjsciu uktadu dzielnika impedancyjnego. Znaczne zmiany
wystepowaly w pomiarach posrednich napiecia przy silnie skorelowa-
nych wielkosci wejsciowych.

Omawiana metode mozna z pozytkiem stosowaé zaréwno do oceny
poérednich pomiarow wieloparametrowych wykonywanych zesta-
wem przyrzadéw, jak i do oceny dokladnosci przyrzadéw i systemdw
pomiarowych o wbhudowanym zintegrowanym ukladzie pomiarowym
do takich pomiaréw.

Autorzy zamierzaja przeanalizowaé wyznaczanie niepewnosci kilka
innych ukladéw do pomiaréw wieloparametrowych stosowanych w réz-
nych dziedzinach, w tym np. pomiaréw sktadowych mocy w sieciach
tréjfazowych o przebiegach odksztalconych oraz zbadaé wlasciwosci
statystyczne ukladéw wieloparametrowych przy niegaussowskich roz-
kladach prawdopodobienstwa zbioréw odchylen i réznych funkcjach
przetwarzania wielkoSci mierzonych.
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Extended Method for Evaluation Uncertainties of Indirect
Multi-Parameter Measurements and of Circuits for these
Measurements. Part 2. Application on the Example of a System for Indirect

Two-Parameter Measurements

Abstract: In the part | of this work, the current results of the work are briefly presented regarding
the impact of correlations in sets of deviations from estimators of directly measured quantities

with uncertainty of types A and B on the accuracy of indirectly determined parameters of output
multi-measurand. An extended mathematical model of the method contained in Supplement 2 of
the GUM Guide was presented. This new extended model takes also into account the uncertainties
of the processing function in multi-parameter measurements and can also be used to describe the
accuracy of instruments and systems that perform such measurements. Part 2 presents examples
of using the extended method to describe intermediately measured parameters of a two-terminal net
through a four-terminal network, considering the uncertainties of its elements.

Keywords: multiparameter indirect measurant, menzurand, covariance matrix, uncertainty, correlation coefficient, uncertainty of processing function,

four-terminal network, divider circuit
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lenia i serwis urzadzen fiskalnych. Od 2006 r. pracuje w Gtéwnym Urze-
dzie Miar. Zajmowat sie zatwierdzeniem typu i oceng zgodnosci taksome-
trow elektronicznych i miernikow predkosci w ruchu drogowym, a obecnie
jako gtéwny metrolog rozwija metody matematyczne szacowania niepew-
nosci pomiarowych.
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