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0 gtadkim taczeniu krzywych Béziera

1. Wstep

Podstawowym budulcem systemoéw graficznych operujacych na plaszczyznie
(np. edytoréw fontowych) sa krzywe sklejane, zwane tez krzywymi gietymi lub -
z angielska — splajnami. Na ogdt sg to wielomiany jednej zmiennej, powiedzmy ¢.
Zwyczajowo przyjmuje sie, ze 0 < t < 1. Oznacza to, ze zwykle operuje si¢ na frag-
mentach krzywych (tukach). Skomplikowane ksztalty, jakie sg niezbedne w prak-
tycznych zastosowaniach, uzyskuje sie, taczac odpowiednio fragmenty krzywych.

Niniejsze opracowanie jest poswigcone dwom technikom taczenia krzywych
opisywanych wielomianami 3 stopnia, zwanych krzywymi Béziera i adresowane jest
do Czytelnikéw obeznanych praktycznie z krzywymi Béziera, acz niekoniecznie zaj-
mujacych sie na co dzien matematyka. Wprawdzie niezbedna jest znajomos¢ mate-
matyki na poziomie elementarnym, jednakze dla jak najwiekszej jasnosci wywodu
nawet proste fakty matematyczne s3 uzasadniane i - gdzie to tylko mozliwe - poda-
wana jest interpretacja geometryczna tych faktow.

2. Krzywe sklejane

W praktyce spotyka si¢ najczesciej dwa rodzaje krzywych sklejanych: krzywe
zwane krzywymi B-sklejanymi (zob. [9]) oraz krzywe Béziera (zob. [10]); oba ro-
dzaje sg w istocie szczegdlnym przypadkiem wielomianéw Bernsteina na plaszczyz-
nie (zob. [11]), odpowiednio 2 i 3 stopnia. Wielomiany Bernsteina stopnia » zdefi-
niowane s za pomocg nastepujacego wzoru:

dgfn N\ i an-ip
P(”‘g(i)t“ " P, (1)

gdzie P; s3 punktami na plaszczyznie. W przypadku krzywych B-sklejanych i krzy-
wych Béziera powyzsza formula przybiera odpowiednio postac:
AW =(1-1)Ag+2t(1-1) Ay + Ay, )
B()=(1-1)°By+3t(1-1)*By+3t°(1- 1) By + £ B. 3)
Zauwazmy od razu, ze krzywa B-sklejana daje sie w trywialny sposob zapisaé jako
krzywa Béziera. Latwo sprawdzi¢, ze nalezy w tym celu przyja¢ nastepujace zalez-
noéci (traktujac punkty na plaszczyznie jako wektory wodzace):

2 2
B, " A, Bldion+5(A1—Ao), BzdifAz+5(A1—Az), Bs¥ A, (@
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Wzory (4) przydadza sie nam punkcie 4.

Oczywiscie krzywe B-sklejane i krzywe Béziera nie sa jedynymi krzywymi
uzywanymi w programach graficznych. Godne odnotowania sa np. krzywe spiro
(zob. [5]) bedace fragmentami klotoidy (zwanej réwniez spiralg Eulera lub spirala
Cornu).

‘\\Bz B2 ..
Bl ’ \\ \‘\\\ —"__«‘ Bl
B, ¢ \ B; By — o~ B;
By _.+By
, B, “
B,/ ~Bs
By ~ B,
B, < A B;
ks B2 BZ _/'/
Bl . 4 ol
B,
BovB; By~

Rys. 1. Krzywe Béziera uzyskane za pomoca wzoru (3) (0 < f < 1); pominiety zostal
przypadek zdegenerowany, By = By = B, = B3, opisujacy pojedynczy punkt

W dalszym ciggu niniejszego opracowania skupimy si¢ na krzywych Béziera,
obstugiwanych przez praktycznie wszystkie programy graficzne (zaréwno komer-
cyjne, jak i openwareowe). Krzywa opisywana pojedynczym wielomianem Béziera
bedziemy okreslac¢ jako segment lub — zamiennie - tuk Béziera. Punkty By i B3 be-
dziemy nazywaé weztami, a punkty B, i B, — naciggami (konkretne oznaczenia li-
terowe nie sg istotne).

Za pomoca wielomianu Béziera, okres§lonego réwnaniem (3), mozna opisaé
wzglednie niewiele istotnie réznych ksztattow. Rysunek 1 przedstawia szes¢ wizual-
nie réznych form, jakie przybiera tuk Béziera.

Jest oczywiste, ze za pomoca pojedynczego tuku Béziera nawet tak pro-
ste ksztalty, jak wielokaty nie dajg si¢ opisa¢. Jednakze laczenie wielu segmentdw
w jedng krzywa stwarza ogromne mozliwosci, co ilustruje rysunek 2, prezentujacy
game przyktadow — od fontéw o ksztaltach zbudowanych z niemalze prymitywnych
figur geometrycznych poprzez typowe pisma dzietowe (szeryfowe i bezszeryfowe)
do fontéw zlozonych z bardzo skomplikowanych graficznie znakéw. Przyktady (e),
(f) 1 (g) nalezaloby zaliczy¢ do obszaru grafiki komputerowej; uzycie do tego rodzaju
znakow technologii fontowej jest w zasadzie naduzyciem, zwlaszcza w przypadku
fontu Geometric Petras, ktory sprawia klopoty niemal wszystkim programom prze-
twarzajgcym ten font.
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Rys. 2. Przykiady znakéw, opisanych za pomoca wielomianéw Bernsteina stopnia 2 i 3,

pochodzacych z nastepujacych fontéw: (a) Punk Nova Donalda E. Knutha (rozszerzenie
zestawu znakow i konwersja do formatu OTF - Taco Hoekwater, Hans Hagen

i Khaled Hosny); (b) Blackboard Bold Alana Jeftreya; (c) Signika Anny Giedrys;

(d) Antykwa Toruniska Zygfryda Gardzielewskiego (dygitalizacja — Janusz M. Nowacki);

(e) koeieletters Duane’a Bibbyego (dygitalizacja — Taco Hoekwater i Hans Hagen);

(f) Goudy Initialen Frederika Goudyego (dygitalizacja — Dieter Steffmann);

(g) Geometric Petras sygnowany Paulo W/ Intellecta Design

Znaki w fontach zdefiniowane sg jako zbiory krzywych zamknietych - co jest
wymogiem obecnej komputerowej technologii fontowej (zob. [7, 8]) - z ktérych
kazda zbudowana jest z pofaczonych w jedng krzywa wielomianéw Bernsteina
(stopnia 2 lub 3). Jak wiec wida¢, za pomocg krzywych sklejanych mozna opisaé
obiekty graficznie o bardzo skomplikowanych ksztattach.

Przytoczone przyktady dotyczyly fontow, nalezy jednak podkresli¢, ze krzywe
sklejane z powodzeniem wykorzystuje si¢ takze w innych obszarach grafiki kompu-
terowej, nawet tréjwymiarowej, po uogdlnieniu pojecia jednowymiarowej krzywej
sklejanej na ptaty dwuwymiarowe.

Jak fatwo si¢ domysli¢, kluczowym zabiegiem przy konstruowaniu krzywych
sklejanych jest wlasnie ,klejenie”, czyli laczenie poszczegolnych fragmentéw krzy-
wej sklejanej wedlug wybranych zasad. Najlepiej jest, gdy takie zasady majg pre-
cyzyjny opis matematyczny. W numerze 1 ,,Acta Poligraphica” (zob. [4]) opisana
zostala szczegélowo metoda Johna D. Hobbyego taczenia krzywej sklejanej, prze-
chodzacej przez zadane punkty, uwzgledniajaca wszystkie zadane punkty (w tym
sensie jest to metoda globalna). Oméwione i poréwnane z metoda Hobbyego zo-
staly metody lokalne, uwzgledniajace bezposrednie otoczenie punktu taczenia. Jak
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sie okazuje, lokalne metody w niektdrych zastosowaniach prowadzg do poréwny-
walnych lub wrecz lepszych wynikéw niz globalna metoda Hobby'ego, a sg przy tym
prostsze w implementacji.

Reszta niniejszego artykutu poswigcona jest dwom lokalnym technikom two-
rzenia gladkich potaczen krzywych Béziera, nadajacym si¢ do zaimplementowania
interakcyjnego.

3. Znajdowanie gladkiego polaczenia

Zalézmy, ze mamy dane dwa tuki Béziera: A(t) = (1 - )>Ag + 3t(1 - 1)*A; +
3t2(1-t)Ay + 2 Asoraz B(t) = (1 - t)* By +3t(1 - t)>B; + 3t*(1 — t) B, + t> B3. Oczywi-
$cie A(0) = Ay, A(1) = Az, B(0) = By, B(1) = Bs. Dla uproszczenia rozwazan zatézmy
dodatkowo, ze A; # B dla i, j=0,1,2, 3, z wyjatkiem A3 = Bo; to znaczy zaktadamy,
ze rozwazane dwa tuki tworzg ciagla, dwusegmentowa krzywa Béziera.

Bedziemy starali sie znalez¢ takie polozenie punktu As; = G = By, by pola-
czenie bylo jak najgladsze. Méwiac precyzyjnie, bedziemy zada¢, by lewo- i prawo-
stronna krzywizna w punkcie G byla taka sama. Zalozenia zadania zostaly zilustro-
wane na rysunku 3.

Rys. 3. Sformutowanie problemu: przy zadanych punktach A, A;, A,, By, B, i B; nalezy
wyznaczy¢ punkt G taki, ze tuki A(t) 1 B(#) (przy czym A; = G = By) tacza sie w tym
punkcie mozliwie gladko

Zauwazmy, ze zalozenie gtadkosci potaczenia w punkcie G implikuje wspodt-
liniowo$¢ punktéw A,, G i B;. Wynika to z podstawowej wilasnosci krzywych
Béziera, mianowicie linie proste wyznaczone przez pary punktow AgA;, A, As, BoB;
oraz B,Bj; sg styczne do odpowiednich tukéw Béziera w punktach Ag, A3, By i Bs.
Przyjmiemy zatem, ze warunkiem, ktéry musi spetnia¢ punkt G, jest lezenie na linii
prostej wyznaczonej przez punkty A, i B;.

Dodatkowo bedziemy zada¢, zeby krzywizna tuku A(t) dla ¢ = 1 byla réwna
krzywiznie tuku B(t) dla t = 0. Krzywiznge w danym definiuje si¢ jako odwrotnos¢
promienia okregu stycznego do krzywej w danym punkcie; promien tego okregu
nosi nazwe promienia krzywizny.

Zaleznosci pozwalajace obliczy¢ krzywizne wielomianu Bernsteina w danym
punkcie mozna znalez¢é m.in. we wspomnianej pracy [4]. Tu przytoczymy odno$ne
wzory bez dowodu.

Niech |v| dla danego wektora (2-wymiarowego) v = (v, v,) oznacza jego
dtugosé, tzn. |v| ey vi+ v}z,. Ponadto zdefiniujmy dla pary wektoréw u = (uy, u,)

iv = (vy,v,) ich wyznacznik (ang. determinant) jako det(u, v) def UxVy — UyVy. Je-
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zeli potraktujemy punkty na ptaszczyznie jako wektory wodzace (tzn. potraktujemy
wspolrzedne punktéw jako skltadowe wektora), mozemy wzory na krzywizne x4 i kg
dla tukéw Béziera odpowiednio A(t) i B(t) w punkcie G (czyli A(1) = B(0)) zapisa¢
nastepujaco:
dEdeet(G—Az,Al—Az) d_edeet(Bl—G,Bz—Bl)
T3 G-AP BT 3 G-BJ
Zauwazmy, ze punkty Ag i B3 nie wystepuja w powyzszych formutach.
Zdefiniujmy wielkosci h4 i hp nastepujaco (ich sens geometryczny zostanie
wyjasniony dalej):
B e det(G-Aj, A1 - Ay) def det(B; — G, B, — By)
A= = (6)
|G - A, |G — By
Dalej pokazemy, ze wielkosci hy4 i hp nie zaleza od polozenia punktu G na prostej
przechodzacej przez A, i By i ze do ich wyznaczenia wystarczy znajomo$¢ wielkosci
Al, Az, Bl i Bz.
Oznaczmy nieznane wielko$ci |G — A,| i |G — B;| jako odpowiednio p i g.
Zauwazmy, ze p + q = |A, — By|. Warunek rownosci krzywizn x4 = kg mozna zatem
przeformulowaé nastepujaco:

©)

KA

b hB

ha _hg
P 7
a tym samym zadanie redukuje si¢ do ukladu dwdch réwnan liniowych z dwoma
niewiadomymi p i g:
p_ [ha _
S=\/-—=, p+q=|A,-By|. (8)
q V hp
Powyisze wzory nie dajg si¢ zastosowaé w przypadku hyhp < 0. Nie bedziemy tego
zagadnienia rozwija¢, poprzestaniemy na stwierdzeniu, ze odpowiada on przyjeciu,
ze punkt G jest punktem przegiecia i uwzglednienie tego przypadku jest mozliwe
i nietrudne.
Pozostaje zatem wyznaczy¢ wielkosci h4 i hp.
Korzystajac z definicji wyznacznika, tatwo mozna sprawdzi¢, ze zalezno$ci
(6) sa rownowazne ponizszym zaleznosciom:
G-A, B -G
hA—det(|G_A2|,A1 Az), hB—det(|G_B1|,Bz B]) (9)
Oczywidcie wektory (G — A,)/|G — Az| i (B1 — G)/|B1 — G| pojawiajace sie w réwna-
niach (9) majg jednostkowg dlugos¢. Poniewaz zgodnie z zatozeniem punkty A,, G
i B; sa wspolliniowe, zachodzg nastepujace zaleznosci:
G-A, Bi-G B -A,

= = . (10)
|G-A,] |G-Bi| |Ay-B|
Tym samym zalezno$ci (6) mozna zapisa¢, jak nastepuje:
det(B; - A, A1 - Ay) det(B; - Ay, B, - By)
hA = > hB = > (11)

|B1 — As| |B1 — Ay
co tatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem. I to w istocie konczy procedure wy-
znaczania punktu G — wzory (8) i (11) pozwalaja w prosty sposob obliczy¢ wspot-
rzedne punktu G.

13
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Zauwazmy, ze we wzorach (8) moze si¢ pojawi¢ nieokreslonos¢, gdy punkty
Ay, A,, By i B, sg wspolliniowe, bowiem wowczas hy i hp przyjmuja rownoczesnie
warto$¢ zero i w konsekwencji polozenie punktu G nie jest jednoznacznie okreslone.
Jesli tylko trzy z tych punktéw sg wspotliniowe, mamy do czynienia z rozwigzaniem
zdegenerowanym (punkt G pokrywa sie z punktem A, badz By).

3.1. Interpretacja geometryczna

Geometryczna interpretacja przeksztalcenia formut (6) do postaci (11) wy-
nika z geometrycznych wlasnosci wyznacznika. Mianowicie warto$¢ wyznacznika
det(u, v) jest rowna wielko$ci pola réwnolegloboku wyznaczonego przez wektory
u i v (tak rozumiane pole ma znak zalezny od wzajemnej orientacji wektoréw).
Zatem wzory (6) definiuja wysokosci odpowiednich réwnoleglobokéw i - jak wy-
nika z rysunku 4 - s3 to te same wysokosci, tyle ze réwnolegtobokéw okreslonych
przez wektory wystepujace we wzorach (11).

Az G ----- *---""

A2 oo N M
T7 SR
_____ v - ARERRLL IR I LIS
, RRRERARKE? //[
X007 B,

pole=det(B;—A;,A;-A;) pole=det(B;-A;,B,-B,)

Rys. 4. Geometryczne uzasadnienie réwnowaznosci wzoréw (6) i (11)
Reasumujac, rysunek 4 stanowi geometryczny dowod na to, ze wielkosci /14
i hp okreslone wzorami (6) i (11) s identyczne.

3.2. Przyklady
Jak zostalo wspomniane, skrajne wezly krzywych Béziera nie pojawiajg si¢
ani we wzorach (8), ani we wzorach (11), co oznacza, ze polozenie punktu G nie
A, G B

o

Ay o

B

Rys. 5. Polozenie punktu gladkiego polaczenia G nie zmienia si¢ na skutek zmiany
polozenia punktu A, (szare kolka), podobnie zreszta, jak i zmiany polozenia punktu Bs
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Rys. 6. Zadanie parzystej liczby naciagéw (tu: A, A,, By, By, Cy, Cy, Dy, Dy) wyznacza
jednoznacznie krzywa zamknieta — linia szara; czarng linig zaznaczona zostala krzywa
przechodzaca przez punkty G;, G,, Gz i G4, obliczona za pomoca interpolacyjnego
algorytmu Hobbyego (dz. cyt.)

zalezy od potlozenia skrajnych wezléw rozwazanych tukéw Béziera. Rysunek 5 ilu-
struje ten fakt.

Innymi stowy, potozenie punktow skrajnych krzywej otwartej mozna ustali¢
dowolnie (np. na podstawie dodatkowych warunkéw). W przypadku krzywej wielo-
segmentowej wewnetrzne segmenty sg okreslone jednoznacznie, skad wynika, ze
w przypadku krzywej zamknietej podanie polozen naciagéw jednoznacznie opisuje
calg krzywa, jak to przedstawia rysunek 6.

3.3. Podsumowanie

Powyzsze rozwazania wyjasniaja, w jaki sposob majac zadane naciagi tukow
Béziera, mozna te tuki polgczy¢ z zachowaniem stalej krzywizny w punktach tacze-
nia. Jest to w pewnym sensie podejécie dualne do podejscia Hobbyego: w metodzie
Hobby'ego zadaje sa wezly (plus ewentualnie dodatkowe warunki) i wyznacza na-
ciagi. W opisanej wyzej metodzie zadaje sie naciagi (bez dodatkowych warunkéw)
i wyznacza wezly.

Metoda ta doczekala si¢ obiecujacej, chociaz ciagle jeszcze eksperymentalnej,
implementacji w komercyjnym edytorze fontéw FONTLAB.

4. Luk Béziera o zadanej krzywiznie w punktach skrajnych

Jak poprzednio, zalozymy (zmieniajgc nieco oznaczenia na nieco wygodniej-
sze dla tego zadania), ze dana jest krzywa Béziera: P(¢) = (1 - t)>A + 3t(1 - t)?A" +
3t2(1 - t)B’ + £’ B. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze punkty A, A, B’ i B s3 parami
rézne. Dodatkowo zalozymy, ze linie proste wyznaczone przez pary punktow AA’
i BB’ przecinajg sie pod katem «, przy czym « < 7. Na rysunku 7 przedstawiona zo-
stala zatozona sytuacja oraz wprowadzone zostaly punkty pomocnicze A, B i wiel-
ko$ci dodatkowe Hy, Hp, R4, Rp.

Odleglosci Hy i Hp bedziemy uwazac za wielkosci ze znakiem, przyjmujac
nastepujacg konwencje: jesli punkt B’ lezy na lewo od linii prostej skierowanej od
A do A, to Hp < 0, w przeciwnym razie Hg > 0; analogicznie, jesli punkt A’ po-
tozony na prawo od linii prostej skierowanej od B’ do B, to H < 0, w przeciwnym

15
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Rys. 7. Graficzne przedstawienie przyjetych zalozen

razie H > 0. Dla przypadku przedstawionego na rysunku 7 obie wartosci sg ujemne:
Hy <0, Hp < 0. Rowniez katy, w szczegolnosci kat o, bedziemy uwaza¢ za wielkosci
ze znakiem, mianowicie katy skierowane zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek
zegara uznamy za ujemne; w naszym przypadku kat a skierowany przeciwnie do ru-
chu wskazéwek zegara od CA do CB, zatem « > 0. (Zauwazmy, Ze przyjeta konwen-
cja pozostaje w zgodzie z podang w punkcie 3 definicjg wyznacznika i w istocie jest
konsekwencja tej definicji.)

Okregi obrazujg krzywizne w punktach AiB; R4 i Rp oznaczajg odpowiednie
promienie krzywizny.

4.1. Sformulowanie problemu
Zaczniemy od precyzyjnego matematycznie sformulowania zadania:

PROBLEM PROMIENI KRzYWIZNY: Niech dany bedzie tréjkgt ABC oraz

liczby rzeczywiste Ry i Ry; nalezy wyznaczyé potozenie naciggéw A’ i B’

nalezgcych odpowiednio do bokéw AC i BC trojkgta ABC tak, by pro-

mienie krzywizny tuku Béziera (opartego na punktach AA'B’'B) wyno-

sity R4 i R w punktach odpowiednio A i B.

Pamigtajac, ze promien krzywizny definiowany jest jako odwrotno$¢ krzywi-
zny, wzory (5) mozemy zapisa¢ nastepujaco:

12 /12
I 7y
2 H, 2 Hp

Wprowadzmy oznaczenia Iy = |AA’|, L4 = |AC|, Iz = |BB’|, Lp = |BC|; woéwczas
(uwzgledniajac znaki Hy, Hp i o) Hy = —(Lp — Ig) sina, Hg = —(La — ly) sina. Tym

(12)
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samym réownania (12) mozna przepisa¢ w postaci:

3 1 3 12
Ry=—7——7F"——, Rg=-c—7—, (13)
2 (Lp—Ig)sina 2 (Lg—1y)sina
lub réwnowaznie:
3 12 312
lp=Lp+=-—2A— lLi=Ly+-—2 . (14)
2 Rysina 2 Rgsina

Zaleznoéci (14) postuza nam do rozwigzania postawionego zadania.

4.2. Parabola jako krzywa Béziera

Réwnania (14) mozna zinterpretowac jako definicje dwoch parabol o osiach
wzajemnie prostopadlych (zmiennych 4 i Ig). Poniewaz zatozyli$my, ze punkty A’
i B’ leza na bokach trojkagta ABC, dokladniej 0 < Iy < Ly oraz 0 < Ip < Lg, wzory
te w istocie opisujg pdtparabole; punkt przeciecia pdtparabol okresla rozwigzanie
sformutowanego wyzej problemu promieni krzywizny (por. punkt 4.3).

Jak zostalo odnotowane w punkcie 2, parabole w trywialny sposéb daja sie
przedstawi¢ jako krzywe Béziera. Dostosujmy wzory (4) do naszego przypadku.
Przypu$émy, ze na plaszczyznie qp mamy zadane réwnanie (fragmentu) potpara-
boli g = Q + P p? 0< p < L. Odpowiednie wezly krzywej Béziera obliczy¢ mozna ze
WZOrow

wezly: U=(0,P), V=(L,P+QL?) (15)
1 2 1
naciagi: U’ = (EL,P), V= (gL,P+ gQLZ) (16)
Geometryczng interpretacje powyzszych formul przedstawia rysunek 8. Przedsta-

wiona na rysunku krzywa moze by¢ zapisana jako (t — 1)2U + 2t(t — DW + £*V,
gdzie W = (1L, P), badz (t—1)°U +3t(t- 12U’ + 32 (t - DV’ + £V.

A

P+QL? 1%

Rys. 8. Przedstawienie fragmentu potparaboli jako krzywej Béziera
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4.3. Rozwigzanie numeryczne - zarys

Zatem zadanie zostalo sprowadzone do znajdowania punktu (ogdlnie -
punktéw) przeciecia dwdch poélparabol. Rysunek 9 przedstawia odpowiednie pot-
parabole obliczonego wedlug wzoréw (14) dla przypadku przedstawionego na ry-
sunku 7 (przypomnijmy, ze w tym przypadku R4 <0, Rg <0, a > 0).

Alp

/ / (Is,18) = (JAA"|,|BB')

Ia
/ 3 12
Ih=Lg+>—32
AT A 2 Rpsina
3 I
ZB:LB+7 A

Rys. 9. Dla przykladowej sytuacji, przedstawionej na rysunku 7, pélparabole przecinajg
sie w jednym punkcie

Jak wida¢, dla tego konkretnego przykladu istnieje dokladnie jedno rozwia-
zanie. W ogdlnosci uktad réwnan (14) dopuszcza od 0 do 4 rozwigzan, gdyz jest to
problem réwnowazny znajdowaniu miejsc zerowych wielomianu 4 stopnia i w za-
sadzie moze by¢ rozwiazany analitycznie. Jednakze znajdowanie punktu (lub punk-
tow) przeciecia dwdch segmentow Béziera jest do$¢ typowym zadaniem, nietrud-
nym do numerycznego rozwigzania. Wolno oczekiwad, ze wszystkie systemy gra-
ficzne postugujace si¢ krzywymi Béziera dostarczaja wygodnych narzedzi do znaj-
dowania punktu przeciecia dwdch tukéw Béziera.

Takimi systemami sg na przyktad METaroNT Donalda E. Knutha i METAPOST
Johna D. Hobbyego (stanowigcy modyfikacje METAFONT-a). Obydwa programy wy-
posazone sg w operacje P;(t) intersectiontimes P,(t), zaimplementowane z wyko-
rzystaniem prostego algorytmu bisekgji, ktéra dla dowolnej pary krzywych Béziera
P, (t) 1 P,(t) oblicza pare liczb rzeczywistych (t;, t,); jezeli krzywe si¢ nie przecinaja,
to t; = t, = —1, w przeciwnym wypadku P, (t;) = P,(¢;) (z doktadnoscig do precyzji
obliczen).

Jednakze operacja intersectiontimes nie dostarcza informacji o liczbie punk-
tow przecigcia. W praktyce (zwlaszcza w zastosowaniach interakcyjnych) jedno-
znaczno$¢ rozwigzania nie jest kluczowa. W pierwszym przyblizeniu mozna zato-
zy¢, ze taka informacja, jakiej dostarcza operacja intersectiontimes, wystarcza. Opro-
gramowanie dostepu do wszystkich punktéw przecigcia nie jest szczegdlnie trud-
nym zadaniem.
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W przypadku przecinajacych sie pdtparabol o prostopadlych osiach symetrii
moga sie pojawi¢ 1, 2 lub 3 punkty przeciecia (zob. rysunek 10). Mozna udowodnic¢,
ze nie moze by¢ 4 punktéw przeciecia.

S

Rys. 10. Mozliwe przecigcia dwdch potparabol o osiach wzajemnie prostopadtych; nie jest
jasne, czy wszystkie przypadki sg istotne w praktyce

FaxT: Dwie potparabole o prostopadlych osiach symetrii mogg przecinac
sie w co najwyzej 3 punktach.

Dowop: Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, Ze osie pétparabol po-
krywajg sie z osiami uktadu wspétrzednych. Przyjmijmy, ze parabole za-
dane sq réwnaniami q= Q + Pp* i p=S+ Rq*; pélparabole odpowiadajg
dodatnim lub ujemnym wartosciom argumentow p i q. Te dwa rowna-
nia mozna potraktowac jako ukfad 2 réwna# z 2 niewiadomymi p i q;
po wyeliminowaniu jednej zmiennej otrzymujemy réwnanie 4 stopnia
r*+ p3r’ + par? + pir + po = 0 (gdzie r moze oznacza¢ p lub q).

W przypadku pétparabol o prostopadtych osiach zawsze zachodzi p3 = 0,
zas dla wszystkich réwnan wielomianowych zachodzi, zgodnie ze wzo-
rami Viétea, p3 = 1| + 1y + 13 + 14, gdzie 11, 13, 13 i 14 sg pierwiastkami
(rzeczywistymi lub zespolonymi) réwnania czwartego stopnia.

Jezeli pétparabole przecinajg si¢ w 3 punktach, to wynika stgd, ze ist-
niejg trzy pierwiastki rzeczywiste, powiedzmy r1, 1 i 13, majqce ten sam
znak. Zatem czwarty pierwiastek jest rowniez rzeczywisty i ma znak
przeciwny ry = —(r1 + 1, + 13). Oznacza to, Ze punkt przeciecia odpowia-
dajgcy temu pierwiastkowi nalezy do drugiej gatezi paraboli - ¢.b.d. o.

Przedstawiliémy w zarysie implementcje kluczowego modutu rozwiazuja-
cego problem promienia krzywizny. Niech modul ten nazywa sie przykladowo
find_controls(A, B, C, Ry, Rp). Jego specyfikacja jest nastepujaca: dla danych punk-
tow na plaszczyznie A, B, C iliczb Ry, Rp albo obliczane jest potozenie naciagdw
zgodnie ze sformutowaniem zadania, albo emitowany jest komunikat, ze rozwigza-
nie nie istnieje. Jesli dany system nie oferuje operacji majacej zblizong funkcjonal-
no$¢ do opisanej wyzej operacji intersectiontimes, niezbednej dla zaimplementowa-
nia modulu find_controls(A, B, C, R4, Rp), mozna tego rodzaju operacje wzglednie
tatwo zaprogramowa¢, stosujac na przyklad metode bisekeji.

4.4. Mozliwe zastosowania praktyczne

W punkcie 3 pokazali$my, Ze zawsze (z wyjatkiem przypadkow zdegenero-
wanych), istnieje rozwigzanie nastepujgcego zadania:

19



20

BOGUStAW JACKOWSKI, tUKASZ DZIEDZIC, MAREK RYCKO, PIOTR STRZELCZYK

PROBLEM GELADKIEGO POLACZENIA: Dla zadanych 6 punktow na plasz-
czyznie A, A, A", B", B'i B, wyznaczy¢ punkt G, znajdujgcy si¢ na linii
prostej przechodzqcej przez A" i B”, taki, ze punkcie G krzywizna le-
wostronna réwna jest prawostronnej krzywej zbudowanej z segmentéw
Béziera opartych na czworokgtach AA’A"” G i GB” B'B.

Rozwigzanie tego zadania ilustruje rysunek 11. Jest to w zasadzie modyfikacja
rysunku 3 - zaznaczone zostaly, istotne dla dalszych rozwazan, krzywizny w punk-
tach A, GiB.

Ao G B”

Al
!
!

Rys. 11. Wyznaczanie punktu G laczacego segmenty Béziera z zachowaniem krzywizny;
punkty A, A’, A”, B”, B'i B sa dane, promienie krzywizny R4, Rp i Rg

Wspomniane w punkcie 3.3 eksperymenty z implementacjg algorytmu wy-
znaczania punktu G pokazaly, ze czasem uzytkownik chcialby nieco zmodyfikowa¢
efekt dziatania algorytmu w otoczeniu punktu G. Bedziemy zakltadad, ze polozenia
punktéw A i B i kierunki naciggéw w tych punktach nie podlegaja modyfikacjom.

Jest kilka mozliwoéci: mozna przesungé punkt G (z zachowaniem lub nie
krzywizny i kierunku stycznej w punkcie G); mozna nie zmienia¢ polozenia punktu
G, natomiast przesuna¢ stosownie A” i B”, co w istocie okresla krzywizne w punk-
cie G (nalezy ustali¢, czy bierzemy pod uwage lewo- czy prawostronng krzywizne);
wreszcie mozna zada¢ jawnie krzywizne (i ewentualnie kierunek stycznej) w punk-
cie G. Do pomyslenia sg oczywiscie dowolne kombinacje wymienionych zabiegow.

Po dokonaniu zmian (w zalozeniu niewielkich) nalezy po prostu zastoso-
wacé opisany ogoélnie w punkcie 4.3 modut find_controls z odpowiednimi parame-
trami: find_controls(A, Ca, G, Ry, R’G) oraz find_controls(G, Cg, B, R%, Rgp), gdzie Cy
jest punktem przeciecia prostych przechodzacych przez pary punktéw AA” i A”G,
Cp - punktem przeciecia prostych przechodzacych przez BB’ i B”G, za$ R i RY,
oznaczajy odpowiednio lewo- i prawostronna krzywizn¢ w punkcie G. W typo-
wym przypadku R, = RP., nie jest to jednak warunek konieczny).

Jezeli zmiany istotnie sa niewielkie, mozna si¢ spodziewac, ze omawiany mo-
dul znajdzie rozwigzania dla zmodyfikowanej sytuacji. Rysunek 12 przedstawia wy-
nik obliczen dla trzech prostych modyfikacji.

Zauwazmy, ze skrajne naciagi przesuwaja si¢ nieznaczaco. To sugeruje naste-
pujace uproszczenie procedury modyfikujacej otoczenie punktu G: zatézmy, ze nie
tylko potozenie punktéw A i B nie ulega zmianie, ale réwniez odpowiednie naciagi



0 GLADKIM tACZENIU KRZYWYCH BEZIERA

G .2
Car 7
a ; B
)
G CB
Car
b B
A
C
Cpreeer oS =
C @ ‘ B
A
G . G
Cys -2

Rys. 12. (a) sytuacja poczatkowa; (b) zmiana polozenia punktu G; (c¢) zmiana kierunku
w punkcie G; (d) zmiana krzywizny w punkcie G

(w ,gwarze” METAFONT-owej odpowiednio postcontrol of A i precontrol of B). Dzieki
temu zaloZeniu zadanie staje si¢ trywialne.

Z réwnania (12) wynika, ze jezeli chcemy przesunac jeden z naciaggéw, po-
wiedzmy A’, zachowujac krzywizne w wezle A, nie zmieniajac potozenia weztéw
i drugiego naciagu, to znaczy punktéow A, B, B’, to po prostu wyznaczamy odle-
glos¢ Hy (wedlug oznaczen przyjetych na rysunku 7) i nastepnie obliczamy |AA’|
. oo 3|AAP . . , . P
z zaleznosci Ry = 3 o Podobnie postepujemy, gdy chcemy przesunaé naciag B’
zachowujac krzywizne w wezle B i nie zmieniajac pg)loienia punktéw A, B, A’ -
|BB'|

. . ;. _3
wyznaczamy Hp i korzystamy z zaleznosci Rp = 3 i

5. Wnioski

Jak zostalo wspomniane, eksperymentalna implementacja w edytorze fon-
tow FoNTLAB algorytmu opisanego w punkcie 3 przyniosta obiecujace rezultaty.
Prace i proby trwaja. Wolno zywi¢ nadzieje, ze udoskonalenie implementacji po-
przez uwzglednienie opisanych w punkcie 4 technik modyfikowania otoczenia
punktu G z zachowaniem ciaglosci krzywizny w punkcie G i w sasiednich we-
zlach przyczyni sie do dalszego zwigkszenia przydatnosci omawianego podejscia
w praktyce.
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Abstract

On joining Bézier curves smoothly

The article presents an elementary formula for joining Bézier curves
smoothly, i.e., keeping the the same curvature on both sides of a join, and a tech-
nique of modifying the neighbourhood of the joining point. The approach is not
computationally demanding, so one can expect that it can be easily incorporated
into any graphics system handling Bézier curves. An experimental implementation
of the joining formula in a commercial font editor seems fairly promising.



