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Rozwi¡zywanie nierówno±ci wymiernych

Streszczenie. Podczas ka»dego kursu matematyki na pierwszym roku studiów technicznych
studenci wielokrotnie spotykaj¡ si¦ z równaniami i nierówno±ciami wymiernymi, których rozwi¡za-
nie jest jednym z etapów analizy ró»nych problemów. Nierówno±ci wymierne s¡ omawiane w szkole
±redniej tylko na matematyce na poziomie rozszerzonym, jest zatem spora grupa studentów, którzy
nie nabyli umiej¦tno±ci ich rozwi¡zywania. Mamy nadziej¦, »e niniejszy artykuª nie tylko pomo»e
studentom w uzupeªnieniu wiedzy, ale przyda si¦ równie» do powtórki lub podczas przygotowania
do matury z matematyki na poziomie rozszerzonym.
Artykuª przedstawia algorytmiczne podej±cie do rozwi¡zywania tego typu nierówno±ci. W dwóch
metodach zaprezentowano krok po kroku, co nale»y zrobi¢, aby znale¹¢ wszystkie liczby rzeczywiste
speªniaj¡ce rozwi¡zywan¡ nierówno±¢ wymiern¡.
Kolejne kroki wyró»nione zostaªy pogrubion¡ czcionk¡ (bold) w celu ªatwiejszego zapami¦tania jak
nale»y post¦powa¢. Jednak warto, aby Czytelnik nie ograniczyª si¦ tylko do zapami¦tania � jak�,
lecz wnikliwie zapoznaª si¦ z dalsz¡ cz¦±ci¡ opisu tªumacz¡c¡, dlaczego i po co wykonywane s¡
kolejne przeksztaªcenia. Zrozumienie metody (a nie tylko jej zapami¦tanie) umo»liwi czytelnikom
mody�kacj¦ prezentowanych algorytmów lub caªkowit¡ zmian¦ post¦powania, tak aby podobne
zadanie rozwi¡za¢ sprytniej i szybciej. Pozwoli to odej±¢ od algorytmicznego sposobu my±lenia
i wzbogaci¢ warsztat matematyczny.

Sªowa kluczowe: nierówno±ci wymierne, wielomiany, wykresy wielomianów.

1.Wprowadzenie teoretyczne

Przez nierówno±¢ wymiern¡ b¦dziemy rozumie¢ tak¡ nierówno±¢, któr¡ mo»na zapisa¢ w jednej

z postaci:
A(x)

B(x)
> 0,

A(x)

B(x)
< 0,

A(x)

B(x)
> 0,

A(x)

B(x)
6 0,

gdzie A(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0 oraz B(x) = bmxm+bm−1x
m−1+. . .+b1x+b0 to wielomiany

zmiennej x o wspóªczynnikach rzeczywistych a0, . . . an i b0, . . . bm. Wielomian A(x) ma stopie« n, a B(x)

jest stopnia m, je±li tylko an 6= 0 i bm 6= 0. Liczby n i m s¡ naturalne, ale mog¡ równie» przyjmowa¢

warto±¢ 0 (n,m ∈ N ∪ {0}).
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Pierwsze dwie z powy»szych nierówno±ci s¡ ostre, a ostatnie dwie � sªabe.

Nierówno±ciami wymiernymi s¡ na przykªad:

• 3x2 − 2x + 7

x5 + 4x3 − x
> 2,

• 1

3x− 2
6

3x2

x + 1
,

• 2x2 − 3x + 4 > −2x.

Do rozwi¡zywania nierówno±ci wymiernych potrzebna jest umiej¦tno±¢ rozkªadania wielomianów na

czynniki (przedstawiania wielomianu w postaci iloczynowej). To zagadnienie realizowane jest w szkole

±redniej w ramach nauczania matematyki na poziomie podstawowym.

Poni»sze twierdzenie gwarantuje, »e taki rozkªad na czynniki jest zawsze wykonalny1.

Twierdzenie 1. Ka»dy niezerowy wielomian mo»na przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianów co naj-

wy»ej stopnia drugiego.

Wynika z niego, »e dowolny (ale niezerowy) wielomian mo»na zapisa¢ jako iloczyn czynników postaci

A(x−B)r oraz (ax2 + bx + c)s,

gdzie A,B, a, b, c to odpowiednie liczby rzeczywiste, r, s ∈ N, a czynnik ax2 + bx + c jest ju» nierozkªa-

dalny, poniewa» ma ujemny wyró»nik (zwany powszechnie delt¡), czyli ∆ = b2 − 4ac < 0.

Wykorzystamy równie» fakt, »e je»eli dwie liczby o tych samych znakach (obie dodatnie lub obie

ujemne) pomno»ymy przez siebie, to dostaniemy liczb¦ dodatni¡. Wynik dzielenia takich liczb jest równie»

dodatni. Je±li mno»ymy lub dzielimy liczby o ró»nych znakach, to wynik zawsze b¦dzie ujemny. Mo»na

to zapisa¢ w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 2. Znak ilorazu dwóch niezerowych liczb jest taki sam jak znak ich iloczynu.

Z powy»szego twierdzenia wynika, »e zamiast sprawdza¢, kiedy iloraz wyra»e« jest wi¦kszy (lub mniej-

szy) od zera, mo»na sprawdzi¢, kiedy ich iloczyn speªnia ten warunek. Zamiast nierówno±ci

x− 3

x + 1
> 0

mo»na rozwi¡za¢ równowa»n¡ nierówno±¢

(x− 3)(x + 1) > 0.

Przy sªabej nierówno±ci konieczne jest uwzgl¦dnienie zaªo»enia, wykluczaj¡ce zerowanie si¦ mianow-

nika. Na przykªad
x− 3

x + 1
> 0⇔ (x− 3)(x + 1) > 0 i x 6= −1.

1 Zainteresowany Czytelnik mo»e znale¹¢ wi¦cej informacji na temat tego twierdzenia (wraz z dowodem) na przykªad
w [1].
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2. Szkicowanie wykresu wielomianu

Wa»nym etapem rozwi¡zywania nierówno±ci wymiernych jest szkicowanie wykresu wielomianu otrzy-

manego podczas jej przeksztaªcania. Poka»emy na kilku przykªadach, jak wªasno±ci wielomianów wpªywa-

j¡ na wygl¡d ich wykresów. Z premedytacj¡ zostaªo u»yte sªowo �szkicujemy� zamiast �rysujemy�, bo nie

musi to by¢ dokªadny wykres funkcji. Nie interesuje nas, jakie dokªadnie warto±ci wielomian przyjmuje

poza miejscami zerowymi, a jedynie kiedy warto±ci wielomianu s¡ dodatnie, a kiedy ujemne.

Przyjmijmy, »e znamy posta¢ iloczynow¡ wielomianu. Z tej postaci ªatwo odczyta¢ jego miejsca zerowe.

Na przykªad wielomian f(x) = 2x(x+2)(x−3)(x−5) ma miejsca zerowe: x0 = −2, x1 = 0, x2 = 3, x3 = 5.

Szkicowanie wykresu rozpoczynamy od zaznaczenia na osi argumentów (osi Ox) wszystkich miejsc

zerowych wielomianu. Nast¦pnie rysujemy gªadk¡ lini¦, której jedyne punkty wspólne z osi¡ Ox to za-

znaczone miejsca zerowe2.

Uwaga 1. Je»eli wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze wielomianu jest dodatni, to rozpoczynaj¡c

szkicowanie wykresu od prawej strony, startujemy od dodatnich warto±ci � z góry. Wynika to z faktu,

»e dla argumentów wi¦kszych od najwi¦kszego miejsca zerowego warto±¢ wielomianu na pewno b¦dzie

dodatnia. Je»eli wspóªczynnik jest ujemny, to zaczynamy od ujemnej strony osi Oy � z doªu.

Uwaga 2. Nale»y pami¦ta¢, »e je±li jaka± liczba jest wielokrotnym miejscem zerowym wielomianu, to

ma to wpªyw na wygl¡d wykresu. Przy nieparzystej wielokrotno±ci wykres przecina o± Ox w miejscu

zerowym, przechodz¡c na drug¡ stron¦ osi. Przy parzystej wielokrotno±ci wykres nie przechodzi na drug¡

stron¦ osi, ale �odbija� si¦ od niej.

Na rys. 1 pokazano szkice dwóch wielomianów, których wszystkie miejsca zerowe s¡ nieparzystej

wielokrotno±ci. Zgodnie z uwag¡ 2 ich wykresy przecinaj¡ o± Ox w miejscach zerowych.

a)

x

f(x)

0−2 3 5

b)

x

f(x)

0−2 3 5

Rysunek 1. Szkice wykresów wielomianów: a) f(x) = 2x(x+2)(x−3)(x−5) , b) f(x) = −3x3(x+2)(x−3)5(x−5).

2 Wykorzystujemy tutaj (cz¦sto nie±wiadomie) fakt, »e ka»dy wielomian jest funkcj¡ ci¡gª¡.
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Po lewej stronie narysowano wielomian f(x) = 2x(x+2)(x−3)(x−5), którego wspóªczynnik przy naj-

wy»szej pot¦dze wynosi 2, wi¦c jest wi¦kszy od zera. Zgodnie z uwag¡ 1 zaczynamy szkicowanie wykresu

od góry. Miejsca zerowe tej funkcji to: x0 = −2, x1 = 0, x2 = 3, x3 = 5 � wszystkie jednokrotne.

Po prawej stronie narysowano wielomian f(x) = −3x3(x+ 2)(x− 3)5(x− 5) o ujemnym wspóªczynni-

ku przy najwy»szej pot¦dze (−3). Jego miejsca zerowe to: x0 = −2 (jednokrotne), x1 = 0 (trzykrotne),

x2 = 3 (pi¦ciokrotne), x3 = 5 (jednokrotne). Lini¦ wykresu zaczynamy szkicowa¢ od doªu i przeprowa-

dzamy przez wszystkie miejsca zerowe.

Na rys. 2 pokazano szkice wykresów wielomianów, które maj¡ wielokrotne miejsca zerowe. Wykres po

lewej stronie przedstawia wielomian f(x) = −4x(x + 2)2(x− 3)(x− 5)2. Wspóªczynnik przy najwi¦kszej

pot¦dze x wynosi −4, czyli zgodnie z uwag¡ 1 krzyw¡ zaczynamy szkicowa¢ od doªu. Miejsca zerowe

to x0 = −2 (dwukrotne), x1 = 0 (jednokrotne), x2 = 3 (jednokrotne), x3 = 5 (dwukrotne). Wykres

�odbija� si¦ od osi Ox w punktach o parzystej krotno±ci: x0 = −2, x3 = 5, a przechodzi na drug¡ stron¦

osi Ox w punktach o nieparzystej wielokrotno±ci: x1 = 0, x2 = 3.

a)

x

f(x)

0−2 3 5

b)

x

f(x)

0−2 3 5

Rysunek 2. Szkice wykresów wielomianów: a) f(x) = −4x(x+2)2(x−3)2(x−5), b) f(x) = x3(x+2)(x−3)6(x−5).

Po prawej stronie rys. 2 mamy wielomian f(x) = x3(x+2)(x−3)6(x−5). Wspóªczynnik przy najwy»szej

pot¦dze jest dodatni (wynosi 1), a x2 = 3 jest jedynym miejscem zerowym o parzystej wielokrotno±ci.

Szkicowanie rozpoczynamy od góry, a wykres �odbija� si¦ od osi Ox w punkcie x2 = 3. W pozostaªych

miejscach zerowych wykres gªadko przechodzi na drug¡ stron¦ osi.

3. Algorytm A

Pierwsz¡ metod¦ rozwi¡zywania nierówno±ci wymiernych omówimy na przykªadzie konkretnej nie-

równo±ci:
x + 1

x− 2
6 3. (1)

1. Ustalamy zaªo»enia

Zaczynamy od ustalenia warunków, jakie musz¡ by¢ speªnione, »eby zadanie miaªo sens. Wyra»enia

stoj¡ce w mianowniku nie mog¡ przyjmowa¢ warto±ci zero.

W rozwa»anym przykªadzie (1) musimy zaªo»y¢, »e x− 2 6= 0, czyli

x 6= 2. (2)
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2. Usuni¦cie mianowników.

Po ustaleniu zaªo»enia mo»emy przyst¡pi¢ do przeksztaªcania nierówno±ci. Zaczynamy od pozbycia

si¦ wszystkich mianowników, które w niej wyst¦puj¡. Najªatwiej byªoby to zrobi¢, mno»¡c obie strony

nierówno±ci przez ten mianownik, który chcemy usun¡¢. W przypadku równania takie post¦powanie

byªoby jak najbardziej poprawne i skuteczne, ale jest bardzo niebezpieczne w przypadku nierówno±ci.

Mno»¡c nierówno±¢ przez liczb¦, musimy wiedzie¢, jaki znak ma ta liczba. Gdy jest ujemna trzeba

pami¦ta¢ o zmianie zwrotu nierówno±ci. Rozwa»aj¡c wyra»enie, w którym wyst¦puje zmienna (a tak cz¦sto

wygl¡da mianownik), zazwyczaj nie wiemy, czy ma ono warto±¢ dodatni¡, czy ujemn¡. Poniewa» kwadrat

ka»dej liczby ró»nej od zera jest dodatni, wi¦c bezpiecznie jest mno»y¢ obie strony nierówno±ci przez

kwadrat mianownika. Mno»¡c nierówno±¢ przez liczb¦ dodatni¡, mamy pewno±¢, »e zwrot nierówno±ci

pozostanie niezmieniony.

Zatem mno»ymy nierówno±¢ stronami przez kwadrat mianownika, którego chcemy si¦

pozby¢:
x + 1

x− 2
6 3

∣∣·(x− 2)2 dla x 6= 2,

(x + 1)(x− 2) 6 3(x− 2)2. (3)

3. Wszystko na jedn¡ stron¦.

Przenosimy wszystkie skªadniki na jedn¡ stron¦ (np. lew¡) tak, aby po drugiej zostaªo zero.

W naszym przykªadzie mamy

(x + 1)(x− 2)− 3(x− 2)2 6 0.

4. Rozkªad na czynniki.

Otrzymany po lewej stronie wielomian rozkªadamy na czynniki (przeksztaªcamy do postaci iloczy-

nowej). Oczywi±cie mo»na wymno»y¢ wyra»enia po lewej stronie, uporz¡dkowa¢ je i potem znanymi

metodami rozªo»y¢ wielomian na czynniki. Lepiej jednak uªatwi¢ sobie prac¦, wyª¡czaj¡c przed nawias

powtarzaj¡cy si¦ czynnik

(x− 2) [(x + 1)− 3(x− 2)] 6 0.

Otrzymujemy

−2(x− 2)(x− 7

2
) 6 0. (4)

5. Szkic wykresu.

Na osi argumentów zaznaczamy miejsca zerowe wielomianu otrzymanego po lewej stronie nierówno±ci

i szkicujemy jego wykres. Nale»y pami¦ta¢, »e szkicuj¡c wykres wielomianu, uwzgl¦dniamy wszystkie

jego miejsca zerowe, równie» te, dla których ustalili±my w zaªo»eniach, »e nie mog¡ by¢ rozwi¡zaniami

naszej nierówno±ci.

Wielomian f(x) = −2(x− 2)(x− 7
2 ) ma dwa miejsca zerowe: x1 = 2 oraz x2 = 7

2 . Szkic wykresu tego

wielomianu (parabol¦) pokazano na rys. 3.

Z tak utworzonego szkicu odczytujemy, dla jakich argumentów x funkcja (wielomian) przyjmuje od-

powiednie warto±ci.
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x

f(x)

0 2 7
2

− −

Rysunek 3. Szkic wykresu wielomianu f(x) = −2(x− 2)(x− 7
2
) .

W przypadku rozwi¡zywanej nierówno±ci chodzi o warto±ci niedodatnie (mniejsze lub równe 0). Roz-

wi¡zaniem nierówno±ci (4) s¡ wszystkie liczby x ∈ (−∞, 2〉 ∪
〈
7
2 ,+∞

)
.

6. Odpowied¹.

Na koniec koniecznie trzeba jeszcze uwzgl¦dni¢ zaªo»enia ustalone w punkcie 1 algorytmu.

Poniewa» w punkcie 1 zaªo»yli±my, »e x 6= 2, rozwi¡zaniem nierówno±ci (1) s¡ liczby

x ∈ (−∞, 2) ∪
〈

7

2
,+∞

)
.

Zauwa»my, »e nierówno±ci (1) i (4) s¡ ró»ne (cho¢ mocno ze sob¡ zwi¡zane) � st¡d ró»nice w ich

rozwi¡zaniach.

Odpowied¹.

Nierówno±¢
x + 1

x− 2
6 3 speªniaj¡ wszystkie liczby ze zbioru (−∞, 2) ∪

〈
7
2 ,+∞

)
.

4. Algorytm B

Tu równie» omówimy sposób post¦powania, rozwi¡zuj¡c konkretn¡ nierówno±¢ wymiern¡:

x3 + x2 + 2x + 1

(x + 1)2
> 1 +

2x2

(x + 1)3
. (5)

1. Ustalamy zaªo»enia.

Wyra»enia stoj¡ce w mianowniku nie mog¡ przyjmowa¢ warto±ci zero.

W rozwa»anym przykªadzie (5) nale»y zaªo»y¢, »e

(x + 1)2 6= 0 ∧ (x + 1)3 6= 0,

zatem

x 6= −1. (6)

Liczba −1 nie mo»e by¢ rozwi¡zaniem tej nierówno±ci.
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2. Wszystko na jedn¡ stron¦.

Przenosimy wszystkie skªadniki na jedn¡ stron¦ (np. lew¡) tak, aby po drugiej zostaªo zero.

W naszym zadaniu
x3 + x2 + 2x + 1

(x + 1)2
− 1− 2x2

(x + 1)3
> 0.

3. Wspólny mianownik.

Sprowadzamy wszystkie skªadniki do wspólnego mianownika � najlepiej, »eby byª to najmniejszy

wspólny mianownik. W rozwi¡zywanym przykªadzie wspólnym mianownikiem b¦dzie (x + 1)3.

Otrzymujemy
(x3 + x2 + 2x + 1)(x + 1)

(x + 1)2 · (x + 1)
− (x + 1)3

(x + 1)3
− 2x2

(x + 1)3
> 0.

Nast¦pnie zapisujemy caªe wyra»enie na jednej kresce uªamkowej:

x4 + 2x3 + 3x2 + 3x + 1− (x3 + 3x2 + 3x + 1)− 2x3

(x + 1)3
> 0.

Nale»y pami¦ta¢, »e podczas odejmowania znak �−�, stoj¡cy przed kresk¡ uªamkow¡, dotyczy wszyst-

kich skªadników licznika: aby to uwzgl¦dni¢, wstawiamy nawiasy w odpowiednim miejscu.

Po zredukowaniu wyrazów podobnych otrzymujemy

x4 + x3 − 2x2

(x + 1)3
> 0. (7)

4. Rozkªad na czynniki.

Zastosowanie tego algorytmu wymaga rozªo»enia na czynniki zarówno licznika, jak i mianownika

uªamka. Zgodnie z twierdzeniem 1 dla obu wielomianów mo»na znale¹¢ rozkªad na czynniki stopnia nie

wi¦kszego ni» 2.

Zacznijmy od licznika uªamka wyst¦puj¡cego w nierówno±ci (7). Najpierw wyª¡czmy x2 przed nawias:

x2(x2 + x− 2)

(x + 1)3
> 0.

Nast¦pnie dla otrzymanego trójmianu kwadratowego3 liczymy wyró»nik (delt¦), znajdujemy pierwiastki

trójmianu i jego posta¢ iloczynow¡. Mamy:

∆ = 1 + 8 = 9, x1 = −2, x2 = 1,

czyli

x2 + x− 2 = (x− 1)(x + 2).

Mianownik ju» jest w postaci iloczynowej, zatem po rozªo»eniu licznika dostajemy nierówno±¢

x2(x− 1)(x + 2)

(x + 1)3
> 0. (8)

3 Taka jest poprawna nazwa tego, co zostaªo w nawiasie.
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5. Usuni¦cie mianowników.

Mo»na to zrobi¢ na dwa sposoby4:

I. Zastosowa¢ sposób opisany w punkcie 2 algorytmu A:

x2(x− 1)(x + 2)

(x + 1)3
> 0

∣∣·(x + 1)6 dla x 6= −1,

x2(x− 1)(x + 2)

(x + 1)3
· (x + 1)6 > 0,

x2(x− 1)(x + 2)(x + 1)3 > 0 ∧ x 6= −1.

II. Zamieni¢ iloraz (dzielenie) na iloczyn (mno»enie).

Rozwi¡zywanie nierówno±ci, gdy po jednej jej stronie jest zero, oznacza szukanie liczb, dla któ-

rych warto±¢ wyra»enia po drugiej stronie nierówno±ci jest dodatnia lub ujemna, czyli zwi¡zane

jest z okre±leniem znaku tego wyra»enia. Zatem zgodnie z twierdzeniem 2 nie ma znaczenia, czy

rozwa»amy dzielenie, czy mno»enie wyra»e«. St¡d:

x2(x− 1)(x + 2)

(x + 1)3
> 0

x2(x− 1)(x + 2)(x + 1)3 > 0 ∧ x 6= −1.

Jak wida¢, przy obu podej±ciach (I lub II) rezultat jest taki sam. Otrzymujemy nierówno±¢

x2(x− 1)(x + 2)(x + 1)3 > 0. (9)

6. Szkic wykresu.

Szkicujemy wykres wielomianu otrzymanego po lewej stronie nierówno±ci i odczytujemy rozwi¡zanie.

Szkic wykresu wielomianu

f(x) = x2(x− 1)(x + 2)(x + 1)3

wyst¦puj¡cego po lewej stronie nierówno±ci (9) pokazano na rys. 4. Szkicowanie wykresu rozpoczynamy od

dodatnich warto±ci (z góry), poniewa» wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze x wynosi 1 (jest dodatni).

Wykres przecina o± w miejscach zerowych wielomianu, a w punkcie 0 �odbija� si¦ od osi, bo jest to

dwukrotne miejsce zerowe.

Z tak utworzonego rysunku odczytujemy, dla jakich argumentów x naszkicowana funkcja (wielomian)

przyjmuje warto±ci wi¦ksze lub równe zero. Otrzymujemy

x ∈ 〈−2,−1〉 ∪ 〈1,+∞) .

4 Czytelnik sam wybierze, który sposób mu bardziej odpowiada.
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x

f(x)

−1−2 0 1

+ +

Rysunek 4. Szkic wykresu wielomianu f(x) = x2(x− 1)(x+ 2)(x+ 1)3 .

7. Odpowied¹.

Zgodnie z zaªo»eniami, w naszym zadaniu liczba −1 nie mo»e by¢ rozwi¡zaniem. Uwzgl¦dniaj¡c to

w rozwi¡zaniu nierówno±ci (9), dostajemy ostatecznie rozwi¡zanie nierówno±ci (5).

Odpowied¹.

Nierówno±¢ (5) speªniaj¡ wszystkie liczby ze zbioru 〈−2,−1) ∪ 〈1,+∞) .

5. Przykªady

Przykªad 1. Rozwi¡»my nierówno±¢
1

x2 − 5x + 6
<

2

1− x
, stosuj¡c algorytm B.

1. Zaªo»enia:

x2 − 5x + 6 6= 0 ∧ 1− x 6= 0.

∆ = 1⇒ x1 = 2, x2 = 3 � miejsca zerowe trójmianu kwadratowego. St¡d: x ∈ R \ {1, 2, 3}.

2. Wszystko na jedn¡ stron¦:

1

x2 − 5x + 6
− 2

1− x
< 0.

3. Wspólny mianownik:
1− x− 2(x2 − 5x + 6)

(x2 − 5x + 6)(1− x)
< 0,

−2x2 + 9x− 11

(x2 − 5x + 6)(1− x)
< 0.
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4. Rozkªad na czynniki.

Licznik jest funkcj¡ kwadratow¡, której wyró»nik: ∆ = 81− 88 = −7 jest ujemny. To oznacza, »e licznika

nie da si¦ �bardziej� rozªo»y¢. Miejsca zerowe mianownika wynikaj¡ z zaªo»enia. Mamy

−2x2 + 9x− 11

(x− 2)(x− 3)(1− x)
< 0.

5. Iloraz na iloczyn:

(−2x2 + 9x− 11)(x− 2)(x− 3)(1− x) < 0,

2(x2 − 9

2
x +

11

2
)(x− 1)(x− 2)(x− 3) < 0.

6. Szkic wykresu.

Miejsca zerowe wielomianu po lewej stronie powy»szej nierówno±ci, czyli liczby 1, 2, 3 s¡ pierwiastkami

jednokrotnymi. Wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze x jest liczb¡ dodatni¡, wi¦c szkicujemy wykres,

startuj¡c �od góry� (rys. 5).

x

f(x)

0 1 2 3− −

Rysunek 5. Szkic wykresu wielomianu f(x) = 2(x2 − 9
2
x+ 11

2
)(x− 1)(x− 2)(x− 3).

Odczytujemy na osi Ox argumenty, dla których wielomian przyjmuje warto±ci ujemne:

x ∈ (−∞, 1) ∪ (2, 3).

7. Odpowied¹.

Z punktów 1. i 6. mamy: x ∈ (−∞, 1) ∪ (2, 3) ∧ x ∈ R \ {1, 2, 3}, zatem ostatecznie x ∈ (−∞, 1) ∪ (2, 3).

Odpowied¹.

Nierówno±¢
1

x2 − 5x + 6
<

2

1− x
speªniaj¡ wszystkie liczby ze zbioru (−∞, 1) ∪ [(2, 3).

Przykªad 2. Rozwi¡»my nierówno±¢
3− 4x

3x + 5
>

1

2
, stosuj¡c algorytm A.

1. Zaªo»enie:

3x + 5 6= 0⇔ x 6= −5

3
.
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2. Usuni¦cie mianowników:

3− 4x

3x + 5
>

1

2
|· 2(3x + 5)2,

2(3− 4x)(3x + 5) > (3x + 5)2.

3.Wszystko na jedn¡ stron¦:

2(3− 4x)(3x + 5)− (3x + 5)2 > 0.

4. Rozkªad na czynniki:

(3x + 5) [2(3− 4x)− (3x + 5)] > 0,

3(x +
5

3
)(1− 11x) > 0,

−33(x +
5

3
)(x− 1

11
) > 0.

5. Szkic wykresu:

Miejsca zerowe wielomianu po lewej stronie to liczby 1
11 i − 5

3 . Wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze wy-

nosi −33 i jest liczb¡ ujemn¡. Zaczynamy szkicowanie �od doªu�. Parabol¦ b¦d¡c¡ wykresem otrzymanego

wielomiano pokazano na rys. 6.

x

f(x)

0− 5
3

1
11

+

Rysunek 6. Szkic wykresu wielomianu f(x) = −33(x+ 5
3
)(x− 1

11
).

Wielomian przyjmuje warto±ci nieujemne dla x ∈
〈
− 5

3 ,
1
11

〉
.

6. Odpowied¹.

Uwzgl¦dniamy zaªo»enie x 6= − 5
3 i otrzymujemy ostateczn¡ odpowied¹.

Odpowied¹:

Nierówno±¢
3− 4x

3x + 5
>

1

2
speªniaj¡ wszystkie liczby ze zbioru

(
− 5

3 ,
1
11

〉
.
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6. Co wybra¢: A czy B?

Poni»ej przedstawiamy skrócone wersje obu algorytmów.

Algorym A:

1) zaªo»enia,

2) usuni¦cie mianowników (mno»enie

przez kwadrat mianownika!)

3) wszystko na jedn¡ stron¦,

4) rozkªad na czynniki,

5) szkic wykresu,

6) odpowied¹.

Algorytm B:

1) zaªo»enia,

2) wszystko na jedn¡ stron¦,

3) wspólny mianownik,

4) rozkªad na czynniki,

5) usuni¦cie mianownika,

(a) mno»enie przez kwadrat mia-

nownika,

(b) zamiana ilorazu na iloczyn,

6) szkic wykresu,

7) odpowied¹.

Porównuj¡c oba algorytmy wyra¹nie wida¢, »e maj¡ one wiele wspólnych punktów.

Nie da si¦ okre±li¢, która z metod jest lepsza. W niektórych przykªadach ªatwiejszy lub szybszy b¦dzie

algorytm A, ale w innych wygra B. Czytelnik sam musi wybra¢, która metoda mu bardziej odpowiada.

W zasadzie wystarczy opanowa¢ jedn¡ z metod, ale zach¦cam do prze±ledzenia i prze¢wiczenia obu.

Pozwoli to na szersze spojrzenie na zadania i ±wiadomy wybór drogi krótszej lub mniej skomplikowa-

nej obliczeniowo. Mo»liwe b¦dzie równie» wprowadzanie wªasnych mody�kacji w zale»no±ci od rodzaju

nierówno±ci, do czego gor¡co namawiam.

Przykªad 3. Dla porównania rozwi¡»my nierówno±¢

x3 − 19x2 + 6x− 36

(x− 3)3
+

1

x− 3
< 1,

stosuj¡c oba algorytmy.
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x3 − 19x2 + 6x− 36

(x− 3)3
+

1

x− 3
< 1

Algorytm A Algorytm B

Zaªo»enie: x 6= 3

Usuni¦cie mianownika5: Na jedn¡ stron¦:

x3 − 19x2 + 6x− 36

(x− 3)3
+

1

x− 3
< 1

∣∣·(x− 3)4
x3 − 19x2 + 6x− 36

(x− 3)3
+

1

x− 3
− 1 < 0

(x3−19x2+6x−36)(x−3)+(x−3)3 < (x−3)4

Wszystko na jedn¡ stron¦: Wspólny mianownik:

(x− 3)(−9x2 − 27x) < 0
−9x2 − 27x

(x− 3)3
< 0

Rozkªad na czynniki: Rozkªad na czynniki:

−9(x− 3)x(x + 3) < 0
−9x(x + 3)

(x− 3)3
< 0

Iloraz na iloczyn:

−9x(x + 3)(x− 3)3 < 0

Jak wida¢, na tym etapie obu algorytmów dostajemy t¦ sam¡ nierówno±¢ wielomianow¡. Ostatnie

punkty post¦powania, naszkicowanie wykresu funkcji f(x) = −9x(x + 3)(x − 3)3 (rys. 7) i odczytanie

rozwi¡zania, s¡ identyczne w obu procedurach.

x

f(x)

−3 0 3− −

Rysunek 7. Szkic wykresu wielomianu f(x) = −9x(x+ 3)(x− 3)3.

Rozwi¡zanie nierówno±ci wielomianowej: x ∈ (−3, 0) ∪ (3,+∞).

Odpowied¹.

Nierówno±¢
x3 − 19x2 + 6x− 36

(x− 3)3
+

1

x− 3
< 1 speªniaj¡ wszystkie liczby ze zbioru (−3, 0)∪(3,+∞).

5 Zgodnie z algorytmem nale»aªoby pomno»y¢ przez (x−3)6, ale mno»¡c przez (x−3)4 te» pozb¦dziemy si¦ mianownika,
a mamy ªatwiejsze obliczenia.
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7. Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

Zadanie 1. Rozwi¡» nierówno±¢ wymiern¡:

3
x−2 < 0,a) 3x

4x+5 < 2,b) x2+2
x+1 < 2,c)

5
2x+3 > 3,d) 2

x+5 6 −4,e) x−1
x+1 < x,f)

x2−1
2x+5 < 3,g) x2−5

x < x + 1,h) x2+7x
x−2 > 0,i)

2−x
6x+4 > 0,j) 3−4x

3x+5 6 1
2 .k)

Zadanie 2. Rozwi¡» nierówno±¢ wymiern¡:

2 + 3
x+1 > 2

x ,a) 4−x
x−5 > 1

1−x ,b) 2x
x−1 6 x+3

2x−4 ,c)

2− x > 3x+2
x−3 ,d) x

x−2 > 1− x+4
x−2 ,e) x−2

x+2 < x+2
2−x ,f)

2x
x−1 6 x+3

2x−4 ,g) 3x2−7x−2
x−3 > 2x,h) 1

(x−2)(x−3) 6
2

1−x .i)

Zadanie 3. Rozwi¡» nierówno±¢ wymiern¡:

1+x3

x2−4 < 0,a) 2x
x2−9 6 1

x+2 ,b) 1
(x+1)3 > 1

x+1 ,c)

2x−5
x2−6x+8 < −1,d) 1+x3

x2−1 6 x,e) 4x2−2
x + 3x

x2−1 < 1
x − 1,f)

x+2
x+1 + 1

x > x+7
x+2 ,g) 3x−1

x2 6 2x+3
x2−x + 1

x−1 ,h) 2x2−2x−1
x2−2x > 1.i)

Wi¦cej podobnych zada« wraz z odpowiedziami mo»na znale¹¢ na przykªad w zbiorze zada« [2] lub

na portalach internetowych [3, 4].

8. Odpowiedzi

Odpowied¹ 1.

x ∈ (−∞; 2),a) x ∈ (−∞;−2) ∪ (− 5
4 ; +∞),b) x ∈ (−∞;−1) ∪ (0; 2),c)

x ∈ (− 3
2 ;− 2

3 〉,d) x ∈ 〈− 11
2 ;−5),e) x ∈ (−1; +∞),f)

x ∈ (−∞;− 5
2 ) ∪ (−2; 8),g) x ∈ (−∞;−5) ∪ (0; +∞),h) x ∈ (−7; 0) ∪ (2; +∞),i)

x ∈ (− 2
3 ; 2
〉
,j) x ∈ (−∞;− 5

2 ) ∪ 〈 1
11 ; +∞).k)

Odpowied¹ 2.

x ∈ (−∞;−2) ∪ (−1; 0) ∪ ( 1
2 ;∞),a) x ∈ (1; 3) ∪ (3; 5),b)

x ∈
〈
1
3 ; 1) ∪ (2; 3

〉
,c) x ∈ (−∞; 3),d)

x ∈ (−∞;−6) ∪ (2; +∞),e) x ∈ (−2; 2),f)

x ∈ 〈 13 ; 1) ∪ (2; 3〉,g) x ∈ 〈−1; 2〉 ∪ (3; +∞),h)

x ∈ (−∞; 1) ∪ (2; 3).i)
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Odpowied¹ 3.

x ∈ (−∞;−2) ∪ (−1; 2),a) x ∈ (−∞;−3) ∪ (−2; 3),b)

x ∈ (−∞;−2) ∪ (−1; 0),c) x ∈ (1; 2) ∪ (3; 4),d)

x ∈ (−∞; 1),e) x ∈ (−∞;−1) ∪ (0; 1),f)

x ∈ (−∞;−2) ∪ (−1;−
√

2
3 ) ∪ (0;

√
2
3 ),g) x ∈ (−∞; 0) ∪ (0; 1

7 〉 ∪ (1,+∞),h)

x ∈ (−∞;−1) ∪ (0; 1) ∪ (2; +∞).i)
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