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Rozwigzywanie nier6wnosci wymiernych

Streszczenie. Podczas kazdego kursu matematyki na pierwszym roku studiéw technicznych
studenci wielokrotnie spotykaja si¢ z rownaniami i nieréwno$ciami wymiernymi, ktérych rozwiaza-
nie jest jednym z etapéw analizy réznych probleméw. Nieréwnosci wymierne sa omawiane w szkole
$redniej tylko na matematyce na poziomie rozszerzonym, jest zatem spora grupa studentéw, ktérzy
nie nabyli umiejetnosci ich rozwiazywania. Mamy nadzieje, ze niniejszy artykut nie tylko pomoze
studentom w uzupelnieniu wiedzy, ale przyda sie réwniez do powtorki lub podczas przygotowania
do matury z matematyki na poziomie rozszerzonym.

Artykut przedstawia algorytmiczne podejscie do rozwigzywania tego typu nieréwnosci. W dwoch
metodach zaprezentowano krok po kroku, co nalezy zrobié, aby znalezé wszystkie liczby rzeczywiste
spelniajace rozwigzywang nier6wno$¢ wymierng.

Kolejne kroki wyréznione zostaly pogrubiong czcionka (bold) w celu tatwiejszego zapamietania jak
nalezy postepowac. Jednak warto, aby Czytelnik nie ograniczyt sie tylko do zapamietania ,,jak”,
lecz wnikliwie zapoznatl sie z dalsza czescia opisu tlumaczaca, dlaczego i po co wykonywane sa
kolejne przeksztalcenia. Zrozumienie metody (a nie tylko jej zapamietanie) umozliwi czytelnikom
modyfikacje prezentowanych algorytméw lub catkowita zmiane postepowania, tak aby podobne
zadanie rozwigza¢ sprytniej i szybciej. Pozwoli to odej$é od algorytmicznego sposobu my$lenia
i wzbogaci¢ warsztat matematyczny.

Stowa kluczowe: nieréwnosci wymierne, wielomiany, wykresy wielomianow.

1. Wprowadzenie teoretyczne

Przez nier6wno$é wymierna bedziemy rozumie¢ taka nieréwnosé, ktérg mozna zapisa¢ w jednej

7 postaci:
A(z)
B(x)

A(x)
B(x)

A(z)
B(x)

A(x)
B(z)

>0,

<0,

2 0,

<0,

gdzie A(7) = apz"+a, 12" 1 +. . 4a1x+ag oraz B(z) = bypx™ +by_12™ 4. +bix+by to wielomiany
zmiennej x o wspotezynnikach rzeczywistych ag, ... a, 1 bo, ... b,,. Wielomian A(x) ma stopieii n, a B(x)
jest stopnia m, jesli tylko a,, # 01 b,, # 0. Liczby n i m sa naturalne, ale moga réowniez przyjmowac
wartos¢ 0 (n,m € NU {0}).
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Pierwsze dwie z powyzszych nieréwnosci sa ostre, a ostatnie dwie — stabe.

Nieréwnos$ciami wymiernymi sa na przyktad:

3z2 —22+7 -
o 2 Tl
R (e
1 3z?

. < :
3r—2 rx+1

o 202 — 3z +4> —2z.

Do rozwiazywania nieréwnosci wymiernych potrzebna jest umiejetno$¢ rozkltadania wielomianéw na
czynniki (przedstawiania wielomianu w postaci iloczynowej). To zagadnienie realizowane jest w szkole
Sredniej w ramach nauczania matematyki na poziomie podstawowym.

Ponizsze twierdzenie gwarantuje, ze taki rozktad na czynniki jest zawsze wykonalny?.

Twierdzenie 1. Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomiandw co naj-

wyzej stopnia drugiego.
Wynika z niego, ze dowolny (ale niezerowy) wielomian mozna zapisaé¢ jako iloczyn czynnikéw postaci
A(x — B)" oraz (ax® 4+ bz + ¢,

gdzie A, B, a,b, ¢ to odpowiednie liczby rzeczywiste, r, s € N, a czynnik az? + bx + ¢ jest juz nierozkta-
dalny, poniewaz ma ujemny wyréznik (zwany powszechnie delta), czyli A = b? — 4ac < 0.

Wykorzystamy rowniez fakt, ze jezeli dwie liczby o tych samych znakach (obie dodatnie lub obie
ujemne) pomnozymy przez siebie, to dostaniemy liczbe dodatnia. Wynik dzielenia takich liczb jest rowniez
dodatni. Jedli mnozymy lub dzielimy liczby o réznych znakach, to wynik zawsze bedzie ujemny. Mozna
to zapisa¢ w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 2. Znak ilorazu dwdch niezerowych liczb jest taki sam jak znak ich iloczynu.

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze zamiast sprawdzacé, kiedy iloraz wyrazen jest wiekszy (lub mniej-
szy) od zera, mozna sprawdzi¢, kiedy ich iloczyn spelnia ten warunek. Zamiast nieré6wnosci
z—3
z+1

>0

mozna rozwigza¢ rownowazng nieré6wnoscé
(x—3)(x+1)>0.

Przy stabej nieré6wnosci konieczne jest uwzglednienie zalozenia, wykluczajace zerowanie sie mianow-

nika. Na przyktad
z—3

z+1

20 (z—3)(z+1) 20 ix#-1.

1 Zainteresowany Czytelnik moze znalezé wiecej informacji na temat tego twierdzenia (wraz z dowodem) na przyktad
w [1].



78 K. Adrianowicz

2. Szkicowanie wykresu wielomianu

Waznym etapem rozwiazywania nieréwnosci wymiernych jest szkicowanie wykresu wielomianu otrzy-
manego podczas jej przeksztatcania. Pokazemy na kilku przyktadach, jak wtasnosci wielomianéw wpltywa-
ja na wyglad ich wykreséow. Z premedytacja zostalo uzyte stowo ,szkicujemy” zamiast ,rysujemy”, bo nie
musi to by¢ dokladny wykres funkcji. Nie interesuje nas, jakie dokladnie wartosci wielomian przyjmuje
poza miejscami zerowymi, a jedynie kiedy wartosci wielomianu sa dodatnie, a kiedy ujemne.

Przyjmijmy, ze znamy postac iloczynowa wielomianu. Z tej postaci tatwo odczytac jego miejsca zerowe.
Na przyktad wielomian f(z) = 2z(x+2)(z—3)(z—5) ma miejsca zerowe: g = —2,21 = 0,22 = 3,23 = 5.

Szkicowanie wykresu rozpoczynamy od zaznaczenia na osi argumentow (osi Oz) wszystkich miejsc

zerowych wielomianu. Nastepnie rysujemy gtadka linie, ktorej jedyne punkty wspélne z osiag Ox to za-
znaczone miejsca zerowe?.
Uwaga 1. Jezeli wspétezynnik przy najwyzszej potedze wielomianu jest dodatni, to rozpoczynajac
szkicowanie wykresu od prawej strony, startujemy od dodatnich wartosci — z gory. Wynika to z faktu,
ze dla argumentéw wiekszych od najwiekszego miejsca zerowego wartosé wielomianu na pewno bedzie
dodatnia. Jezeli wspolczynnik jest ujemny, to zaczynamy od ujemnej strony osi Oy — z dotu.

Uwaga 2. Nalezy pamietaé¢, ze jesli jakas liczba jest wielokrotnym miejscem zerowym wielomianu, to
ma to wpltyw na wyglad wykresu. Przy nieparzystej wielokrotnosci wykres przecina o§ Oz w miejscu
zerowym, przechodzac na drugg strone osi. Przy parzystej wielokrotnosci wykres nie przechodzi na druga

strone osi, ale ,odbija” sie od nie;j.

Na rys. 1 pokazano szkice dwoch wielomianéw, ktérych wszystkie miejsca zerowe sg nieparzystej
wielokrotno$ci. Zgodnie z uwaga 2 ich wykresy przecinaja o§ Ox w miejscach zerowych.

f(=) f(z)

/ N\

— 0 ?\/% T 2

a) b)

Rysunek 1. Szkice wykresow wielomianéw: a) f(z) = 2z(z+2)(xz—3)(z—>5) , b) f(z) = =323 (z+2)(z—3)°(z—5).

2 Wykorzystujemy tutaj (czesto nie§wiadomie) fakt, 7e kazdy wielomian jest funkcja ciagta.
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Po lewej stronie narysowano wielomian f(x) = 2z(x+2)(z—3)(x —5), ktérego wspotczynnik przy naj-
wyzszej potedze wynosi 2, wiec jest wiekszy od zera. Zgodnie z uwaga 1 zaczynamy szkicowanie wykresu

od gory. Miejsca zerowe tej funkcji to: xg = —2, 1 =0, x5 = 3, z3 = 5 — wszystkie jednokrotne.
Po prawej stronie narysowano wielomian f(z) = —3z3(x +2)(x — 3)%(x — 5) o ujemnym wspétczynni-
ku przy najwyzszej potedze (—3). Jego miejsca zerowe to: xg = —2 (jednokrotne), x7 = 0 (trzykrotne),

x9 = 3 (pieciokrotne), x5 = 5 (jednokrotne). Linie wykresu zaczynamy szkicowa¢ od dotu i przeprowa-
dzamy przez wszystkie miejsca zerowe.

Na rys. 2 pokazano szkice wykresé6w wielomianéw, ktére maja wielokrotne miejsca zerowe. Wykres po
lewej stronie przedstawia wielomian f(z) = —4x(x + 2)%(x — 3)(z — 5)2. Wspoélezynnik przy najwickszej
potedze = wynosi —4, czyli zgodnie z uwaga 1 krzywa zaczynamy szkicowaé¢ od dotu. Miejsca zerowe
to g = —2 (dwukrotne), ;1 = 0 (jednokrotne), xz2 = 3 (jednokrotne), x3 = 5 (dwukrotne). Wykres
sodbija” sie od osi Ox w punktach o parzystej krotnosci: g = —2, x3 = 5, a przechodzi na druga strone
osi Oz w punktach o nieparzystej wielokrotnosci: 1 =0, x5 = 3.

f(x) f(z)

a) b)

Rysunek 2. Szkice wykresow wielomianéw: a) f(z) = —4x(z+2)*(z—3)*(z—>5), b) f(z) = z*(z+2)(z—3)%(z—5).
Po prawej stronie rys. 2 mamy wielomian f(z) = ®(2+2)(x—3)%(x—5). Wspolczynnik przy najwyzszej
potedze jest dodatni (wynosi 1), a o = 3 jest jedynym miejscem zerowym o parzystej wielokrotnosci.

Szkicowanie rozpoczynamy od gory, a wykres ,odbija” sie od osi Ox w punkcie o = 3. W pozostaltych
miejscach zerowych wykres gtadko przechodzi na druga strone osi.

3. Algorytm A

Pierwsza metode rozwiazywania nieréwnosci wymiernych oméwimy na przykladzie konkretnej nie-

réwnosci:

r+1
< 3. 1
S5 <3 (1)

1. Ustalamy zalozenia

Zaczynamy od ustalenia warunkéw, jakie musza by¢ spelnione, zeby zadanie mialo sens. Wyrazenia
stojace w mianowniku nie moga przyjmowaé wartosci zero.
W rozwazanym przykltadzie (1) musimy zaltozy¢, ze x — 2 # 0, czyli

T # 2. (2)
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2. Usuniecie mianownikéw.

Po ustaleniu zalozenia mozemy przystapi¢ do przeksztalcania nieréwnosci. Zaczynamy od pozbycia
sie wszystkich mianownikéw, ktére w niej wystepuja. Najlatwiej byloby to zrobié¢, mnozac obie strony
nieréwnosci przez ten mianownik, ktéry chcemy usunaé. W przypadku réwnania takie postepowanie
byloby jak najbardziej poprawne i skuteczne, ale jest bardzo niebezpieczne w przypadku nieréwnosci.

Mnozac nieréwno$¢ przez liczbe, musimy wiedzieé¢, jaki znak ma ta liczba. Gdy jest ujemna trzeba
pamietaé o zmianie zwrotu nieréwnosci. Rozwazajac wyrazenie, w ktorym wystepuje zmienna (a tak czesto
wyglada mianownik), zazwyczaj nie wiemy, czy ma ono warto$¢ dodatnia, czy ujemna. Poniewaz kwadrat
kazdej liczby réznej od zera jest dodatni, wiec bezpiecznie jest mnozy¢ obie strony nieréwnosci przez
kwadrat mianownika. Mnozac nieréwno$é¢ przez liczbe dodatnia, mamy pewnos¢, ze zwrot nieréwnosci
pozostanie niezmieniony.

Zatem mmnozymy nieré6wno$é stronami przez kwadrat mianownika, ktérego chcemy sie

pozby¢:
r+1
<
z—2

3 [(x—2)? dla z#2,

(x+1)(z —2) <3(x —2)% (3)

3. Wszystko na jedna strone.

Przenosimy wszystkie sktadniki na jedna strone (np. lewa) tak, aby po drugiej zostalo zero.
W naszym przykltadzie mamy

(z+1)(z—2)—3(xz—2)?<0.

4. Rozklad na czynniki.

Otrzymany po lewej stronie wielomian rozkladamy na czynniki (przeksztatcamy do postaci iloczy-
nowej). Oczywiscie mozna wymnozy¢ wyrazenia po lewej stronie, uporzadkowaé¢ je i potem znanymi
metodami rozlozy¢ wielomian na czynniki. Lepiej jednak ulatwi¢ sobie prace, wytaczajac przed nawias
powtarzajacy sie czynnik

(x=2)[(z+1)-3(x—2)] <0.

Otrzymujemy
—2(z —2)(z — =) 0. (4)

5. Szkic wykresu.

Na osi argumentéw zaznaczamy miejsca zerowe wielomianu otrzymanego po lewej stronie nieréwnogsci
i szkicujemy jego wykres. Nalezy pamietaé, ze szkicujac wykres wielomianu, uwzgledniamy wszystkie
jego miejsca zerowe, rowniez te, dla ktérych ustaliliémy w zaltozeniach, ze nie moga by¢ rozwigzaniami
naszej nierownosci.

Wielomian f(z) = —2(z —2)(z — 2) ma dwa miejsca zerowe: z; = 2 oraz s = 1. Szkic wykresu tego
wielomianu (parabole) pokazano na rys. 3.

Z tak utworzonego szkicu odczytujemy, dla jakich argumentéw x funkcja (wielomian) przyjmuje od-

powiednie wartosci.



Rozwigzywanie nieréwnosci wymiernych. 81

f(z)

% N

Rysunek 3. Szkic wykresu wielomianu f(z) = —2(z — 2)(z — %) .

W przypadku rozwiazywanej nieréwnosci chodzi o wartosci niedodatnie (mniejsze lub rowne 0). Roz-
wigzaniem nieréwnosci (4) sa wszystkie liczby o € (—o0,2) U (1, +00).

6. Odpowiedz.

Na koniec koniecznie trzeba jeszcze uwzglednié¢ zalozenia ustalone w punkcie 1 algorytmu.
Poniewaz w punkcie 1 zatozyliSmy, ze x # 2, rozwiazaniem nieréwnosci (1) sa liczby

x € (—00,2) U <;,+oo> .

Zauwazmy, ze nierownosci (1) i (4) sa rézne (cho¢ mocno ze soba zwigzane) — stad réznice w ich

rozwigzaniach.

Odpowiedz.

1
Nieréwnosé 5 < 3 spelniaja wszystkie liczby ze zbioru (—oo,2) U (, +00).

4. Algorytm B

Tu réwniez oméwimy sposéb postepowania, rozwiazujac konkretng nieréwnos$é wymierna:

B4 +2c+1 14 222
(z+1)2 (x+1)%

1. Ustalamy zalozenia.

Wyrazenia stojace w mianowniku nie moga przyjmowac¢ wartosci zero.
W rozwazanym przyktadzie (5) nalezy zaltozy¢, ze

(x+1)°#0 A (z+1)°#0,

zatem

x # —1. (6)

Liczba —1 nie moze by¢ rozwigzaniem tej nieréwnosci.
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2. Wszystko na jedng strone.

Przenosimy wszystkie skladniki na jedna strone (np. lewa) tak, aby po drugiej zostalo zero.
W naszym zadaniu
2+ 2?4+ 2r+1 222 >0
(x4 1) (z+1) 77

3. Wspoélny mianownik.

Sprowadzamy wszystkie sktadniki do wspolnego mianownika — najlepiej, zeby byt to najmniejszy
wsp6lny mianownik. W rozwigzywanym przykladzie wspolnym mianownikiem bedzie (x + 1)3.
Otrzymujemy
(@B +22+20+1)(z+1) (x+1)3 222

EESIENETS)) @t @r1p >

Nastepnie zapisujemy cale wyrazenie na jednej kresce utamkowe;j:

ot 4+ 223 + 322 + 3z + 1 — (23 + 322 + 3z + 1) — 223

= 0.
(x+1)3
Nalezy pamietaé, ze podczas odejmowania znak ,,—”, stojacy przed kreska utamkowa, dotyczy wszyst-

kich sktadnikéw licznika: aby to uwzglednié¢, wstawiamy nawiasy w odpowiednim miejscu.
Po zredukowaniu wyrazéw podobnych otrzymujemy

x4+ 23 — 222

CESIE @

4. Rozklad na czynniki.

Zastosowanie tego algorytmu wymaga rozlozenia na czynniki zaréwno licznika, jak i mianownika
utamka. Zgodnie z twierdzeniem 1 dla obu wielomianéw mozna znalezé rozklad na czynniki stopnia nie
wiekszego niz 2.

Zacznijmy od licznika utamka wystepujacego w nieréwnosci (7). Najpierw wylaczmy 22 przed nawias:

22(2? +x —2)

> 0.
(r+1)3 >0

Nastepnie dla otrzymanego tréojmianu kwadratowego® liczymy wyréznik (delte), znajdujemy pierwiastki
tréjmianu i jego postac¢ iloczynowa. Mamy:

A=14+8=9, x1=-2, x9=1,

czyli
P rr—2=(z—1)(z+2).
Mianownik juz jest w postaci iloczynowej, zatem po roztozeniu licznika dostajemy nieréwnoscé

2?(x — 1) (2 +2)

(x+1)3 >0 (®)

3 Taka jest poprawna nazwa tego, co zostalo w nawiasie.
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5. Usuniecie mianownikéw.
Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby*:

I. Zastosowaé sposob opisany w punkcie 2 algorytmu A:

WM [z +1)° dla a2 -1,

2z -z +2)(x+1)*>0A2# 1.

II. Zamieni¢ iloraz (dzielenie) na iloczyn (mnozenie).
Rozwiazywanie nieréwnosci, gdy po jednej jej stronie jest zero, oznacza szukanie liczb, dla kto-
rych warto$¢ wyrazenia po drugiej stronie nieréwnosci jest dodatnia lub ujemna, czyli zwigzane
jest z okresleniem znaku tego wyrazenia. Zatem zgodnie z twierdzeniem 2 nie ma znaczenia, czy
rozwazamy dzielenie, czy mnozenie wyrazen. Stad:

2?(x — 1) (2 +2)

>
(x+1)3 0

2z - Dz +2)(x+1)°2>0A2 # 1.
Jak widaé¢, przy obu podejsciach (I lub II) rezultat jest taki sam. Otrzymujemy nier6wnosé
2 (x — 1) (z +2)(z +1)* > 0. (9)

6. Szkic wykresu.

Szkicujemy wykres wielomianu otrzymanego po lewej stronie nieréwnosci i odczytujemy rozwiazanie.

Szkic wykresu wielomianu
flo)=2*(@ = 1)(z +2)(x+1)°

wystepujacego po lewej stronie nieréwnosci (9) pokazano na rys. 4. Szkicowanie wykresu rozpoczynamy od
dodatnich wartosci (z gory), poniewaz wspotczynnik przy najwyzszej potedze = wynosi 1 (jest dodatni).
Wykres przecina o§ w miejscach zerowych wielomianu, a w punkcie 0 ,odbija” sie od osi, bo jest to
dwukrotne miejsce zerowe.

Z tak utworzonego rysunku odczytujemy, dla jakich argumentéow x naszkicowana funkcja (wielomian)
przyjmuje wartosci wieksze lub réwne zero. Otrzymujemy

z e (~2,~1)U (1, +00).

4 Czytelnik sam wybierze, ktory sposob mu bardziej odpowiada.
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Rysunek 4. Szkic wykresu wielomianu f(z) = 2°(z — 1)(z + 2)(z + 1)® .

7. Odpowiedz.

Zgodnie z zalozeniami, w naszym zadaniu liczba —1 nie moze by¢ rozwigzaniem. Uwzgledniajac to
w rozwigzaniu nieréwnosci (9), dostajemy ostatecznie rozwigzanie nier6wnosci (5).

Odpowiedz.

Nieréwnos$¢ (5) spelniaja wszystkie liczby ze zbioru (—2, —1) U (1, +00) .

5. Przyklady

, stosujac algorytm B.

2
Przyklad 1. Rozwiazmy nierownosé <
rzykla 0zwigzmy nier6wnosé 2 5046 " 1_2

1. Zalozenia:
22 =5 +6#£0 A 1—x#0.

A =1= x; = 2,29 = 3 — miejsca zerowe trojmianu kwadratowego. Stad: z € R\ {1,2,3}.

2. Wszystko na jedna strone:

1 2
22—-5x+6 11—z

< 0.

3. Wspélny mianownik:
1—x—2(2? — 5z +6)
(22 =5z +6)(1 —x)

—2z%2 + 9z — 11
(22 =5z +6)(1 —x)

<0,

< 0.
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4. Rozklad na czynniki.
Licznik jest funkcja kwadratowa, ktorej wyrdznik: A = 81 — 88 = —7 jest ujemny. To oznacza, ze licznika
nie da sie ,bardziej”’ roztozy¢. Miejsca zerowe mianownika wynikaja z zalozenia. Mamy

—222 4+ 9z — 11

TEDICED T

5. Iloraz na iloczyn:

(=222 + 9z — 11)(z — 2)(z — 3)(1 — z) < 0,

9 11
2(z? — 2%+ ?)(x —1)(x—2)(xz—3) <0.
6. Szkic wykresu.
Miejsca zerowe wielomianu po lewej stronie powyzszej nieréwnodci, czyli liczby 1,2, 3 sa pierwiastkami
jednokrotnymi. Wspétczynnik przy najwyzszej potedze x jest liczba dodatnia, wiec szkicujemy wykres,
startujac ,od gory” (rys. 5).

f(@)4

(24

Rysunek 5. Szkic wykresu wielomianu f(z) = 2(z” — Sz + 1) (z — 1)(z — 2)(z — 3).

Odczytujemy na osi Ox argumenty, dla ktérych wielomian przyjmuje wartosci ujemne:
x € (—o00,1)U(2,3).

7. Odpowiedz.
Z punktoéw 1.1 6. mamy: z € (—o0,1) U (2,3) Az € R\ {1,2,3}, zatem ostatecznie z € (—o0,1) U (2, 3).

Odpowiedz.

1

2
PR < T2 spelniaja wszystkie liczby ze zbioru (—oo,1) U[(2, 3).

Nier6wnosé

S—dr L osuiac algorytm A
> -, stosujac algorytm A.
3x+5° 2 jac algory

Przyklad 2. Rozwiazmy nieréwnosé

1. Zalozenie:

5
Br+5# 0w # o
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2. Usuniecie mianownikéw:

3 —4x 1
> =
3x+5" 2

|- 2(3z 4 5)?,

2(3 — 4z)(3x +5) > (3z + 5)°.
3.Wszystko na jedna strone:
2(3 — 42)(3z +5) — (3 +5)% > 0.
4. Rozklad na czynniki:

(32 +5)[2(3 — 42) — (32 +5)] > 0,

3(z + g)a ~11z) >0,

5 1
_ e ——)>0.
33(z + 3)(x 11) 0
5. Szkic wykresu:
Miejsca zerowe wielomianu po lewej stronie to liczby 1—11 i —g. Wspoétczynnik przy najwyzszej potedze wy-
nosi —33 1 jest liczba ujemna. Zaczynamy szkicowanie ,,od dotu”. Parabole bedaca wykresem otrzymanego

wielomiano pokazano na rys. 6.

f(z)

Wielomian przyjmuje wartosci nieujemne dla z € (=3, 15).

6. Odpowiedz.
Uwzgledniamy zalozenie = # —% i otrzymujemy ostateczng odpowiedz.

Odpowiedz:

3—-4 1
ry +§ > 3 spelniaja wszystkie liczby ze zbioru (—%, l> .

Nieréwnosé
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6. Co wybraé: A czy B?

Ponizej przedstawiamy skrocone wersje obu algorytméw.

Algorym A: Algorytm B:
1) zalozenia, 1) zalozenia,
2) usuniecie mianownikow (mnozenie 2) wszystko na jedng strone,

przez kwadrat mianownika!) . .
3) wspolny mianownik,

3) wszystko na jedna strone,
) Y Jecn € 4) rozktad na czynniki,

4) rozkltad na czynniki, o '
5) usuniecie mianownika,

5) szkic wykresu, o _
(a) mnozenie przez kwadrat mia-

6) odpowiedz. nownika,

(b) zamiana ilorazu na iloczyn,
6) szkic wykresu,

7) odpowiedz.

Poréwnujac oba algorytmy wyraznie widaé¢, ze maja one wiele wspélnych punktéw.
Nie da sie okresli¢, ktéra z metod jest lepsza. W niektérych przyktadach tatwiejszy lub szybszy bedzie
algorytm A, ale w innych wygra B. Czytelnik sam musi wybraé¢, ktora metoda mu bardziej odpowiada.
W zasadzie wystarczy opanowa¢ jedna z metod, ale zachecam do przesledzenia i prze¢wiczenia obu.
Pozwoli to na szersze spojrzenie na zadania i §wiadomy wyboér drogi krétszej lub mniej skomplikowa-
nej obliczeniowo. Mozliwe bedzie rowniez wprowadzanie wlasnych modyfikacji w zaleznosci od rodzaju

nieréwnosci, do czego goraco namawiam.

Przyklad 3. Dla poréwnania rozwiazmy nieréwnosé

x3—19x2+6x—36+ 1
(x —3)3 x—3

stosujac oba algorytmy.
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x3—19x2+6x—36+ Lo,
(x—3)3 x—3
Algorytm A Algorytm B
Zalozenie: z # 3
Usuniecie mianownika®: Na jedng strone:
% — 1922 + 62 — 36 1 23 — 1922 + 62 — 36 1
<1 |(z-3)* -1<0
(z —3)3 +x—3 [@=3) (z —3)3 +:17—3
(23 —192% + 62 —36)(x —3)+ (x —3)% < (z—3)*
Wszystko na jedna strone: Wspélny mianownik:
—92% — 27w
2
Rozklad na czynniki: Rozklad na czynniki:
—9z(z + 3)
Iloraz na iloczyn:
—9z(z +3)(z —3)> <0

Jak wida¢, na tym etapie obu algorytméw dostajemy te samg nieréwno$¢ wielomianows. Ostatnie
punkty postepowania, naszkicowanie wykresu funkcji f(z) = —9z(z + 3)(z — 3)® (rys. 7) i odczytanie
rozwigzania, sg identyczne w obu procedurach.

S g\, a

Rysunek 7. Szkic wykresu wielomianu f(z) = —9z(z + 3)(z — 3)3.

Rozwiazanie nier6wnosci wielomianowej: z € (—3,0) U (3, +00).

Odpowiedz.

3 —192% 4 6x — 36 1
Nier6wnos¢ (;c_j;)gx +x — < 1 spelniaja wszystkie liczby ze zbioru (—3,0)U(3, +00).

5 Zgodnie z algorytmem nalezaloby pomnozy¢ przez (z —3)%, ale mnozac przez (x —3)* tez pozbedziemy sie mianownika,
a mamy latwiejsze obliczenia.
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7. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1. Rozwiaz nieré6wno§¢ wymierna:

3z

3
a) o) < 0, b) Az+5 < 2,
5 2
d) 2243 = 33 e) z+5 < 747
2 2
g) 2=l <3, h) £=8 < g4 1,
s 2— 1
.]) 6m+x4 2 05 k) 3:1,’+' < 5
Zadanie 2. Rozwiaz nier6wnos¢ wymierna:
4—x 1
a) 2+ 37 > 2, b) =5 > =,
3z42 +4
d)2—x2;737 e)xa%2>1_x27
) 226 X 21:’_34’ h Sz ;j;‘—Z 2 2(E,
Zadanie 3. Rozwiaz nier6wnos¢ wymierna:
14a 2 1
) wjf4 < 07 b) m2f9 g +2°
1+a®
d)m<*1a e) 35 <,
2 7 3z—1  2x+3
g iil + > :IQ’ h) iQ < Tgi_r + r— 1’

Wiecej podobnych zadan wraz z odpowiedziami mozna znalezé¢ na przyklad w zbiorze zadan [2] lub

na portalach internetowych [3,4].

8. Odpowiedzi

Odpowiedz 1.

a) x € (—00;2), b) 2 € (—o0; —2) U (= 2; +00),
d)w e (=3:-3), e) v € (—;-5),

g) = € (—00;—3) U (-2 8) h) x € (—o0; —5) U (0; +00),

P we (=52, k) @ € (~o0i ~3) U (i +0)
Odpowiedz 2

a) x € (o0 )( 1;0) U (3;00), b) x € (1;3)
c)$€<%’1 2;3), d) z € (—o0;3),
e) z € (-0 ) (2; +00), f) z € (-22),
g) v € (3 ) (2:3), h) 2 € (~1;2)
i) z € (—o0;1)U(2;3).

x +2
r+1
z—1
x+1

<2,

<z,

2
T t?w > O,

2z

r—1

r—2
r+2

1
e S

)
f)
i)

1 1
(z+1)3 > x+1

4z% -2 3z
T + z2—1

2z%—2x—1
2 —2x

c)ze(—
f) 2 € (—1;+0
i) z€(=7;0)U

)

1
<l

> 1.

—Du(0;2),

),

(2; +00),
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Odpowiedz 3.

a) x € (—oo; —2) U (—1;2), b) z € (—o0; —3) U (—2;3),

c) z € (—o0; —2) U (—1;0), d) z € (1;2) U (3;4),

e) z € (—oo; 1), f) z € (—o0;—1) U (0;1),

B) = € (~o0i-2) U (~Li—/DHU0:/3), B) @ € (~0010) U (05 1) U (1, +00),

i) z € (—o0;—1)U(0;1) U (2;400).
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