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Obiekty mostowe z belek prefabry-

kowanych stosowano w Polsce w latach 60., 70. i 80. XX wie-

ku. Ta technologia zapewnia ograniczenie deskowań, przy-

spieszenie i zmniejszenie kosztów budowy oraz umoŜliwia 

komunikację pod wznoszoną konstrukcją. W początkowym 

okresie budowano przęsła swobodnie podparte. Z uwagi na 

wadliwą pracę urządzeń dylatacyjnych, odkształcenia pomo-

stu między belkami, uszkodzenia łoŜysk, problemy z trwało-

ścią, niekorzystny schemat statyczny oraz chęć poprawienia 

warunków eksploatacyjnych obiektów, na początku lat 90. 

przebudowywano ustroje wolnopodparte na układy o pozor-

nym lub pełnym uciągleniu.  

Rys. 1. Przykłady schematów statycznych stosowanych w obiektach 
mostowych z belek prefabrykowanych     

Współczesne strunobetonowe belki prefabrykowane mogą 

być stosowane w róŜnorodnych układach konstrukcyjnych 

i schematach statycznych (rys. 1). UmoŜliwia to uzyskiwanie 

trwalszych i korzystniejszych konstrukcji hiperstatycznych. 

Ich obliczenia statyczne wykraczają zwykle poza zakres obję-

ty rozwiązaniami katalogowymi i w pewnych aspektach wy-

magają indywidualnego traktowania. Konstrukcje przęseł wy-

nikają zwykle z przyjętego kształtu katalogowego belki prefa-

brykowanej, która równieŜ moŜe podlegać niewielkim 

modyfikacjom. Obejmują one najczęściej indywidualne tra-

sowanie spręŜenia, np. korektę liczby splotów lub zasięgu 

ich osłonek przy końcach prefabrykatów. Geometrię belki 

pozostawia się bez zmian w stosunku do katalogu. Strefy 

podporowe ustrojów hiperstatycznych kształtuje się w posta-

ci monolitycznych węzłów uciąglających, wykonanych naj-

częściej z betonu zbrojonego.

Kompleksowa analiza wpływu obciąŜeń ruchomych, od-

działywań termicznych, fazowego montaŜu, spręŜenia belek, 

zjawisk reologicznych i związanych z nimi redystrybucji sił na 

obiekty o konstrukcji mieszanej (belki spręŜone i elementy 

Ŝelbetowe) wymaga zastosowania specjalistycznych progra-

mów zorientowanych na budownictwo mostowe (np. SOFi-

STiK, Midas, Lusas). Niezbędne jest wówczas korzystanie ze 

złoŜonego modelu numerycznego obiektu, wraz z odwzoro-

waniem spręŜenia belek, uwzględnianiem strat reologicz-

nych siły spręŜającej w czasie składowania belek i po wbu-

dowaniu ich w obiekt o układzie hiperstatycznym, a takŜe 

zdefiniowanie odmiennych faz montaŜowych pracy konstruk-

cji. Konieczne jest oszacowanie odkształceń pełzania róŜ-

nych fragmentów konstrukcji od obciąŜeń cięŜarem własnym, 

wyposaŜeniem i spręŜeniem prefabrykatów według wybra-

nego modelu reologicznego, pracujących w układzie ucią-

glonym. Wymaga to duŜego nakładu pracy i jest zasadne 

w przypadku wdraŜania nowych systemów prefabrykacji. 

W powszechnie stosowanych i sprawdzonych konstrukcjach 

mostowych z prefabrykatów tak obszerna analiza nie jest ko-

nieczna. 

Z inŜynierskiego punktu widzenia istotna jest moŜliwość 

analizy tych popularnych konstrukcji w ogólnie dostępnych, 

niespecjalistycznych programach MES do obliczeń statycz-

nych, bez dokładnego wnikania w złoŜoność zjawisk wynika-

jących z efektów reologicznych i fazowego montaŜu. 

W pracy omówiono uproszczone sposoby oszacowania 

redystrybucji sił wewnętrznych wywołanej zjawiskami reolo-

gicznymi i fazowaniem montaŜu w schematach uciąglonych. 

Scharakteryzowano zalecenia obecnego systemu norm PN-

EN [20, 21] i wybrane metody obliczeniowe stosowane po-

wszechnie zagranicą [2, 4, 7÷10, 12, 14÷16, 18, 19]. W kra-

jowym piśmiennictwie metody podobne do zaprezentowa-

nych w artykule, w nieco uproszczonej formie, przedstawiono 

w [1, 13, 17].

Fazy pracy konstrukcji

Analiza obliczeniowa mostowych konstrukcji zespolonych 

ze strunobetonowych belek prefabrykowanych zespolonych 

z Ŝelbetową płytą pomostową jest złoŜona z uwagi na wpływ 
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zjawisk reologicznych, zarysowanie Ŝel-

betowych fragmentów monolitycznych 

i odmienne schematy statyczne w po-

szczególnych stadiach obciąŜenia. Zwy-

kle obejmuje trzy zasadnicze etapy [1, 2, 

4, 7÷10, 13, 14, 17]:

• Etap I – sprawdzenie wytęŜenia belek 

obciąŜonych podczas montaŜu kon-

strukcji (cięŜar własny prefabrykatów, 

mieszanki betonowej i ewentualnie de-

skowań); schemat statyczny w postaci 

belki wolnopodpartej,

• Etap II – analiza ustroju pracującego 

w docelowym schemacie hipersta-

tycznym na dodatkowe obciąŜenia 

długotrwałe, takie jak cięŜar własny 

elementów dobetonowanych w sche-

macie ostatecznym (węzły, poprzecz-

nice podporowe), usunięcie podpór 

montaŜowych i deskowań fragmentów 

monolitycznych, cięŜar wyposaŜenia, 

osiadania podpór, skurcz betonu. Tę 

fazę pracy moŜna podzielić na dwa 

podetapy:

o Etap IIa – konstrukcja ciągła w okresie tuŜ po wybudo-

waniu, obciąŜona cięŜarem własnym węzłów uciąglają-

cych, poprzecznic podporowych i filarów w wyniku usu-

nięcia deskowań części monolitycznych oraz reakcjami 

od usunięcia podpór montaŜowych,

o Etap IIb – konstrukcja ciągła po długotrwałej eksploata-

cji i zakończeniu procesów reologicznych, 

• Etap III – obliczenia konstrukcji w schemacie ciągłym z ob-

ciąŜeniami eksploatacyjnymi krótkotrwałymi (tłum, tabor 

samochodowy, oddziaływania termiczne).

Charakterystyczne fazy pracy (stadia obciąŜenia) konstruk-

cji z prefabrykatów powodują konieczność rozbudowanej 

analizy statyczno-wytrzymałościowej.

Redystrybucja sił wewnętrznych 

Specyfika konstrukcji mieszanych z prefabrykatów i części 

monolitycznych, w szczególności o schematach ciągłych lub 

ramowych, jest związana z redystrybucją (przegrupowaniem) 

sił wewnętrznych wynikającą z [1, 2, 4÷18, 20÷22]:

• róŜnicy skurczów płyty (nadbetonu), belki prefabrykowanej 

i węzłów uciąglających budowanych w róŜnym czasie,

• redystrybucji napręŜeń w przekrojach zespolonych i frag-

mentach monolitycznych związanych z pełzaniem od ob-

ciąŜeń stałych (cięŜar własny, spręŜenie, wyposaŜenie),

• ograniczenia swobody odkształceń pełzania poszczegól-

nych elementów konstrukcji i wzbudzaniem dodatkowych 

sił wewnętrznych,

• pełzania od spręŜenia i związanych z nim reologicznych 

strat sił naciągu strun prefabrykatów zachodzących w bel-

kach pracujących w układzie ciągłym,

• technologii budowy ustrojów, w których występuje fazowa-

nie montaŜu i zmiana schematu statycznego,

• zarysowania monolitycznych Ŝelbetowych fragmentów 

konstrukcji jak węzły uciąglające, płyta pomostu w strefach 

momentów ujemnych, filary podporowe w schematach ra-

mowych (spręŜone prefabrykaty pracują w fazie I, a Ŝelbe-

towe elementy monolityczne w fazie II – róŜnica sztywno-

ści),

• usunięcia podpór montaŜowych i deskowań, które pod 

względem statycznym jest równowaŜne przyłoŜeniu sił 

skupionych (reakcji podpór) do układu ciągłego w miejscu 

usuniętych podpór i obciąŜenia cięŜarem własnym od mo-

nolitycznych węzłów uciąglających.

W schematach ciągłych lub ramowych węzły uciąglające 

ograniczają swobodę obrotów końców belek  podlegają-

cych pełzaniu od cięŜaru własnego i spręŜenia oraz skurczo-

wi (rys. 2). Powoduje to przegrupowanie sił wewnętrznych 

w całej konstrukcji. W typowym procesie budowy obiektów 

z prefabrykatów, w początkowym stanie montaŜowym belki 

pracują w schemacie swobodnie podpartym. Po zabetono-

waniu styków i uciągleniu konstrukcji następuje ograniczenie 

swobody deformacji prefabrykatów. Powoduje to powolną 

zmianę momentów podporowych i przęsłowych od obciąŜeń 

konstrukcji przed uciągleniem. 

W ciągłych ustrojach z belek strunobetonowych występują 

dwa charakterystyczne zjawiska związane z pełzaniem: redy-

strybucja napręŜeń w przekrojach zespolonych belka – płyta 

betonowa, tzw. pierwotne efekty pełzania (występują w sche-

matach izostatycznych i hiperstatycznych) oraz zmiana po-

czątkowego układu sił wewnętrznych (redystrybucja) w całej 

konstrukcji, tzw. wtórne efekty pełzania (występują tylko 

w schematach hiperstatycznych) [1, 2, 4, 8, 9, 12÷18]. 

W schemacie hiperstatycznym nadliczbowe więzy powo-

dują naruszenie ciągłości odkształceń od efektów pierwot-

nych. Z uwagi na załoŜenie o liniowej spręŜystości oba efekty 

moŜna analizować oddzielnie, korzystając z zasady superpo-

zycji. Zmiany te, stosując analogię do sił wzbudzonych po-

wstających w konstrukcjach spręŜonych, moŜna nazwać 

efektami wtórnymi (wzbudzonymi). Powodują one dodatko-

we zmiany sił wewnętrznych w całej konstrukcji, a to z kolei 

Rys. 2. Mechanizm powstawania wtórnych efektów reologicznych – przyrost odkształceń 
i kątów obrotu belek wolnopodpartych poddanych pierwotnym efektom pełzania i ich za-
chowanie się w schematach hiperstatycznych (utwierdzenie podatne)



„Drogownictwo” 12/2015398

generuje zmianę napręŜeń w przekroju i wpływa na intensyw-

ność pierwotnych efektów pełzania.

SpręŜone belki prefabrykowane i płyta nadbetonu pracują 

w przęsłach, w strefie momentów dodatnich, pełnym prze-

krojem, a więc jako niezarysowane (faza I). Z kolei węzły 

uciąglające wykonywane są najczęściej jako Ŝelbetowe. 

Znajdują się w strefie momentów ujemnych, a więc „oblicze-

niowo” pracują w stanie zarysowanym (faza II). Oznacza to, 

Ŝe pełzanie betonu obszarów podporowych występuje 

w około 1/3 wysokości przekroju od strony dolnych włókien. 

Z tego powodu, oraz z uwagi na róŜne okresy wykonania 

prefabrykatów i części monolitycznych ich pełzanie ma inny 

przebieg. 

Efekty reologiczne

Równanie konstytutywne betonu przestawione w PN-EN 

(zaleŜność odkształcenia betonu w czasie od napręŜeń – rys. 

3), ujmujące wpływ zjawisk reologicznych, w ogólnej meto-

dzie przyrostowej ma postać [2, 3, 7, 10, 11, 20, 21]:

  (1)

w której: 

0 – początkowe napręŜenie w betonie,

Ec(t0) – moduł spręŜystości w czasie t0,

Ec(28) – moduł spręŜystości betonu po 28 dniach,

Ec(ti) – moduł spręŜystości po upływie czasu ti,

(t,t0) –  współczynnik pełzania w przedziale czasowym od 

t0 do t, 

(t,ti) –  współczynnik pełzania w przedziale czasowym od t0 

do ti,

(ti) –  przyrosty napręŜeń w przekroju, w analizowanych 

przedziałach czasowych,

cs(t,ts) – odkształcenie skurczu w czasie od t do ts.

Sposoby oparte na równaniu ogólnym (1) mogą być stoso-

wane, jeśli dysponuje się odpowiednimi (specjalistycznymi) 

programami komputerowymi wykorzystującymi podane 

w PN-EN modele obliczeniowe. 

Pierwszy składnik równania (1) opisuje odkształcenia do-

raźne, wywołane napręŜeniem przyłoŜonym w czasie t0. Dru-

gi składnik ujmuje pełzanie wywołane przez długotrwały efekt 

przyłoŜenia napręŜenia w czasie t. Trzecie wyraŜenie przed-

stawia sumę odkształceń doraźnych i odkształceń pełzania 

powstających na skutek zmiany napręŜeń w analizowanych 

przedziałach czasowych (t, ti). Czwarty składnik równania 

oznacza odkształcenie spowodowane skurczem. Jak widać 

w przedstawionym wzorze (1), efekty skurczu i pełzania beto-

nu potraktowane są łącznie.

Zgodnie z metodą ogólną, przebieg odkształceń w czasie, 

uwzględnia się przyrostowo w odniesieniu do kolejnych prze-

działów czasowych, biorąc pod uwagę w kolejnych przedzia-

łach wartość napręŜenia w betonie z poprzedniego przedzia-

łu (rys. 3). Metoda ta ujmuje zaleŜność pełzania betonu 

w kaŜdym przekroju od przebiegu napręŜeń w czasie (historii 

obciąŜenia). Specjalistyczne programy komputerowe umoŜ-

liwiają analizę pełzania w modelu numerycznym konstrukcji 

osobno w kaŜdej z wydzielonych części modelu, w których 

odkształcenie zmienia się według wzoru (1), przy zachowa-

niu warunków równowagi i nierozdzielności.

W świetle PN-EN [20, 21] róŜnice wyników obliczeń doty-

czących prognozowania przebiegu zmian pełzania na pod-

stawie zaleŜności normowych, w stosunku do badań labora-

toryjnych, są na poziomie 20%. Wartości współczynników 

pełzania (t,t0) odnoszą się do stycznego modułu spręŜysto-

ści betonu Ec = 1,05·Ecm (Ecm – moduł sieczny). Zakłada się, 

Ŝe odkształcenia od obciąŜeń przyłoŜonych w róŜnym czasie 

podlegają zasadzie superpozycji. W większości przypadków 

zakłada się, Ŝe pełzanie przebiega liniowo, rozpatrując stan 

początkowy t0 i końcowy t  konstrukcji. Nieliniowość pełzania 

powinna być uwzględniana, jeŜeli przy pierwszym obciąŜe-

niu w wieku t0 wystąpiły w betonie napręŜenia ściskające

b (t0)  0,45·fck (t0), a w elementach spręŜonych dodatkowo 

przy napręŜeniach trwałych b(t )  0,45·fck(t ) (fck – wytrzyma-

łość charakterystyczna betonu na ściskanie). W praktyce wy-

maga to stosowania metod iteracyjnych i specjalistycznego 

oprogramowania, wykorzystującego metodę róŜnic skoń-

czonych i MES.

Zgodnie z algorytmem przedstawionym w PN-EN [21] 

i często przywoływanym w opracowaniach zagranicznych [2, 

7÷10, 12, 14÷16, 18, 19, 22] redystrybucję sił wewnętrznych 

od efektów reologicznych w konstrukcji moŜna oszacować 

sposobami uproszczonymi, stosując analogię do zagadnie-

nia oddziaływania wymuszającego. Wzbudzone (dodatkowe, 

wtórne) końcowe wielkości statyczne moŜna obliczyć, jako 

róŜnicę między wartościami początkowymi w stanie monta-

Ŝowym i wartościami wyznaczonymi przy załoŜeniu wykona-

nia schematu hiperstatycznego w jednym etapie. Ostateczne 

wartości sił wewnętrznych w konstrukcji opisać moŜna za po-

mocą ogólnego wzoru [1, 2, 6÷10, 12÷22]:

Rys. 3. Ilustracja zmian odkształceń betonu wywołanych przyrostem 
napręŜeń w czasie w funkcji współczynnika pełzania [3, 10, 11]
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  (2)

w którym: 

S  –  końcowa siła wewnętrzna w rozpatrywanym przekro-

ju, 

Scont –  siła obliczona jak w układzie budowanym od razu 

jako ciągły, 

Sbud –  wartość siły wewnętrznej w przekroju przed uciągle-

niem,  

Ccreep –  współczynnik korekcyjny pełzania, który moŜna wy-

znaczyć kilkoma metodami z róŜną dokładnością.

W Eurokodzie „mostowym” (PN-EN 1992-2:2010 [21]) za-

leca się uwzględnianie efektów reologicznych i związanej 

z nimi redystrybucji sił wewnętrznych w stanach granicznych 

nośności (ULS) i uŜytkowalności konstrukcji (SLS) według 

kilku metod o zróŜnicowanej precyzji. ZastrzeŜono, Ŝe nor-

mowe przybliŜone metody obliczeń skurczu i pełzania mogą 

róŜnic się od wartości doświadczalnych o ±30%. 

Uproszczone ujęcie wpływu pełzania 

W PN-EN 1992-2 [21] dopuszczono stosowanie wzorów 

uproszczonych w odniesieniu do konstrukcji, w których na-

stępują zmiany w warunkach podparcia. Zmianę siły we-

wnętrznej w dowolnym przekroju konstrukcji, w czasie t  

moŜna oszacować według zaleŜności: 

  (3)

w której: 

S  –  ostateczna, końcowa wartość siły wewnętrznej 

po zakończeniu procesów reologicznych,

S0 –  siła wewnętrzna na końcu procesu budowy 

(przed uciągleniem), 

Sc –  siła wewnętrzna obliczona jak dla końcowego 

schematu statycznego (hiperstatycznego), 

t0 –  wiek betonu w chwili przyłoŜenia rozpatrywane-

go obciąŜenia stałego, 

t1 –  wiek betonu, w którym następuje zmiana warun-

ków podparcia (schematu statycznego), 

Ec(t0) – moduł spręŜystości betonu w czasie t0, 

Ec(t1) – moduł spręŜystości betonu w czasie t1, 

 = (t,t0) –  współczynnik starzenia (gdy t=  moŜna przyjąć 

 = 0,80), zwykle  = 0,6 ÷ 0,9,

(t , t0) – wartość końcowa współczynnika pełzania, 

(t1, t0) –  współczynnik pełzania w czasie od t0 do t1, w od-

niesieniu do odkształcenia spręŜystego po 28 

dniach. 

Proporcja modułów spręŜystości betonu w czasie t0 i t1 we 

wzorze (3) ujmuje zmiany tego parametru w czasie od chwili 

przyłoŜenia obciąŜenia stałego t0 do zmiany warunków pod-

parcia t1 (np. usunięcia podpór montaŜowych). Współczyn-

nik starzenia  we wzorze (3) zaczerpnięto z metody zmody-

fikowanego efektywnego modułu spręŜystości. W rzeczywi-

stości jest on zmienny w czasie  = (t). Współczynnik ten 

powoduje redukcję funkcji pełzania (odkształceń plastycz-

nych pełzania), w celu zrekompensowania efektu przyrostu 

napręŜeń obliczanego, tak jakby pełne obciąŜenie przykła-

dane było do konstrukcji w czasie t0 i trwało do rozpatrywa-

nego wieku konstrukcji t. 

Czynnik występujący w nawiasie kwadratowym zaleŜności 

(3) nazywany jest w opracowaniach źródłowych, współczyn-

nikiem korekcyjnym pełzania Ccreep (ang. creep correction 

factor). Pełni on podobną rolę jak czynnik (1 – e – ) znany 

z uproszczonych metod uwzględniania pełzania opracowa-

nych w drugiej połowie XX w. (PCA, Metoda-P, metoda CTL 

lub im podobne [4, 8÷10, 12, 18, 22]). 

Do określenia proporcji wzbudzanych pełzaniem sił we-

wnętrznych, w stosunku do tych, które powstałyby w kon-

strukcji pracującej od razu jako ciągła, moŜna stosować we-

dług PN-EN, w zaleŜności od wymaganej dokładności, na-

stępujące wzory na współczynnik korekcyjny pełzania 

(oznaczenia jak we wzorze (3)) [7, 10, 21]:

  (4)

  (5)

  (7)

Przedstawione powyŜej zaleŜności wywodzą się z koncep-

cji opracowanej w latach 60. XX w. przez Stowarzyszenie 

Producentów Cementu (Portland Cement Association – PCA) 

[4, 14]. MnoŜnik uwzględniający efekt pełzania przy obciąŜe-

niach długotrwałych (cięŜar własny, spręŜenie belek, wypo-

saŜenie) określano w tej metodzie prostym wzorem:

  (8)

w którym:

 –  wartość pełzania belki, która jeszcze pozostała od chwi-

li wystąpienia rozpatrywanego obciąŜenia w układzie 

uciąglonym.

PowyŜsza formuła (8) jest wciąŜ stosowana w wielu opra-

cowaniach amerykańskich i europejskich. W 1998 roku zmo-

dyfikowano wzór o składnik uwzględniający wpływ zaryso-

wania monolitycznych węzłów Ŝelbetowych, uwzględniający 

mniejszą wartość momentów wzbudzanych efektami reolo-

gicznymi w wyniku zmniejszenia sztywności węzłów [18]. 

Skorygowaną wartość współczynnika moŜna określić z za-

leŜności:

  (9)

w której:

 –  współczynnik korekcyjny uwzględniający sztywność wę-

zła uciąglającego z uwagi na zarysowanie, określany 

według wzoru [18]:

  (10)

w którym: 

Iw –  sprowadzony moment bezwładności zarysowanego 

(faza II) przekroju węzła uciąglającego, 

Iz – moment bezwładności głównych przęseł zespolonych, 

L – długość głównych przęseł,

Lw – długość węzła. 

Niekiedy stosowano jeszcze zmodyfikowaną wersję wzoru 

podstawowego metody PCA [17]:
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  (11)

w którym:

kt –  współczynnik uwzględniający czas, który upłynął od 

chwili spręŜenia belek do chwili zabetonowania węzłów 

uciąglających,

 – wartość graniczna (końcowa) współczynnika pełzania.

Wartości współczynnika korekcyjnego pełzania Ccreep wy-

znaczone według wzorów  (4)÷(11) mają ten sam sens fi-

zyczny i obliczeniowy, ale róŜną dokładność ujęcia wpływów 

pełzania. Z ich wykorzystaniem zmianę (przyrost lub zmniej-

szenie) siły wewnętrznej w konstrukcji, wywołaną redystrybu-

cją od pełzania, moŜna oszacować na podstawie dowolnej 

z zaleŜności (oznaczenia jak we wzorach (3), (8), (11)) poda-

nych niŜej:

  (12)

  (13)

  (14)

  (15)

  (16)

We wzorach (14), (15), (16) uwzględnia się najnowsze za-

sady określania współczynnika korekcyjnego pełzania przed-

stawione w Eurokodach.

Ocenę wtórnych efektów pełzania w układach hipersta-

tycznych z belek prefabrykowanych przeprowadza się naj-

częściej przy załoŜeniu, Ŝe w fazie montaŜowej belki pracują 

pod obciąŜeniem własnym i cięŜarem płyty nadbetonu (bez 

momentu podporowego w czasie montaŜu). 

Wartość ostatecznych momentów podporowych, wzbu-

dzonych oddziaływaniem pełzania od cięŜaru własnego 

i spręŜenia belek prefabrykowanych w konstrukcji uciąglo-

nej, moŜna wyznaczać według zaleŜności:

  (17)

  (18)

  (19)

  (20)

w których:

Mcont –  moment, który powstałby w rozpatrywanym przekroju 

od obciąŜenia stałego (cięŜar własny, spręŜenie be-

lek), gdyby konstrukcja pracowała od razu w sche-

macie hiperstatycznym (bez faz montaŜowych).

PowyŜsze, ogólne zaleŜności nie ujmują w pełni spe-
cyfiki omawianych typów konstrukcji, w których poszcze-
gólne części podlegają pełzaniu z róŜną intensywnością. 
Niemniej jednak są przydatne do szacowania końco-

wych wartości sił wewnętrznych, gdyŜ w konstrukcjach 
wznoszonych etapowo rozkład wielkości statycznych 
dąŜy do wyniku jak w układzie ciągłym [1, 2, 6 ÷ 10, 12 
÷ 22]. Generalnie, omawiane efekty reologiczne moŜna 
określić tylko w sposób przybliŜony. Nie ma poza tym 
pewności, w jakim stopniu, w rzeczywistej konstrukcji 
intensywność i przebieg wspomnianych zjawisk będą 
zbieŜne z przyjętymi załoŜeniami projektowymi dotyczą-
cymi technologii wykonania obiektu (czas składowania 
belek, odstępstwa od wytycznych projektu) oraz warun-
ków pielęgnacji i dojrzewania betonu (wilgotność i tem-
peratura, wpływ dodatków i domieszek do betonu, skład 
mieszanki betonowej). 

Uproszczone ujęcie wpływu skurczu betonu

Zjawisko skurczu zwykle kojarzone jest z procesami tech-

nologicznymi zachodzącymi na budowie, a więc traktuje się 

je, jako domenę wyłącznie wykonawstwa. W rzeczywistości, 

w szczególności w konstrukcjach mostowych z belek prefa-

brykowanych, efekty skurczowe powodują redystrybucję sił 

wewnętrznych w całym ustroju, którą naleŜy uwzględnić 

w projektowaniu [4÷6, 13, 14, 17, 22].

Normy PN-EN umoŜliwiają ocenę odkształceń skurczo-

wych z większą dokładnością niŜ w wycofanych przepisach. 

W świetle Eurokodów całkowite odkształcenie skurczowe cs 

jest sumą dwóch odkształceń: autogenicznego (samorodne-

go) ca i spowodowanego wysychaniem (fizycznego) cd 

[5÷7, 11, 20, 21]. Skurcz autogeniczny wynika z reakcji che-

micznych cementu i wody oraz utraty wody przez zaczyn (za-

chodzi w początkowej fazie wiązania betonu), natomiast 

skurcz fizyczny związany jest z wysychaniem twardniejącego 

betonu (trwa nawet kilkadziesiąt lat).

Niebezpieczna sytuacja wynikająca ze skurczu betonu 

ujawnia się w warunkach ograniczenia swobody odkształceń 

elementów [5, 6]. Z taką sytuacją mamy do czynienia w obiek-

tach mostowych z belek prefabrykowanych. Oddziaływanie 

skurczu w tych konstrukcjach dotyczy: róŜnicy skurczy belki 

i płyty oraz skurczu betonu monolitycznych Ŝelbetowych czę-

ści ustroju. Z uwagi na etapowanie budowy występuje róŜni-

ca odkształceń skurczowych betonu wcześniej wyproduko-

wanej belki prefabrykowanej oraz płyty betonowej wykony-

wanej in situ. Efekty skurczu betonu wykonanego na budowie 

ujawniają się takŜe w przypadku braku swobody odkształceń 

niektórych rodzajów węzłów uciąglających, które mogą być 

realizowane w wielu wariantach konstrukcyjnych (np. węzły 

typu „V” lub „Y”, poprzecznice podporowe w wieloprzęsło-

wych, zintegrowanych układach ramowych, jak na rys. 1). 

Ostateczną róŜnicę odkształceń skurczowych płyty i belki, 

przy załoŜeniu wykonania płyty i części monolitycznych 

ustroju w czasie t1, moŜna określić na podstawie wzoru:

  (21)

w którym:

sh,p(t ) – końcowe odkształcenie skurczowe betonu płyty,

sh,b(t ) – końcowe odkształcenie skurczowe betonu belki,

sh,b(t1) –  część odkształceń skurczowych betonu belki, które 

zaszły od chwili wystąpienia skurczu t0 (1 dzień) do 

czasu wykonania płyty t1.
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Dokładne procedury szacowania wartości odkształceń 

skurczowych moŜna znaleźć w PN-EN [20, 21] i w opraco-

waniach [7, 8, 10, 11]. Obszernie zasady obliczania skurczu 

wraz z komentarzem przedstawiono w [5, 6].

W PN-EN nie sprecyzowano sposobu uwzględniania wpły-

wu pełzania na skurcz betonu. Współcześnie często stoso-

wana jest w projektowaniu metoda zastępczego modułu 

spręŜystości betonu uwzględniającego pełzanie [13]. Polega 

na redukcji sztywności elementów modelu numerycznego 

podlegających oddziaływaniom skurczowym, przez przyję-

cie skorygowanych wartości Ec( ). Redukcja dotyczy tylko 

schematu statycznego przy oddziaływaniu skurczu.

W obliczeniach inŜynierskich z wykorzystaniem progra-

mów MES oddziaływanie skurczowe moŜna przedstawić za 

pomocą zastępczego oddziaływania termicznego lub mo-

mentów zaczepionych na końcach ustroju (metoda klasycz-

na) przyłoŜonych od razu w schemacie ciągłym.

Skurcz monolitycznych węzłów uciąglających moŜna po-

traktować, jako równomierne oziębienie betonowych ele-

mentów belkowych lub powłokowych określone na podsta-

wie alternatywnych zaleŜności:

  (22)

  (23)

w których:

T  – zastępcze równomierne oziębienie, 

w – odkształcenie skurczowe betonu uciąglającego, 

T – współczynnik rozszerzalności liniowej, 

Es, As –  moduł spręŜystości i pole przekroju stali zbrojenio-

wej węzła, 

Ew, Aw –  moduł spręŜystości i pole przekroju betonu uciągle-

nia. 

We wzorze (23) uwzględniono w sposób przybliŜony wpływ 

nasycenia przekroju węzła zbrojeniem, czego nie uwzględ-

niono w normach PN-EN. Dokładniejszą metodę ujęcia wpły-

wu zbrojenia na wartości odkształceń skurczowych przedsta-

wiono w [5]. 

RóŜnicę skurczów płyty monolitycznej i belki prefabryko-

wanej uwzględnić moŜna za pomocą równowaŜnych oddzia-

ływań termicznych, przykładanych do elementów prętowych 

modelu obliczeniowego w schemacie docelowym ustroju 

(jako jeden przypadek obciąŜeniowy) [13]:

• składowej nierównomiernego rozkładu temperatury (gra-

dientu) na wysokości przekroju pręta:

  (24)

• składowej równomiernego oziębienia przekroju pręta:

  (25)

w których przyjęto oznaczenia:

T –  gradient temperatury na wysokości przekroju zespolo-

nego (oziębienie płyty nadbetonu lub ogrzanie dolnych 

włókien belki prefabrykowanej), 

H – wysokość przekroju zespolonego belka-płyta, 

ad –  odległość środków cięŜkości przekroju zespolonego 

i belki, 

Ab – pole przekroju belki, 

sh – róŜnica odkształceń skurczowych płyty i belki, 

Ip  – moment bezwładności płyty uwzględniający pełzanie, 

Ib – moment bezwładności belki, 

a – odległość środków cięŜkości płyty i belki.

W przypadku modelu mieszanego konstrukcji, tj. belkowo-

powłokowego płaskiego (e1+e2, p2) lub przestrzennego 

(e1+e2, p3), róŜnicę skurczu moŜna uwzględnić w prosty spo-

sób za pomocą równomiernego oziębienia elementów po-

włokowych modelujących płytę. NaleŜy wykorzystać zaleŜ-

ności (22) lub (23) podstawiając w miejsce odkształcenia 

skurczowego węzła w wartość róŜnicy odkształceń skurczo-

wych między płytą a belką sh.

Ograniczenia efektów skurczowych z uwagi na pełzanie 

moŜna dokonać, podobnie jak w przypadku sił wewnętrz-

nych wzbudzonych pełzaniem od cięŜaru własnego i spręŜe-

nia, za pomocą współczynników korekcyjnych skurczu:

  (26)

  (27)

w których:

 –  wartość pełzania belki, która jeszcze wystąpi od 

momentu pojawienia się obciąŜenia w układzie 

uciąglonym,

 = (t, t0) – współczynnik starzenia,

(t , t0) –  wartość końcowa współczynnika pełzania od 

czasu wystąpienia skurczu (wg PN-EN przy 

skurczu t0 = 1 dzień). 

Wzór (27) nawiązuje do znanej metody zastępczego 

współczynnika spręŜystości betonu Ec( ) ujmującego wpływ 

pełzania i podobny jest jego sens obliczeniowy [13].

Ogólnie, rozkład momentów od róŜnicy skurczów na dłu-

gości uciąglonego segmentu, jest superpozycją momentów 

obliczonych jak w belce wolnopodpartej oraz momentów wy-

wołanych spręŜystym utwierdzaniem końców belek w węźle 

uciąglającym (momentów wzbudzonych nadliczbowymi wię-

zami), skorygowanych o wpływ pełzania za pomocą współ-

czynnika Csh. Przy zastosowaniu ekwiwalentnych oddziały-

wań termicznych przykładanych do schematu belki ciągłej 

lub ramy, jako wynik otrzymujemy siły wewnętrzne uwzględ-

niające od razu efekty pierwotne (izostatyczne) i wtórne (hi-

perstatyczne).

Wartości sił wywołanych skurczem i pełzaniem betonu za-

leŜą od czasu, który upłynął między chwilą wyprodukowania 

prefabrykatu i wbudowania go w konstrukcję (uciąglenia). Im 

ten czas jest dłuŜszy, tym większa jest róŜnica skurczów bel-

ki i płyty, co powoduje większe wartości momentów dodat-

nich na długości belek. Z uwagi na to, Ŝe w takiej sytuacji 

zaszła juŜ znaczna część pełzania betonu belek (maleje in-

tensywność dalszego pełzania) wzbudzone momenty utwier-

dzenia belek (podporowe) w węźle uciąglającym ulegają re-

dukcji w mniejszym stopniu.

Końcowe siły wewnętrzne

Z uwagi na specyfikę budowy obiektów mostowych z belek 

prefabrykowanych i występowanie kilku charakterystycznych 



„Drogownictwo” 12/2015402

faz ich pracy (zmiana schematu statycznego, wpływ pełzania 

– zaleŜny od typów obciąŜeń stałych) ostateczne momenty 

w konstrukcji powinny uwzględniać kolejność poszczegól-

nych etapów obciąŜenia. W związku z tym wzory na końcowe 

momenty podporowe, stanowiące podstawę wymiarowania 

węzłów uciąglających, będą bardziej rozbudowane w stosun-

ku do podanych wcześniej zaleŜności (17)÷(20).  

Usunięcie podpór tymczasowych następuje w chwili, kiedy 

konstrukcja jest juŜ ciągła. Powoduje spręŜystą redystrybu-

cję sił wewnętrznych, która z kolei wpływa na dalszy prze-

bieg pełzania elementów ustroju. Generalnie, efektem tego 

zabiegu technologicznego jest pojawienie się znacznych 

momentów podporowych, które naleŜy uwzględniać przy 

wymiarowaniu zbrojenia węzłów (rys. 4). 

Zwiększenie momentów podporowych, wywołanych pełza-

niem od cięŜaru własnego, w warunkach ograniczenia swo-

bodnych obrotów końców belek przez podatne węzły uciągla-

jące, określa się jako proporcję (ułamek) w odniesieniu do 

momentów układu ciągłego Mcont. Wyznacza się je na podsta-

wie obciąŜenia cięŜarem własnym konstrukcji w schemacie od 

razu hiperstatycznym (belka ciągła, rama). Momenty wzbu-

dzone w wyniku pełzania oblicza się mnoŜąc wartości mo-

mentów spręŜystych (bez pełzania) ze schematu ciągłego 

Mcont przez współczynniki korekcyjne pełzania Ccreep. 

W podobny sposób uwzględnia się wpływ pełzania wywo-

łanego spręŜeniem belek. W schemacie wolnopodpartym 

spręŜone belki prefabrykowane ulegają swobodnym od-

kształceniom na skutek pełzania od siły spręŜającej. Z uwagi 

na częściowe zamocowanie belek w węzłach deformacje te 

nie mogą narastać swobodnie (podobieństwo do sił wzbu-

dzonych od spręŜenia powstających w schematach hiper-

statycznych).

Rys. 4. Przykłady wykresów momentów zginających wywołanych usu-
nięciem podpór tymczasowych i demontaŜem deskowań węzłów mo-
nolitycznych (uciąglenie ustrojów)

Wpływ pełzania wywołanego spręŜeniem moŜna uwzględ-

nić w dwóch etapach. W pierwszym momenty utwierdzenia 

(podporowe) belek w węzłach uciąglających oblicza się przy 

załoŜeniu spręŜystej pracy ustroju, tak jakby spręŜenie belek 

nastąpiło po wbudowaniu w uciągloną konstrukcję (tj. od 

razu w układzie hiperstatycznym). Następnie powstające 

(wzbudzone) momenty utwierdzenia mnoŜy się przez czyn-

nik Ccreep uwzględniający pełzanie. Całkowite momenty 

w konstrukcji będą superpozycją momentów od spręŜenia 

powstających w belkach wolnopodpartych (przed zabetono-

waniem styków) i momentów wzbudzonych (nadliczbowych) 

skorygowanych o wpływ pełzania za pomocą współczynnika 

korekcyjnego   Ccreep.

Wpływ sztywności i geometrii węzłów uciąglających na 

momenty wzbudzone spręŜystym utwierdzeniem belek, 

w obliczeniach MES jest uwzględniany od razu przy rozwią-

zywaniu układu równań równowagi. Uproszczone, analitycz-

ne procedury określania tego wpływu podano w [17].

Ostateczny (końcowy) moment podporowy od obciąŜeń 

długotrwałych, uwzględniany w wymiarowaniu węzła ucią-

glającego, moŜna oszacować według wzoru:

  (28)

w którym:

Mupm –  moment podporowy od usunięcia podpór monta-

Ŝowych i deskowań (spręŜysta redystrybucja sił 

w układzie hiperstatycznym), 

Mgb –  moment podporowy od cięŜaru własnego belki 

prefabrykowanej (w układzie hiperstatycznym),

Mgp+gw+  –  moment podporowy od pozostałych obciąŜeń 

długotrwałych (cięŜar płyty nadbetonu, węzła 

uciąglającego, wyposaŜenia, osiadania podpór 

itp.) w schemacie hiperstatycznym, 

Mspr –  wzbudzony (wtórny) podporowy moment od sprę-

Ŝania obliczony jak w układzie od razu ciągłym 

(bez fazowania),

M  –  wzbudzony moment podporowy od efektów 

skurczu (w układzie ramowym lub ciągłym), 

Ccreep1 –  współczynnik korekcyjny pełzania od cięŜaru 

własnego belki, uwzględniający pełzanie betonu 

belki 1 od czasu wytworzenia do chwili wbudo-

wania, 

Ccreep2 –  współczynnik korekcyjny pełzania od obciąŜeń 

przyłoŜonych po uciągleniu konstrukcji, uwzględ-

niający pełzanie belki 2 wywołane obciąŜeniami 

stałymi od chwili uciąglenia,

Ccreep3 –  współczynnik korekcyjny pełzania od spręŜenia 

belki od chwili wbudowania w układ hiperstatycz-

ny, uwzględniający róŜnicę pełzania  = 1 – 2, 

określającą przedział czasowy między wykona-

niem (spręŜeniem) a wbudowaniem prefabryka-

tu,

Csh –  współczynnik korekcyjny skurczu występującego 

w układzie hiperstatycznym z uwagi na równo-

czesne pełzanie przy skurczu.

Generalnie, pełzanie od cięŜaru własnego powoduje po-

wolne narastanie ujemnych momentów podporowych w wę-

złach uciąglających. Skurcz betonu generuje momenty ujem-
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ne nad podporami. Pełzanie wywołane spręŜeniem belek 

powoduje powstawanie dodatnich momentów na podpo-

rach. Zjawiska te w rzeczywistych konstrukcjach występują 

łącznie i częściowo znoszą się wzajemnie. Odseparowanie 

ich od siebie wynika z potrzeb obliczeniowych (zasada su-

perpozycji). Ostateczny, wzbudzony, sumaryczny moment 

podporowy uzaleŜniony jest od technologii wykonania (m.in. 

chwili wbudowania belki w układ hiperstatyczny).

Wpływ zarysowania elementów 
monolitycznych

Rozpatrując czynniki reologiczne powodujące redystry-

bucję sił wewnętrznych w hiperstatycznych ustrojach z be-

lek prefabrykowanych nie naleŜy zapominać o wpływie de-

gradacji sztywności. Związana jest ona z zarysowaniem 

Ŝelbetowych fragmentów monolitycznych. Jak wykazano 

w pracy [18] pominięcie zarysowania węzłów uciąglających 

moŜe spowodować nawet 2÷3,5-krotne przeszacowanie 

momentów podporowych wzbudzanych przez wtórne efek-

ty reologiczne (rozpatrywano schemat dwuprzęsłowy, jak 

na rys. 5a).

Belki prefabrykowane projektowane są najczęściej jako 

strunobetonowe o spręŜeniu pełnym (nie dopuszcza się roz-

ciągania betonu), ewentualnie ograniczonym (dopuszcza się 

rozciąganie betonu, ale c  fct (fct – efektywna charaktery-

styczna wytrzymałość betonu na rozciąganie). Oznacza to, 

Ŝe dźwigary zespolone w obszarze przęsła pracują pełnym 

przekrojem w fazie I, a więc jako niezarysowane. Zarysowa-

nie (faza II) dotyczy fragmentów monolitycznych takich jak 

węzły uciąglające i podpory w układach ramowych. 

Zmniejszenie sztywności części monolitycznych powoduje 

przegrupowanie sił wewnętrznych w całej konstrukcji (rys. 5a). 

Redystrybucja powoduje zmniejszenie momentów podporo-

wych i zwiększenie przęsłowych (wzrost wytęŜenia belek). 

Obliczeniowo, zarysowanie przekrojów Ŝelbetowych wiąŜe 

się z przejściem z fazy I do II. Elementy Ŝelbetowe nie pracu-

ją na całej długości elementu w jednej „czystej” fazie. Nawet 

w przekrojach zarysowanych część strefy rozciąganej beto-

nu współuczestniczy w zginaniu elementu. Faza II formalnie 

dotyczy tylko przekroju przez rysę. Z uwagi na współpracę 

zbrojenia między rysami w rzeczywistych konstrukcjach za-

rysowanie elementu jest niepełne. W PN-EN przy ocenie 

sztywności uwzględniono te zjawiska (efekt tension stiffe-

ning). 

Odkształcenia elementów po zarysowaniu przyjmują war-

tości pośrednie między odkształceniami elementów pracują-

cych w fazie I (brak zarysowania) oraz elementów pracują-

cych w fazie II (pełne zarysowanie).  

W PN-EN wpływ sztywności pośredniej między fazami I i II 

(rys. 5b) uwzględnia się za pomocą korekty wartości charak-

terystyki odkształcalności (np. ugięcia, odkształcenia, krzy-

wizny) na podstawie współczynnika dystrybucji . MoŜna 

tego dokonać według wzoru na sztywność „pośrednią” [10, 

20, 21]:

  (29)

w którym:

 –  współczynnik dystrybucji uwzględniający usztywnienie 

przy rozciąganiu (tension stiffening), określany z zaleŜno-

ści:

  (30)

w której:

BI = Eb·JcsI, BII = Eb·JcsII – odpowiednio sztywności przekrojów 

niezarysowanych i w pełni zarysowanych,

Eb – moduł spręŜystości betonu,

JcsI –  sprowadzony moment bezwładności zbrojonego prze-

kroju betonowego względem osi obojętnej w fazie I,

JcsII –  sprowadzony moment bezwładności zbrojonego prze-

kroju betonowego względem osi obojętnej w fazie II,

 –  współczynnik wpływu czasu trwania obciąŜenia lub 

wpływu obciąŜeń powtarzalnych na średnie odkształ-

cenie (  = 1,0 w przypadku pojedynczego obciąŜenia 

krótkotrwałego oraz  = 0,5 w odniesieniu do obciąŜeń 

długotrwałych i wielokrotnie powtarzalnych – przypa-

dek spotykany w mostownictwie),

sr –  napręŜenia w zbrojeniu rozciąganym przy zarysowaniu 

obliczone w załoŜeniu pełnej fazy II, 

s –  napręŜenia charakterystyczne w zbrojeniu rozciąga-

nym obliczone w załoŜeniu pełnej fazy II, przy czystym 

zginaniu moŜna przyjąć sr/ s = Mcr /Mchar.

Przy wykorzystaniu obecnego oprogramowania MES efekt 

zarysowania elementów Ŝelbetowych moŜna w prosty spo-

sób uwzględnić przez redukcję sztywności (EJ) elementów 

modelujących fragmenty monolityczne konstrukcji. 

Rys. 5. Efekty zarysowania fragmentów monolitycznych: a) wpływ na 
redystrybucję momentów, b) wpływ momentu zginającego na sztyw-
ność przekroju Ŝelbetowego
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Podsumowanie 

W artykule przedstawiono uproszczone modele redystry-

bucji sił wewnętrznych spowodowanej zjawiskami reolo-

gicznymi w nawiązaniu do technologii budowy obiektów 

mostowych z belek prefabrykowanych. MoŜna je stosować 

w projektowaniu przy wspomaganiu specjalistycznego opro-

gramowania komputerowego do analizy statycznej konstruk-

cji inŜynierskich, np. R3D3-Rama 3D, RM-Win, ABC Rama 3D, 

Autodesk Robot Structural Analysis. 

Precyzyjne ujęcie zjawisk, które zachodzą w tego rodzaju 

ustrojach jest trudne, ale moŜliwe w przypadku stosowania 

zaawansowanych systemów MES dedykowanych konstruk-

cjom mostowym, np. SOFiSTiK, Midas, Lusas, RM-Bridge, 

SAP-2000 itp. Wymaga to zbudowania dokładnego modelu 

numerycznego, w którym uwzględnia się: sekwencyjne sprę-

Ŝenie belek, stany montaŜowe i reologię poszczególnych 

części ustroju. Z uwagi na inŜynierski – z natury przybliŜony 

– sposób obliczeń na potrzeby projektowe, moŜna stosować 

propozycje uproszczeń zaprezentowane w artykule. 

Omawiane sposoby obliczeniowe nie są zbyt rozpo-

wszechnione w krajowej praktyce projektowej. W opraco-

waniach zagranicznych, w zasadzie rutynowo, stosuje się je 

w projektowaniu konstrukcji z belek prefabrykowanych o roz-

piętości dochodzącej do ~40 m, a nawet przy wstępnych 

obliczeniach mostów skrzynkowych wznoszonych nawisowo 

[2, 3, 7÷10, 12, 14÷16, 18, 19]. 

Ograniczenie obszerności analizy statycznej konstrukcji 

mostowych z belek prefabrykowanych róŜnego typu jest 

poŜądane z punktu widzenia „ekonomiki” projektowania 

z wykorzystaniem rozwiązań katalogowych. Istotna jest moŜ-

liwość obliczeń konstrukcji bez potrzeby powtórnego wymia-

rowania oraz dokładnej analizy napręŜeń i ich redystrybucji 

w samej belce. Projektowanie sprowadza się wówczas do 

oszacowania sił wewnętrznych występujących w prefabryka-

tach i porównania ich z wartościami podanymi w katalogu, 

wymiarowania elementów niestandardowych (węzłów) przy 

rozsądnej adaptacji rozwiązań katalogowych (np. korekta 

długości osłonek lub liczby splotów spręŜających, wydłuŜa-

nie węzłów uciąglających).
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