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MATEMATYCZNY OPIS SILNIKA INDUKCYJNEGO
7. ANIZOTROPIA MAGNETYCZNA RDZENIA

MATHEMATICAL DESCRIPTION OF INDUCTION MOTOR
WITH MAGNETIC CORE ANISOTROPY

Streszczenie: Praca przedstawia sposob aproksymacji funkcji koenergii wirujacego pola magnetycznego
w silniku indukcyjnym z anizotropowym i nieliniowym rdzeniem. Dla rdzenia liniowego jest okreslony wptyw
liczby par biegunéw na zawarto$¢ sktadowej zmiennej w zalezno$ci koenergii od pozycji osi przeplywu
wypadkowego. Obliczenia polowe wykonane dla rdzenia z uzwojeniem o sinusoidalnym rozkladzie zostaty
wykorzystane do okre$lenia ilo$ciowego wplywu anizotropii na koenergi¢ pola i strumienie skojarzone
z uzwojeniami. Wzory okreslajace funkcje strumieni skojarzonych oraz napiecia indukowane w uzwojeniach
maszyny dwubiegunowej z nieliniowym, jednostronnie anizotropowym rdzeniem sg zaadaptowane z modelu
maszyny synchronicznej z wydatno-biegunowym wirnikiem. Wystepujace w nich wewnetrzne charakterystyki
magnesowania zostaty sformutowane jako pochodne czastkowe funkcji koenergii pola. Przedstawiony opis
matematyczny stanowi zasadniczg cze$¢é modelu silnika przeznaczonego do badan symulacyjnych efektow
wywotanych anizotropig rdzenia.

Abstract: The paper presents an approximation method of the co-energy function of the rotating magnetic
field in an induction motor with an anisotropic non-linear core. The dependence of the co-energy alternating
component on the pole pair number is discussed for liner case. Field calculations, carried out for the core with
sinusoidal distributed coils, were used to determine an influence of anisotropy to the co-energy function and
fluxes linking with the coils. The relations which describe linked fluxes and voltages in the coils of the two
pole machine with non-linear, and anisotropic core have been formulated on the basis of the model of the
synchronous machine with salient rotor pole. The internal magnetization characteristics, which are used in
these relations, were defined as partial derivatives of the magnetic field co-energy function. The presented
mathematical description is a fundamental part of the induction motor model, which can be used for studies of
effects caused by anisotropic core.
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1. Wprowadzenie
Obwody magnetyczne maszyn elektrycznych sa

budowane z blach zimnowalcowanych
nieorientowanych, traktowanych jako
magnetycznie prawie izotropowe. Jednak

wartosci przenikalnosci magnetycznej dla tych
blach w kierunku walcowania i kierunku
prostopadtym mogg si¢ ro6zni¢ w zakresie
liniowym nawet dwukrotnie. Nasycenie
magnetyczne zmniejsza tg rdznice, [1].
Anizotropowos¢ rdzeni ujawnia si¢
w obwodach magnetycznych maszyn
indukcyjnych, gdyz pakiety stojana i wirnika sg
sktadane z blach zwykle z zachowaniem ich
orientacji po wykrojeniu. W konsekwencji
w eksploatacji silnikow moga pojawiaé sig
pasozytnicze  efekty  oddzialywujace na
funkcjonowanie ukladéw sterowania [3].

Wskazuje to na potrzebe ich jako$ciowego
iilosciowego rozpoznania poprzez badania
modelowe. Rezultaty obliczen i pomiarow
anizotropowych rdzeni zawiera monografia [7].
Wyniki obliczen polowych silnika matej mocy

zostaly przedstawione w [2]. Podstawowe
efekty wywolywane anizotropia rdzenia
silnikow indukcyjnych sg ogolnie znane.
Przemagnesowywanie obrotowe anizo-
tropowego  rdzenia  stojana = wywoluje
odksztalcenie pradow stojana oraz ich
niesymetrie. Anizotropia wirnika
przemagnesowywanego z czestotliwoscia

poslizgowa wywoluje modulacje obwiedni
pradow. Oba efekty ujawniajg si¢ na biegu
jatowym i naktadajg si¢ na siebie. Rejestrowany
jest tez wplyw anizotropii wirnika na
strumienie rozproszenia szczelinowego stojana.
[4]. Wplyw nasycania obwodow
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magnetycznych silnikdw na ich anizotropi¢ nie
jest doktadnie rozpoznany. Interesujace wyniki
badan probek kotowych sa podane w [7].
Postgp w badaniach polowych pozwala tez na
poprawe doktadnosci symulacyjnych modeli
obwodowych. W pracy przedstawiono opis
matematyczny zwigzkéw  strumieniowo -
pradowych wystepujacych w modelu maszyny
indukcyjnej z anizotropowym, nieliniowym
rdzeniem. Wrynikaja one z postaci funkcji
aproksymujacej koenergie pola wyznaczanej na
podstawie obliczen polowych. Przyjeto, ze
funkcja ta posiada cechy analogiczne jak dla
rdzeni izotropowych, lecz o pomniejszonym
wymiarze w osi prostopadlej do kierunku
walcowania.

RD

Rys. 1. Rdzen silnika indukcyjnego o anizo-
tropii modelowanej przez zmienng szczeling
powietrzng. RD oznacza kierunek walcowania.
Wektor prqdu magnesujgcego i, reprezentuje

oS wypadkowej sity magnetomotorycznej SMM.

2. Aproksymacja funkcji koenergii pola
w obwodzie magnetycznym

Zalezno$¢ koenergii pola od pradow
uzwojen  ipozycji  wirnika  uwzglednia
uksztattowanie rdzenia i sposoéb wykonania
uzwojen [5]. Aby otrzyma¢ uzyteczna postac
funkcji  aproksymujacej  niezbedne  jest
wydzielenie koenergii pola gtéwnego E,,, oraz

koenergii  pol  rozproszen  Eg, zgodnie
Z Wzorem:
. . N .
Emo(l»(P)ZEu(l’(p)"' ZEG(ln’(P) (1)
n=1
Jest to dopuszczalne rowniez dla

magnetycznych obwodow nieliniowych, gdy
ich fragmenty przypisane wydzielonym polom
nasycaja si¢ w odmiennych warunkach.

Pole gltowne jest wytwarzane przez
wypadkowa sile magnetomotoryczng SMM
wszystkich uzwojen. Gdy uwzglednia si¢ tylko
harmoniczng podstawowa jej rozktadu S(x,(p,i)

wzdtuz  szczeliny, to chwilowa wartos¢
amplitudy 8, 1 kata o, okreslajacego
polozenie  maksimum tej  harmonicznej

wzgledem osi tatwego magnesowania stojana
moga by¢ wyrazone przez funkcje czasowe
modulu i argumentu zespolonego wektora
pradu magnesujacego. Jest on wyliczany na
podstawie pradéw i, oraz pozycji «, Osi
magnetycznych N-uzwojen zgodnie z wzorami:

iy, = abs {a(t)} pay, =arg {a(t)}
a(t)z %vnin (cos pai,, + jsin pa.,, ) )
n=l1

gdzie v, oznacza wspotczynnik uzwojenia dla
harmonicznej podstawowej. Na tej podstawie
podstawowa harmoniczna SMM moze by¢
wyrazona wzorem

S(x, (p,i): S(x, iu’au): Sp (iu )cos(px—pau) 3)
Podobnie zalezno$¢ koenergii pola gtownego
E,.. (i,(p) od pradow wszystkich uzwojen moze
by¢ zastgpiona funkcja E, (iu’ ocu,(p) . Jej

aproksymacja podwojnym szeregiem Fouriera
ma postac:

Eu(iu’au’@): Eo,ng;oE“”’m(i“)'

(4)
. cos(nocH +0y0,, ) cos(m(p + (PO,m)
Szereg ten powinien spetnia¢ warunki:

E“(iu,au,(p)zE“(i“,(xu,(p+2n/2) )

Eu<iu’au’(P)ZEu(iu’au +2n/2p,(p)

Z tego wynika, ze przy anizotropii stojana
i wirnika m={0, 2, 4, ...} oraz n={0, 2p, 4p.,...}.
Dla anizotropowego stojana znika zalezno$¢ od
kata ¢, a dla anizotropowego wirnika kat a,,

zostaje zastgpiony katem B, = o, —¢.

Wptyw liczby par biegunow na funkcje
koenergii pola glownego zostanie
przedstawiony przy zalozeniu anizotropii
rdzenia wirnika lub stojana o liniowej

charakterystyce magnesowania. Korzystajac z
funkcji rozktadu permeancji wzdtuz zastgpczej
szczeliny K(x)zuo/ S(x) zapisuje si¢ rozklad
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sktadowej
W postaci:

promieniowej  indukcji  pola

B(x, (P,iu’o‘u)z M. 9)- [S(X’iw% )_ C] (6)

przy zalozeniu, ze napigcia magnetyczne
wrdzeniu mogg byé wyrazone przez
powigkszone napigcia w zastgpczej szczelinie
powietrznej, gdzie:

M, @)= Ag + Ay cos2(x =)+ (7)
Stata

Ay
—~4.9 cos2la,, — dlap=2
2AO p ( n (P) p (8)
0 dlap =2

C=

zapewnia zachowanie warunku bezzrodtowosci
pola, gdy w obu szeregach wystepuja te same
numery harmonicznych.

Posta¢ funkcji aproksymujacej koenergi¢ pola
magnetycznego w zastgpczej szczelinie wynika
Z wWzoru:

V
EM((p,iu,au)zzsl- jB(x,(p,iH,au)de
o 00 )
=5 (j) k(x,(p,iu,au)-[S(x,(p,iu,au)—C] 2dx

Dla anizotropowego wirnika i p=1:

E“((p,i“,(xu)zg-rl-(A0+A2 cos(28,,))- 97 (10)

z czego wynika: Ey, /EMO =Ay/A.
Analogiczne dla anizotropii po stronie stojana
przy p=1:

Eplis 0 )= By li )+ B, iy Jeosl20y, ) - (11)
Na podstawie wizualizacji funkcji koenergii wg
wzoru (9) dla p=2 zostato potwierdzone, ze dla

wirnika anizotropowego podobnie jak dla
wirnika czterobiegunowego:

Eplis 0 )= g i )+ Eualiy Jeoslap, ) (12)

W tym przypadku udziatl sktadowej zmiennej

jest o rzad mniejszy niz dla p=1:
EH4/EH0 ~0.1-Ay /Ay .
Dla p>2 skladowa zmienna koenergii

praktycznie nie wystepuje. Te spostrzezenia
potwierdzaja, ze anizotropia rdzenia ma
najwickszy wplyw na pracg maszyn
dwubiegunowych.

3. Wyznaczenie funkcji
w anizotropowym rdzeniu

koenergii pola

Dla oceny wplywu anizotropii na funkcje
koenergii pola wykonano obliczenia polowe dla
rdzenia maszyny o mocy 5kW z dwufazowym
sinusoidalnie rozlozonym uzwojeniem o p=1.
Jednoznaczne charakterystyki magnesowania
materialu anizotropowego przedstawione na
rys. 2 wyznaczono na podstawie petli histerezy
nieorientowanych blach pradnicowych M400-
50A dla kierunku walcowania 1 kierunku
prostopadtego, podanych w [8].
Charakterystyki przenikalno$ci magnetycznej
statycznej idynamicznej dla obu kierunkow
magnesowania  przedstawione na  rys.3
swiadczg o ok. dwukrotnej  roznicy
przenikalno$ci statycznych w poczatkowym
zakresie.

1.5

indukcja B [H]

0.5¢

QO 100 200 300 400 500
natezenie H [A/m]

Rys. 2. Charakterystyki magnesowania blachy
prgdnicowej M400-50A w kierunku
walcowania (linia ciggla) i w kierunku
prostopadlym (linia przerywana).
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Rys. 3. Charakterystyki przenikalnosci magne-

tycznej  statycznej i dynamicznej  blachy
prgdnicowej ~ M400-50A  dla  kierunku
walcowania  (linie  ciggle) i  kierunku

prostopadlego (linie przerywane).
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Poczatkowe obliczenia polowe wykonano dla

przenikalnosci  magnetycznych o  stalych
warto$ciach. Tensor przenikalno$ci
w programie MagNet 2D byl zadawany

w ukladzie wspolrzednych o osiach zgodnych
zosiami  anizotropii. Rys.4 przedstawia
przyktadowy rozklad pola w modelowanym
rdzeniu z anizotropowym wirnikiem. Wykres
zaleznosci  koenergii pola gléwnego od
potozenia osi SMM wzgledem osi anizotropii
wirnika przy izotropowym stojanie podaje
rys. 5.

rdzeniu

Rys. 4.  Rozklad pola w silnika
indukcyjnego SkW z wirnikiem anizotropowym:
dla p,/pn, =2, a,=0, =135".
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Rys. 5. Zaleznos¢ koenergii pola od kqta B,

potozenia osi SMM wzgledem osi anizotropii
wirnika.

W widmie amplitudowym zalezno$ci koenergii
od pozycji osi SMM wystepuje tylko sktadowa
stata i druga harmoniczna. Jej wzgledne
zawartos$ci dla réznych konfiguracji anizotropii
stojana 1 wirnika podaje tabela 1.
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Tab.1. Warto$ci wzgledne drugiej harmonicznej

funkeji koenergii £, o

0
wirnik stojan

E, /E
Hrp/KpD Hrp/HpD H20- o0
10000/5000 10000/10000 | 0.75%
10000/10000 | 10000/ 5000 | 0.72%
10000/ 5000 10000/ 5000 | 1.50% ¢=0°
10000/ 5000 10000/ 5000 | 0.10% ¢=90"
W  badanym  obwodzie  magnetycznym
typowego silnika indukcyjnego poziomy
anizotropii rdzenia wirnika 1 stojana sa

praktycznie jednakowe. Dla prostopadtego
ulozenia osi anizotropii stojana i wirnika ich
wplyw si¢ rownowazy. Przykladowy rozkiad
indukcji pola w szczelinie przedstawia rys. 6.

0.7

=)
~

<
W

modul indukeji B [T]

q % 150 270
pozycja [deg]

Rys. 6.  Rozkiad modutu  indukcji  pola

w szczelinie modelowanego rdzenia dla osi

SMM zgodnej z osig anizotropii wirnika . Dla

osi prostopadlych amplituda harmonicznej

podstawowej indukcji jest o 1.6%. mniejsza

Strumienie skojarzone z sinusoidalnie
rozlozonymi  uzwojeniami  stojana, nie
zawieraja wyzszych harmonicznych, a ich
niesymetria jest na poziomie (1.5-2.0)%.
Nasycenie obwodu magnetycznego zmniejsza
roéznice pomiedzy przenikalno$ciami dla obu
osi anizotropii, ale tez powicksza napigcia
magnetyczne w zelazie, zatem jego wplyw na
rozktad energii w rdzeniu moze by¢ wigkszy.

4. Strumienie = skojarzone i  napiecia
indukowane w uzwojeniach maszyny
Z anizotropowym wirnikiem

Zwigzki  strumieniowo-pradowe  w modelu
maszyny z nieliniowym anizotropowym

rdzeniem wygodnie jest okresla¢ na podstawie
funkcji koenergii pola.



Zeszyty problemowe — Maszyny Elektryczne Nr 100/2013 cz. 1 127

W  modelu jednoharmonicznym maszyny
dwubiegunowej z anizotropowym wirnikiem
lub stojanem mozna wykorzysta¢ zaleznosci
sformulowane w  [6] dla  maszyny
synchronicznej z nieliniowym  glownym
obwodem magnetycznym.

Rys. 7. Zaleznosci
wielkosciami

kgtowe

opisujgcymi
z anizotropowym wirnikiem.

pomiedzy
maszyne

Gdy anizotropowy jest rdzen wirnika opis
matematyczny formuluje si¢ w ukladzie
zwigzanym z wirnikiem. Strumien skojarzony
Z n-tym uzwojeniem otrzymuje si¢ w postaci
sumy:

Yy = \Pcsn +v, [leO COS(Bp _Bn)+

+%(‘P“x2+‘}’uy2)cos(ﬁu+ﬁn)+ (13)

+ %(‘Puxz - ‘P“yz) cos(_’)[SH +B, )}

gdzie kat f,o0znacza pozycj¢ wektora pradu
magnesujacego, a kat S, pozycje osi
magnetycznej uzwojenia n wzgledem kierunku
dobrego magnesowania wirnika. Strumienie
skojarzone wuxo,\uuxz,\y“yz z elementar-

nym sinusoidalnie roztozonym uzwojeniem sg
funkcjami pradu magnesujacego
aproksymujacymi tzw. wewnetrzne
charakterystyki magnesowania. Okres$la si¢ je
na podstawie funkcji aproksymujacej koenergie
pola. Charakterystyki:

_aEuO(iu). _8E“2(i“)
Vi =g Ve T

(14)

n

aproksymuja zwigzki w osi x pradu
magnesujacego. Charakterystyka:
Eou i)
Ho VH
=2 15
Vi : (15)

jest skorelowana z charakterystyka o

i modeluje efekt odchylenia osi pola wzgledem
osi SMM.

Napiecia  indukowane w  uzwojeniach
wywolane zmianami strumienia gtownego sa
okreslone ogdlnym wzorem:

A, @itiy) =
dt py W0 41 sIN
PRSI S AT N

dt o dt

(16)

k=1 Oiy

W pracy [6] zostaly podane wzory okre$lajace
dynamiczne indukcyjnosci uzwojen oraz
pochodne nieliniowych indukcyjnosci
statycznych pozwalajace przedstawi¢ wzor (16)
w tradycyjnej postaci:

O (e 4, o, e
dr T T | Tk g R T 0 Pk kg
(17)

Wystepuja w nich liniowe kombinacje pigciu
funkcji pradu magnesujacego modelujacych

anizotropi¢ i nieliniowo$¢ obwodu
magnetycznego:
oy v
d(: \_ Hx0 .Y THx0
xo(lu)_iaix }Lo(lu)—iix
H 1l
oy 1\
df; ) . Hx2
xz(lu)zgalx )\‘2(1“): lx
p it
Wi
.\ y2
X2 (’u ) T
i

Zachodza pomigdzy nimi relacje: XC{) <ho>
k‘é <Ay <y, .Natomiast w zakresie liniowym
?f(l) = A = const. oraz Xg =Y, =\, =const.

Dla anizotropowego rdzenia stojana obowiazuja
analogiczne wzory zapisane w ukladzie
zwigzanym ze stojanem.
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5. Whnioski

Anizotropia rdzenia ujawnia si¢ w stojanach
i wirnikach silnikéw dwubiegunowych na
zblizonym poziomie. Wyniki obliczen pola w
rdzeniu Z uzwojeniem sinusoidalnym
dwufazowym  wskazaly, ze maksymalna
niesymetria harmonicznej podstawowej
strumieni skojarzonych nie przekracza 2% przy
dwukrotnie wigkszej przenikalnosci  w osi
tatwego magnesowania w zakresie liniowym.
Odksztalcenia rozkladu indukcji w szczelinie
obejmuja widmo amplitudowe i1 fazowe i1 sg
trudniejsze do uchwycenia. Znamiennym
efektem anizotropii jest wystgpowanie drugiej
harmonicznej w widmie zalezno$ci koenergii
od pozycji osi wypadkowej SMM. W badanych
przypadkach jej udziat nie przekraczal 1% i byt
zblizony do btedu obliczen. Jednak spojnosé
otrzymywanych wynikéw $wiadczyta o ich
wystarczajacej doktadnosci.
Funkcja koenergii pola jej pochodne czastkowe
ulatwiaja formutowanie modelu obwodowego
maszyny z nieliniowym rdzeniem. Jednostronna
anizotropia moze by¢ modelowana przy uzyciu
przedstawionych zalezno$ci zaadoptowanych z
jedno-harmonicznego modelu maszyny
z wydatno-biegunowym wirnikiem. Taki model
jest wystarczajacy do oddzielnego badania
efektow wywotanych anizotropowym
nieliniowym rdzeniem stojana lub wirnika. Do
badania anizotropii dwustronnej potrzebny jest
model bardziej zaawansowany.
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