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Streszczenie. W pracy przedstawiono opis konwekcyjny kinematyki sprezysto-plastycznych deformacji
skonczonych. Proponowane podejscie jest bardzo uzyteczne z punktu widzenia zastosowan numerycz-
nych [4]. Podano reguly transformacyjne dla przestrzennych pdl tensorowych obiektywnych ze wzgledu
na zmiang konfiguracji aktualnej opisang odwzorowaniem dyfeomorficznym. Przy definiowaniu miar
odksztalcen niesprezystych wykorzystano pojecie konfiguracji odciazonej. Zdefiniowany w tej konfi-
guracji tensor metryczny jest miara deformacji plastycznej. Wykazano, ze transformacje tego tensora
do innych konfiguracji prowadza do innych miar deformacji, lecz zawsze plastycznych. W ramach
koncepcji obiektywnosci wzgledem catkowitego ruchu o$rodka ciagtego wykazano tozsamo$¢ multi-
plikatywnego rozkladu gradientu deformacji sprezysto-plastycznej z addytywnymi rozktadami innych
miar odksztalcenia i predkosci odksztalcenia sprezysto-plastycznego. Postugujac sie pojeciem funkeji
energii swobodnej, zaproponowano pewne sformulowanie postulatu obiektywnosci materialnej dla
struktury konstytutywnej z parametrami wewnetrznymi. Wykorzystujac ten postulat, przedstawiono
0go6lng postac struktury konstytutywnej typu predkosciowego.
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1. Wstep

Wybdr takiego czy innego uktadu wspétrzednych nie wplywa na poziom
ogolnosci rozwazanego modelu matematycznego deformacji ciata odksztalcalnego
(niezalezno$¢ opisu od wyboru ukladu wspoétrzednych). Wybdr ten posiada jednak
zasadnicze znaczenie z punktu widzenia konstrukeji algorytméw numerycznych,
w ktdrych operuje sie reprezentacjami liczbowymi wielkosci tensorowych lub
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wektorowych. Motywacje praktycznej przydatnosci opisu konwekcyjnego w analizie
numerycznej probleméw poczatkowo-brzegowych przedstawiono w pracy [3].

Pojecie uktadu wspolrzednych konwekcyjnych nie jest nowe i bylo wykorzysty-
wane w pracach dotyczacych mechaniki osrodkéw ciagtych (zob. np. [11, 12, 24]).
Dotychczas jednak nie wskazano na bezposredni zwigzek opisu konwekcyjnego
z koncepcja obiektywnosci wzgledem catkowitego ruchu osrodka cigglego (trans-
lacja, obrot i odksztalcenie). Probe taka podjeto w niniejszej pracy.

W punkcie 2 artykulu przedstawiono podstawy kinematyki deformacji skonczo-
nych. Wykorzystano abstrakcyjne pojecie rozmaito$ci rézniczkowalnej. Umozliwito
to opis deformacji bez odwolywania si¢ do otaczajacej przestrzeni Euklidesowe;.
W konfiguracji poczatkowej i aktualnej wprowadzono lokalne ukltady wspotrzednych,
homeomorficzne z tymi samymi podzbiorami przestrzeni liczbowej. Podejscie takie
prowadzi bezposrednio do pojecia konwekcyjnego ukladu wspoirzednych. Podano
reguly transformacyjne dla przestrzennych pél tensorowych obiektywnych ze wzgledu
na zmiane¢ konfiguracji aktualnej opisang odwzorowaniem dyfeomorficznym.

Opis kinematyki deformacji sprezysto-plastycznych zawiera punkt 3. W spre-
zy$cie odcigzonej przestrzeni stycznej do rozmaitosci reprezentujacej konfiguracje
odcigzong, zdefiniowano tensor metryczny, ktéry jest miarg deformacji czysto
plastycznej. Wykazano, ze transformacje tego tensora do konfiguracji poczatkowe;
i aktualnej prowadza do definicji odpowiednich tensoréw deformacji plastycznej
Cauchyego-Greena. W ramach koncepcji obiektywnosci wzgledem catkowitego ruchu
o$rodka ciaglego wykazano tozsamos¢ multiplikatywnego rozktadu gradientu defor-
macji sprezysto-plastycznej z addytywnymi rozktadami innych miar odksztalcenia
i predkosci odksztalcenia sprezysto-plastycznego. Podano reguly transformacyjne
dla tensorowych miar odksztalcenia i predkosci odksztalcenia.

W punkcie 4 pracy rozwazono zasady zachowania. Postugujac si¢ pojeciem
funkgji energii swobodnej zaproponowano pewne sformutowanie postulatu obiek-
tywnos$ci materialnej dla struktury konstytutywnej z parametrami wewnetrznymi.
W punkcie 5, wykorzystujac ten postulat, przedstawiono ogolng posta¢ struktury
konstytutywnej typu predkosciowego z parametrami wewnetrznymi. Wnioski
koncowe przedstawiono w zakonczeniu.

2. Kinematyka deformacji skonczonych w opisie konwekcyjnym

Rozwazamy cialo materialne 7, ktdre jest rozmaito$cig rézniczkowalna.
W otoczeniach N/ (X) punktéw X rozmaitoéci /5 (czastek materialnych X ciata 7))
wprowadzamy lokalne uklady wspolrzednych, dyfeomorficzne z podzbiorami
otwartymi D przestrzeni liczb rzeczywistych R3. Zatem dla kazdego otoczenia N (X)
istnieje odwzorowanie regularne ®:D(P) — N'(X) takie, ze X=®(y', x>, %)
(rys. 2.1). Liczby x',x%,%’ sa wspdtrzednymi punktu X w uktadzie ®. Wektorowa
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przestrzen liniowg Ty, przechodzaca przez X € B i réwnolegla do wektoréw
bazowych G,(X)=0,®,i=1, 2, 3, nazywamy przestrzenig styczng do rozmaito$ci
% w punkcie X.

POx', %% 1)
0 DcR3

Rys. 2.1. Geometryczna interpretacja konwekcyjnego ukladu wspoétrzednych (opis w tekscie)

Ruch ciala materialnego opisujemy odwzorowaniem dyfeomorficznym
@, : B — € takim, ze x=¢(X,t) dla kazdej czgstki Xe B i teR. Przez x
oznaczamy punkty rozmaitosci € zajmowane przez czgstke X w chwili #. Dla
kazdego otoczenia {1 (x) punktéw x € € przyjmujemy odwzorowanie regularne
Y, :D(P)— M(x) takie, ze x=,(x',x",x’). Wbwczas lokalne uktady wspét-
rzednych @ iy, sa dyfeomorficzne z tymi samymi podzbiorami przestrzeni licz-
bowej R? (rys. 2.1). Wprowadzony w ten sposob uktad wspétrzednych ¢, = ¢, o @
w rozmaito$ci ¢ nazywamy uktadem wspotrzednych konwekcyjnych. Wektorows
przestrzen liniowg T, €, przechodzacg przez x € € iréwnolegly do wektoréw bazo-
wych g,(x,¢)=0,9,,i=1, 2, 3, nazywamy przestrzenig styczng do rozmaitoéci ¢
w punkcie x.

Wykorzystujac regule rézniczkowania funkeji zlozonej ¢, = ¢, o ®, otrzymu-
jemy

g (x,0) =01, =0y, -0.0=F(X,1)-G,(X). (2.1)
Liniowe odwzorowanie F(X,t)=04,¢,: Ty — T.€ takie, ze w ukladzie wspot-

rzednych konwekcyjnych zachodzi zwiazek (2.1), nazywac bedziemy gradientem
deformacji. Tensor F(X,#) moze mie¢ takze inne interpretacje [1].



72 W. Dornowski

Zatem jezeli G; jest polem wektoréw bazowych zadanym na /3, a ¢ jest odwzo-
rowaniem regularnym, wowczas ¢,G, = F -G, = g, okresla pole wektoréw bazowych
na ¢(&5). Takie ,przeniesienie” lub ,transport” okresla sie rowniez angielskim
okresleniem ,,push forward”, co dodatkowo precyzuje kierunek tego transportu,
zgodny z kierunkiem dzialania odwzorowania ¢. Podobnie, jezeli g; jest polem
wektoréw bazowych zadanym na ¢(5), wowczas pole wektoréw bazowych na 5
okresla transformacja (,pull back”) ¢'g, =F'-g, =G,. W dalszym ciagu okaze
sie, ze jest to przyklad bardzo szerokiej klasy naturalnych odwzorowan réznych
obiektow geometrycznych (np. tensoréw).

lloczyny skalarne G; =G, -G, g; =g, - g, tworza elementy macierzy metrycz-
nych lokalnych uktadéw @ i y;, odpowiednio w konfiguracjach % i €. Wprowa-
dzajac bazy dualne do baz G, i g,, tj. bazy, ktérych wektory spelniajg zaleznosci
G'-G,=0ig g, =0, definiujemy elementy macierzy odwrotnych do odpo-
wiednich macierzy metrycznych,tj. G =G'-G’ i g’ =g’ -g’. Poniewaz zachodza
jednoznaczne rozklady G' = G'G, i g' = g"g,, to G'(X)e I} F i g'(x) e T, E.

Tensory metryczne ukladéow @ i y, przyjmuja postac:

G=G,(G ®G')=G"(G,®G,)=0(G,®G')=0/(G' ®G,),
g=g,(8 ®g)=¢"(g ®g,)=0,(g ®g)=9/(g ®g)).

Materialne elementy liniowe, odpowiednio poczatkowy i zdeformowany, sa
reprezentowane przez wektory:

(2.2)

dR(X)=G,(X)dy €T, B,

: (2.3)
dr(x,0)=g,(x,t)dx' =F(X,t)-dR(X)e T €.
Formy kwadratowe
(dS)’=dR-G-dR=dr-F"-G-F'-dr=dr-c-dr, (2.4)

(ds)* =dr-g-dr =dR-F'-g-F-dR=dR-C-dR

okreslajg kwadraty dlugosci elementéw liniowych wzgledem wyréznionych kon-
figuracji. Tensory

C=¢'g, C=F -g-F=g,(G'®G),

A (2.5)
c=¢.G, ¢c=F -G-F =G, (g ®g’)

nosza nazwy lewego i prawego tensora deformacji Cauchyego-Greena. Wynikaja one

z transformacji odpowiednich tensoréw metrycznych. Z (2.5) wynika, ze stuszniej

byloby nazywa¢ tensorem deformacji tylko materialny tensor Cauchyego-Greena C.
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Tensor przestrzenny ¢ wyraza jedynie metryke konfiguracji niezdeformowanej
w odniesieniu do zmiennego w czasie obszaru €. Potwierdzenie powyzszych wnio-
skow uzyskamy, rozpatrujagc obiektywne predkosci zmian wielkosci (2.5).

Tensorowe miary odksztalcenia wyznaczamy z réznicy form kwadratowych
(2.4):

(ds)’ - (dS)’=dR-(C-G)-dR=dr-(g—c¢)-dr. (2.6)
Dla konfiguracji poczatkowej otrzymujemy znany tensor odksztalcenia Lagrange’a:
2E=C-G=(g, -G,)(G' ®G'). (2.7)

Tensor odksztalcenia Eulera
2e=g-c=(g;~G,)(g ®g’) (2.8)

jest miarg odksztalcenia w konfiguracji aktualnej €. W opisie konwekcyjnym
reprezentacje tensorow E i e sg identyczne i wyrazaja sie réznicg sktadowych odpo-
wiednich tensoréw metrycznych.

Zwigzki pomiedzy tensorami odksztalcenia przyjmuja postac:

E=¢e, E=F'-e-F,

By . (2.9)
e=¢.E, e=FT-E-F.

Tensorowe miary predkosci odksztalcenia powinny by¢ tak zdefiniowane, aby
ewentualny brak zmian odksztalcenia wyrazal si¢ znikaniem pochodnej materialnej
formy kwadratowej (2.4),,

[(ds)*] =(dr) -g-dr+dr-g-dr+dr-g-(dr)’ =dR-C-dR. (2.10)

Pochodna materialna elementu liniowego w konfiguracji aktualnej € przyjmuje
postac

(dr)" =F-dR=F-F'-dr=1-dr. (2.11)
Odwzorowanie I(x,)=F-F' =g, ®g': T,€ — T Ctakie, ze g, =1-g,, nazywamy

gradientem przestrzennego pola predkosci v(x,t) ruchu ¢,. Podstawiajac (2.11) do
(2.10), otrzymujemy

[(ds)*] =dr-(g+g-1+1"-g)-dr=dR-C-dR, (2.12)
gdzie g+g-1+1" -g=7g jest pochodng Liego tensora metrycznego konfigura-

cji aktualnej €. Warunek ,g=0 implikuje [(ds)’] =0, zatem /g stanowi
tensorowg miare predkoséci odksztalcenia odniesiong do konfiguracji €. W opisie
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materialnym taka miarg jest pochodna materialna lewego tensora deformacji
Cauchy’ego-Greena C = ¢'(£,g).

Pochodna Liego przestrzennego tensora Cauchyego-Greena Z,e=¢é+e¢-1+1" -¢
jest zawsze rowna zeru, poniewaz [(dS)’] =dR- G-dR=dr- fe-dr=0 dla
wszystkich ¢ € R. Zatem tensor ¢ nie jest przestrzenng miarg deformacji. Zachodza
réwniez zaleznosci:

2E=C=g,(G'®G’),

- (2.13)

2d=2/e=1g=g,(g ®g).
Rezultat (2.13), potwierdza fakt, ze pochodna materialna tensora odksztalcenia
Lagrange’a jest miarg predkosci odksztalcenia dla konfiguracji poczatkowej 5.
Dla konfiguracji aktualnej € taka miarg jest tensor predkosci deformacji d (2.13),.
W opisie konwekcyjnym reprezentacje tensoréow E i d sa identyczne i wyrazaja
sie pochodnymi materialnymi wzgledem czasu kowariantnych sktadowych tensora
metrycznego g. Zaleznosci pomiedzy tensorami E i d okreslaja nastepujace reguty
transformacyjne:

E=¢'d, E=F"-d-F,

. . (2.14)
d=¢.E, d=F " -E-F"

Na podstawie gradientu deformacji F =g, (g’ ® G’) mozemy zdefiniowaé
tensorowg miare predkoéci odksztalcenia K(X,¢): T35 — T.6 zwigzang z bazami
w konfiguracjach 73 i € (tensor rozdwojony), taka ze g, =g, -F-G, +g, ‘F-G ;=
=g -(F+1'-F)-G, =¢g,-2K -G, zatem

2K=F+1"-F=¢,(g ®G’). (2.15)

Na podstawie (2.15) zauwazamy, ze tensor K nie jest gradientem materialnego pola
predkosci, nie jest rowniez gradientem przestrzennego pola predkosci. Zwigzki
tensora K z miarami (2.13) maja nastepujacg postac:

E=F"-K, K=F"T-E,

(2.16)
d=K-F', K=dF

Wykorzystywana przy konstruowaniu przestrzennych miar predkosci odksztat-
cenia pochodna Liego jest zwigzana z pojeciem obiektywnosci materialnej tych
miar ze wzgledu na odwzorowanie dyfeomorficzne (ruch ciata materialnego) [20].
W og6lnosci, pole tensorowe t okreslone na rozmaitoéci € jest obiektywne, jezeli
dla odwzorowania regularnego &: ¢ — ¢’, rozmaito$ci ¢ w inng rozmaito$¢é
¢’, istnieje transformacja t’=§,t. Pola tensorowe, obiektywne w powyzszym



Opis konwekcyjny kinematyki sprezysto-plastycznych deformacji skoticzonych 75

sensie, posiadajg obiektywne pochodne Liego. Zatem dla odwzorowan regularnych
(ruchéw) ¢,: B—E i ¢/ :B— ¢, gdzie ¢/ =& o¢p,, oraz dla obiektywnego
pola tensorowego t okreslonego na rozmaitosci ¢, zachodzg nastepujace reguty
transformacyjne:

t'=Et Lt =E(LY). (2.17)

Przez v oznaczono pole predkoséci ruchu ¢, v’ jest polem predkosci ruchu ¢).
Wzory transformacyjne dla przestrzennego pola tensorowego, obiektywnego

wzgledem aktualnego ruchu ¢, : 55 — € ciata odksztatcalnego, otrzymamy, zakta-

dajac w (2.18) E=¢,' 1€ — B. Wéwczas dostaniemy T=¢'t, T=¢ (/).

3. Sprezysto-plastyczne deformacje skonczone

Rys. 3.1. Geometryczna interpretacja konfiguracji odcigzonej

Zalézmy, ze w dowolnej chwili ruchu ciato materialne jest poddawane deforma-
cjom sprezysto-plastycznym. W efekcie myslowego odcigzenia sprezystego tego cialta
mozemy rozwazaé trzecig rozmaito$¢ () sparametryzowana uktadem wspotrzednych
konwekcyjnych (x'). Przestrzen styczng T,() do rozmaitoéci () w punkcie y € ¢
definiujemy jako przestrzen liniowa rozpieta na wektorach bazowych g, (y) (rys. 3.1).
Odciazenie sprezyste jest tutaj rozumiane jako odcigzenie w zakresie odksztalcen
sprezystych. Rezultatem takiego odcigzenia nie musi by¢ stan beznaprezeniowy
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— wotoczeniu czgstki materialnej moga pozostawac naprezenia resztkowe wywolane
anizotropia plastyczng. W takim przypadku zupelne odcigzenie (usuniecie naprezen
resztkowych) wymaga dodatkowego odksztalcenia plastycznego.

Odwzorowania liniowe

F’(X,t) : T B — 7.0, g(y,t)=F"(X,t)-G,(X),

3.1

F(v.0) : TOTE, g,(0)=F(y,0)-gy.0), ey
okreslajg czesci plastyczna i sprezysta gradientu deformacji. Podstawiajac (3.1); do
(3.1), i biorac pod uwage (2.1), otrzymujemy F =F°-F”. Teori¢ oparta na multi-
plikatywnym rozkladzie gradientu deformacji wykorzystywano w pracach [14, 18,
19, 28, 29]. Uogodlnienie koncepcji opisu skonczonych deformacji sprezysto-pla-
stycznych, u podstaw ktorej lezy rozklad multiplikatywny, przedstawiono w [16].
Dla materiatow polikrystalicznych takich jak metale rozwazana koncepcja posiada
interpretacje fizykalng oparta na mechanice ruchu dyslokacji [17].

Rozktad multiplikatywny F =F¢-F” nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci
sprezysto-plastycznych dekompozycji deformacji catkowitej. W pracy [8] wpro-
wadzono addytywny rozklad tensora odksztalcenia Lagrangea E = E° + E”, gdzie
E° i E” sg czgsciami odpowiednio sprezysta i plastyczng. Rozktad ten wykorzystano
w opisie podstaw termodynamiki cial sprezysto-plastycznych [9, 22]. W pracach
dotyczacych metod numerycznej analizy duzych deformacji sprezysto-plastycznych
[13, 15, 21, 23, 30] z reguly postulowano addytywny rozklad tensora predkosci
deformacji d =d° +d”. W roznych kontekstach analizowano tez zwiazki pomiedzy
odmiennymi sposobami dekompozycji deformacji sprezysto-plastycznej [10, 25].

W pracy [31], w ramach koncepcji obiektywnosci wzgledem catkowitego ruchu
ciala materialnego, wykazano, ze addytywne rozklady miar odksztalcenia i predkosci
odksztalcenia mogg by¢ wyprowadzone na podstawie rozkladu multiplikatywnego
F =F°-F”. Wlasno$¢ t¢ wykazemy, postugujac si¢ opisem konwekcyjnym.

Kwadrat dtugosci odcigzonego elementu liniowego d¥(y,?) € 7,0 ma naste-
pujaca postac:

(d5)*=dr-g-dr=dR-C”-dR=dr-¢” -dr, (3.2)

gdzie §=g,(g ®g’) jest tensorem metrycznym przestrzeni T,() w konfiguracji
odcigzonej sprezyscie. Tensor g jest wiec miarg deformacji czysto plastyczne;.
W wyniku transformacji tego tensora do jakiejkolwiek innej konfiguracji otrzy-
mywac bedziemy inne miary deformacji plastycznej. Zatem, na podstawie (3.1),
odpowiednie tensory Cauchyego-Greena deformacji plastycznej sg okreslone przez
transformacje C’ =F” -g-F’ =g, (G'®G’) i ¢’ =F" -g-F* =g, (g ®g’),
w ktorych gradienty F¢ i F” pelnig role operatoréw transformujacych. W niektérych
pracach dotyczacych problematyki sprezysto-plastycznych deformacji skoniczonych
transformacja F© -g-F¢ jest blednie interpretowana jako miara deformacji
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sprezystej. Na przyklad w [31] wyrazenie F .g-F =b° =¢ definiuje tensor
deformacji sprezystej Fingera, natomiast odksztalcenie plastyczne okreslono z réznicy
2e” =¢° —c¢, z ktorej wynika niepoprawny wniosek, ze 2.7, e” = 7, ¢c°.

Poprawne w ramach przyjetych zalozen definicje odksztalcen sprezystych
i plastycznych przyjmuja postac

(ds)’ - (d5)* =dR-(C—C?)-dR=dr-(g—c")-dr,

(3.3)
d5)* - (dS)>=dR-(C” —G)-dR =dr- (¢’ —¢)-dr.

Dla konfiguracji poczatkowej otrzymujemy nastepujace tensorowe miary odksztat-
cenia sprezystego i plastycznego:

2E°=C-C’ =(g, - g,)(G' ®G'),

o (3.4)
2EP =C" -G =(g; -GG ®G').
Tensory odksztalcenia Eulera
2e" = g -’ = (g;'/ - gz,)(gl ® gj)’
(3.5)

2e’ =¢’ —c= (g_,j —Gg)(gi ®g’)

sg miarami odksztalcenia sprezystego i plastycznego w konfiguracji aktualnej.
W przyjetym opisie konwekcyjnym reprezentacje przestrzennych miar odksztalcenia
sg takie same jak reprezentacje odpowiednich miar odniesionych do konfiguracji
poczatkowe;j.

Dla tensoréw (3.4) oraz (3.5) zachodzg relacje addytywnosci w stosunku do
odpowiednich tensoréw odksztalcenia calkowitego; E=E°+E” i e=e° +e”.
Obowiazuja takze nastepujace reguly transformacyjne:

E‘=¢e¢, E°=F"-¢°-F, E’=¢'e’, E’=F"-e’-F,

(3.6)
e=¢pE, ¢=F"-E°-F', e =¢pFE" e =F"-E’.F

Definicje predkosci zmian odksztalcen sprezystych i plastycznych przyjmuja
postac:
[(ds)’] -[(d5)*] =dR-(C-C?)-dR=dr-(£,g~%.c")-dr,

. (3.7)
[(d5)’] =dR-€”-dR=dr-Lc’ -dr.

Wynikaja z nich nastepujace tensorowe miary predkosci odksztalcenia sprezystego
i plastycznego, odniesione do konfiguracji /'
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2E°=C-C"=(g,-g,)(G' ®G'),

L. (3.8)
2B’ =C" = 3,(G' ®G).

Tensory
2d° =246 = L g - he’ = (g, - &,)(g ®g),

. , (3.9)
2d" =24e" =4’ =g,;(g ®g’)

sg miarami predkosci odksztalcenia sprezystego i plastycznego w konfiguracji
aktualnej €.

Dla tensor6w (3.8) oraz (3.9) réwniez zachodzg relacje addytywnosci w stosunku
do odpowiednich tensoréw predkoséci odksztatcenia catkowitego, E = E° + E”
i d=d°+d”. Podobnie gradient prqdkosa 1(x,7) =1°(x,£) +1” (x,¢) ruchu P rOZ-
ktada sie na czes¢ sprezysta 1° = F* - Fe oraz cze$¢ plastyczna 17 = F* - (F” - F” ) |
W wyrazeniuna 1” tensory F* i Fe s operatorami transformacji do konfiguracji
aktualnej dla wyrazenia (F” -F? ).

Tensorowe miary predkosci odksztalcenia sprezystego i plastycznego transfor-
muja sie wedlug wzorow

E°=¢'d, E°=F"-d°-F, E’ =¢'d”, E’ =F"-d”-F,

. : . : (3.10)
=¢,E°, d°=F"-E°-F', d’=¢,E’, d’=F " -E”-F,
ktore sg zgodne z regutami transformacyjnymi (3.6) dla odpowiednich miar odksztat-
cenia sprezystego i plastycznego. Zatem wszystkie zdefiniowane miary odksztalcenia
i predkosci odksztalcenia spelniajg zasade obiektywnosci materialnej ze wzgledu
na aktualny ruch osrodka ciaglego.

4. Ograniczenia termodynamiczne

Réwnania konstytutywne powinny spelniac szereg ograniczen wynikajacych
z postulowanych ogolnych zasad: wspétobecnosci, determinizmu, lokalnosci i obiek-
tywnosci materialnej. Ponadto réwnania konstytutywne powinny by¢ niesprzeczne
z zasadami zachowania i drugg zasada termodynamiki [32].

Rozwazamy nastepujace zasady zachowania:

o Zasada zachowania masy

Zasade te¢ mozemy zapisa¢ w postaci

JX,)=p,(X)/ p(x,t) dla XeB i xe €, (4.1)

gdzie p,(X) 1 p(x,t) sa gestosciami masy, odpowiednio w konfiguracjach 8 i €.
Wielko$¢ J(X,¢) okreéla Jakobian odwzorowania ¢, : 5 — €.
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o Zasada zachowania pedu (pierwsze prawo ruchu Cauchyego)
Dla konfiguracji aktualnej € zasada zachowania pedu, przy pominieciu sit
masowych, przyjmuje postaé

pv(x,t)=divo(x,?), (4.2)

gdzie o(x,t) jest tensorem naprezenia Cauchyego.

Posta¢ réwnania ruchu dla konfiguracji poczatkowej /5 znajdujemy, wykorzy-
stujac tozsamos¢ Pioli divT(X,?) = J(X,?)divo(x,t), w ktdrej T(X,t) jest pierwszym
tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa. Odpowiednio otrzymujemy

poV(X,t) = divT(X,1) = div[F(X,1)-S(X,1) ] (4.3)

W powyzszym rownaniu przez S(X,t) oznaczono drugi tensor naprezenia
Pioli-Kirchhoffa.

o Zasada zachowania momentu pedu (drugie prawo ruchu Cauchyego)

Zasada ta wyraza sie symetrig tensoréw naprezenia 6 =c' w i S=S" w 5.
W przypadku pierwszego tensora naprezenia Kirchhoffa (tensor niesymetryczny)
otrzymujemy z niej, ze T-F' =F-T" w 7.

o Zasada zachowania energii (pierwsza zasada termodynamiki)
Lokalna postac¢ tej zasady dla konfiguracji aktualnej €, przy pominieciu zrodet
ciepta wewnatrz ciala, jest nastepujaca:

pe(x,t)+divq(x,t) = o(x,1) : d(x,1), (4.4)

gdzie pe(x,t) jest gestoscia energii wewnetrznej, przez q(x,t) oznaczono wektor
strumienia ciepla przez powierzchnie.

Rozwazana zasada w odniesieniu do konfiguracji poczatkowej /5 przyjmuje
postac

p,6(X, 1) +divQ(X, 1) = T(X, 1) : K(X, 1) = S(X, ) : E(X, ). (4.5)

Tensor K(X,t) bedacy miarg predkosci odksztalcenia jest okreslony wzorem (2.15).
Wektor strumienia ciepta transformuje sie wedtug reguty Q = J¢'q, Q=JF"'-q,
divQ =Jdivq, energia wewnetrzna transformuje si¢ jak wielko$¢ skalarna, tzn.
e(x,t)=e(X,t).

Z prawa zachowania energii otrzymujemy nastepujace zaleznosci:

28:E=17"¢,(G,®G,):(G'®G")=1"g,,
2T:K=1"¢,(g, ®G,):(g ®G)=1'¢,, (4.6)
2Jo:d= ZT:dzTijgkl(gi ®g1)(gk ®g1) ZTijgjia
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2 ktérych wynikaja réwnosci S:E=T:K =Jo:d=7:d, przez T = Jo oznaczono
tensor naprezenia Kirchhofta. W opisie konwekcyjnym kontrawariantne reprezentacje
tensoréw naprezenia S, T, 7 s identyczne, w (4.6) oznaczono je przez t”. Tensory
Si E, TiKoraz 7id sa wielko$ciami sprzezonymi w sensie Hilla.
Wykorzystujac definicje (2.15) tensora K, w réwnaniu (4.6), otrzymamy:

2T:K=T:(F+L"-F)=T:F+T:(L"-F). (4.7)
Z uwagi na tozsamoé¢ T-F' =F-T" wynikajaca z zasady zachowania pedu drugi
sktadnik wyrazenia (4.7) mozemy zapisa¢ nastepujaco:
T:(L"-F)=(F-T"):L=(T-F"):L=T:(L-F)=T-F. (4.8)
Ostatecznie, na podstawie (4.7) i (4.8), otrzymujemy [1, 20, 26]:
T:K=T:F. (4.9)
o Nierownos¢ produkcji entropii (druga zasada termodynamiki)
Jest to podstawowa zaleznos¢ ogdlna, ktora poza zasadami zachowania, okresla

klase proceséw dopuszczalnych w kontinuum materialnym. Dla konfiguracji aktu-
alnej € przyjmuje ona postac

1
T(x,1)

Funkcja termodynamiczna y(X,t) = e(x,t) — n(X,1)V(X,?) nosi nazwe energii swo-
bodnej Helmholtza, przez 9(x,t) oznaczono pole temperatury, #(x,t) jest polem
gestosci (masowej) entropii.

Reguta transformacyjna

J(X,0) g |
3.0) q(x,1)- grad ¥ (x,1) = XD Q(X,1)- grad (X, 1), (4.11)

prowadzi do nastepujacej postaci nierdwnosci produkcji entropii dla konfiguracji
poczatkowej 5:

o(x.0):d(x.0)— p| 7OV, 0) + (1) | q(x,1)- grad 9(x,£) = 0. (4.10)

T(X,1): K(X,0) - p, [n(x,t)b(x,x) + (X, r)] - Q(X,t)-grad d(X,1) = 0. (4.12)

1
(X, 1)
Funkcje temperatury, energii swobodnej i entropii transformuja si¢ wedlug
zaleznoéci:

F(x,0)=0(X,1), Px,t)=wX, 1), nx,t)=nXrt). (4.13)

W teorii termomechanicznej opisujacej efekty dyssypatywne postuluje si¢
istnienie funkcji energii swobodnej w postaci [7],

Y=PF,3M)X,1) w B, (4.14)
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gdzie M(X,1) jest wektorem parametréw wewnetrznych. Sktadowymi tego wektora
mogg by¢ wielkosci skalarne, wektorowe badz tensorowe. Uwzgledniajac, ze dla
funkeji 1 zachodzi zaleznos¢ P(X,t) = 20,9 : K + 9,9 # + 9,9 - M, po przeksztal-
ceniach otrzymujemy nastepujaca posta¢ nieréwnosci Clausiusa-Duhema:

pLO(T_ 210081?1?)):1( - (’7+a1?12))1?_aM12)'M - piﬁ

Powyisza nieréwno$¢ powinna by¢ spetniona dla dowolnych wartosci K, @, M.
Wymaganie to prowadzi do nastgpujacych relacji konstytutywnych:

T=2p,0;%, 1=-0,7. (4.16)

W tym przypadku funkcja konstytutywna — energia swobodna — jest poten-
cjalem termodynamicznym dla pierwszego tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa
i entropii. Po uwzglednieniu wzoréw (4.16) nieréwno$¢ Clausiusa-Duhema przy-
biera postac:

Q-grad? >0. (4.15)

1
po?d

O — Q-gradd >0, (4.17)
gdzie 97(X,t)=-0y,%-M jest wielkoscig dyssypacji wewnetrznej w materiale.
Nierdwnos¢ (4.17) nosi w literaturze nazwe nierdwnosci dyssypatywnej i stanowi
ograniczenie konstytutywne dla zaleznosci $(X,¢) od zmiennych wewnetrznych
M(X,t), wynikajace z drugiej zasady termodynamiki.

Biorgc pod uwage, ze S=F" - T i wykorzystujac (4.16),, otrzymujemy

S=2p,F" - (0% :9,C)=2p,0P, (4.18)

gdzie C(F)(X,t) jest lewym tensorem deformacji Cauchy-Greena (2.5),. Dysponu-
jemy zatem zalezno$cig pierwszego tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa od funkcji
energii swobodnej (4.16); i podobng zaleznoscia dla drugiego tensora naprezenia
Pioli-Kirchhofta (4.18).

Uwzgledniajac zas$ zaleznosci transformacyjne

CX,n=9¢gx1), MX,0)=¢ 1), 3X1)=0(x,10), (4.19)
otrzymujemy dla funkcji energii swobodnej 1 nastepujace rownanie
P(C,M)X,1) =P(9'g, D, " W)(X,0) = (g, B, W)X, 1). (4.20)

Rézniczkowanie funkcji (g, ¥, W)(X, ) wzgledem tensora metrycznego g prowadzi
do rezultatu

0,P(x,1) = 0 P(X,1):0,C =F -0 (X, 1) - F' = ¢,0.9p(X,1). (4.21)
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Zatem, po uwzglednieniu (4.18) w (4.21), ostatecznie otrzymujemy [5]:
T=¢.8=2p,9.0c = 2P0, (4.22)

W ten sposob w opisie przestrzennym postulujemy istnienie funkcji energii
swobodnej w postaci ¥ = (g, 3,1 (X,t), gdzie u(x,t) jest wektorem parametréw
wewnetrznych okreslonych dla konfiguracji aktualnej €. Pozostate zaleznosci kon-
stytutywne wyrazajg si¢ wzorami

n=—3,0, ¥ - Lﬁq gradd 20, 9 =3, . (4.23)
p

Rys. 4.1. Graficzna interpretacja zmiany konfiguracji aktualnej na skutek natozonego na nia
dowolnego dyfeomorfizmu &,

Postugujac si¢ pojeciem funkcji energii swobodnej, postulowang zasade obiek-
tywnosci materialnej mozemy zapisa¢ nastepujaco [20]:

Struktura konstytutywna jest obiektywna ze wzgledu na natozong na konfiguracje
aktualng dowolng zmiang opisang odwzorowaniem dyfeomorficznym & : € — €’
takim, ze X" =E(X) (rys. 4.1.), jezeli

P(g 0, w)(x,0) = P(g’, 0,10 ) (X", 1), (4.24)
gdzie
g(x\)=Egx.0), WE,H)=Emx1), IX,H=0(x1). (425
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Przyjmujac £ =¢;' : € — 5, stwierdzamy, ze:
Struktura konstytutywna jest obiektywna ze wzgledu na aktualny ruch opisany
odwzorowaniem dyfeomorficznym @, : B — € takim, ze x = ¢,(X), jezeli

w(g7 ﬂ’ M)(X’ t) = w(c7 ﬁ7M)(X7t)7 (4'26)
gdzie
CX,)y=¢'gx,1), M(X,t)=¢ Ux,1), HX,t)=D(x,1). (4.27)

Przyjmujac, ze §: € — €’ jest odwzorowaniem regularnym, zachowujgcym
wzajemnos$¢ wyréznionych w konfiguracji € kierunkéw, otrzymujemy postulat
obiektywnosci materialnej ze wzgledu na nalozony na ciato odksztalcalne obrét
sztywny. W takim przypadku & jest transformacja izometryczng [2, 27, 32].

5. Ogdlna postac¢ réwnan konstytutywnych typu predkosciowego

Biorac pod uwage dotychczasowe rozwazania, mozemy stwierdzi¢, ze dla
deformacji sprezysto-plastycznych podstawowe relacje konstytutywne moga by¢
formulowane w oparciu o konfiguracje poczatkowa lub aktualng. Sformutowania
takie sg wzajemnie rownowazne, jezeli wielkosci w nich wystepujace transformuja
sie wedlug okreslonych regul. W dalszych rozwazaniach postuzono si¢ opisem
przestrzennym jako fizykalnie najbardziej naturalnym. Podejscie takie posiada
réwniez uzasadnienie wynikajace z zastosowania réwnan konstytutywnych do opisu
proceséw plastycznego plynigcia realizowanych w stanie aktualnym.

Réwnania ewolucji dla parametréw wewnetrznych zapisujemy w postaci

Ju=m(g,J,u)(x,1). (5.1)

Wektor funkcji ewolucyjnych m jest okreslany na podstawie analiz rozpatrywanych
proceséw fizycznych.
Wykonujgc operacje Liego na wyrazeniu (4.22) przy p = const, otrzymujemy
nastepujace rownanie ewolucji dla tensora naprezenia Kirchhofta:
Y. '
u:const po a 2 4 gu:const po a o0 ﬁ

Niezmienno$¢ parametréw wewnetrznych (p = const) przy rézniczkowaniu (5.2) jest
tozsama ze znikaniem czesci plastycznej gradientu pola predkosci ruchu ¢, (17 = 0).
Zatem pochodne Liego wystepujace w (5.2) mozemy zapisa¢ w postaci

LT
4.8

v

(5.2)

v

L =Ll e+t =L r4d? 14+ Td 0" 1T,
v ' (5.3)
=2/ =2d".

17=0
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Posta¢ wyrazenia (5.3) wynika z zastosowania rozktadow 1=1° +17i 1” =d” + ”,
gdzie w?” jest czescig plastyczng spinu materialnego. Podstawiajac (5.3) do (5.2), otrzy-
mujemy réwnanie konstytutywne dla tensora naprezenia Kirchhoffa w postaci [6]

L= d= (L +g®T+TRg):d’ —(gRT-1Rg): 0" — LD, (5.4)
gdzie

IY O’y
L =4p, P LM ==2p, 9690 (5.5)
s3 tensorami odpowiednio moduléw sprezystosci (tensor czwartego rzedu) i roz-
szerzalnosci cieplnej (tensor drugiego rzedu).

Konsekwencja postulowanej zasady obiektywnosci materialnej jest dodatkowa
wielko$¢ (g®1+1®g):d” wystepujaca w rownaniu (5.4). Wielkos¢ ta jest matg
wyzszego rzedu w stosunku do /* :d”, moze mie¢ jednak znaczenie praktyczne,
np. w analizie propagacji i interakgcji fal naprezenia w cialach niesprezystych obcia-
zonych impulsem ci$nienia o duzej intensywnosci lub badaniach dotyczacych
lokalizacji deformacji plastycznych.

Dalsze uszczegétowienie réwnania ewolucji dla tensora naprezenia polega
na okresleniu praw rzadzacych deformacjg plastyczna d?, spinem plastycznym w?
i zmianami temperatury 9. Réwnanie ewolucji dla temperatury okreslamy z zasady
zachowania energii. )

Podstawiajac ¢ =1+ #d +nd do réwnania zachowania energii (4.4) i biorac
pod uwage relacje (4.23), i (4.23);, otrzymujemy réwnanie produkcji entropii

p = —divq + pdi. (5.6)
Uwzgledniajac zas$ relacje (4.22) (4.23),, otrzymujemy

o i SN O TN

AP DA a-2¥y_ oV
a0 Poogan 1T o0 07t ovou

(5.7)

Po wykorzystaniu zaleznosci (5.7) w (5.6) otrzymujemy nastepujace rownanie
ewolucji dla temperatury:

: . p 40T Y o) .
pe, V= d1vq+p0 ﬁaa .d+p(ﬂ 209 an m, (5.8)
gdzie ¢, = —99%1 / 09 jest cieplem whasciwym. Drugi sktadnik prawej strony réw-
nania (5.8) ma nature niedyssypatywna. Trzeci za$ reprezentuje predkos$¢ zmiany
dyssypacji wewnetrznej w materiale. Wielko$¢ sktadnika niedyssypatywnego jest
wielkoscig mala wyzszego rzedu w stosunku do wielkosci skladnika dyssypatywnego
i moze by¢ w niektérych rozwazaniach pomijana.
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Przedstawione tutaj réwnania konstytutywne byly wykorzystywane do analiz
zjawisk lokalizacji i zniszczenia w procesach plyniecia termo-lepkoplastycznego
przy dynamicznych obcigzeniach cyklicznych [3, 4].

6. Zakonczenie

W przedstawionym opisie konwekcyjnym transformacja wektoréw i tensorow
polega na transformacji ich odpowiednich stowarzyszen bazowych. Oczywiscie trans-
formacja taka nie zmienia fizycznego sensu transformowanych wielkosci. Dlatego
tez tensory deformacji plastycznej definiowane na tzw. konfiguracji odcigzonej po
przetransformowaniu do jakiejkolwiek innej konfiguracji pozostaja nadal miarami
deformaciji plastycznej. Reguly transformacji tensoréw w ukladzie wspdtrzednych
konwekcyjnych spelniajg zasade obiektywnosci materialnej ze wzgledu na catkowity
ruch osrodka cigglego (odwzorowanie dyfeomorficzne).

W ramach koncepcji obiektywnosci wzgledem catkowitego ruchu osrodka
ciagtego wykazano tozsamos$¢ multiplikatywnego rozkladu gradientu deforma-
cji sprezysto-plastycznej z addytywnymi rozkltadami innych miar odksztalcenia
i predkosci odksztalcenia sprezysto-plastycznego. Postugujac sie pojeciem funkcji
energii swobodnej, zaproponowano pewne sformulowanie postulatu obiektywnosci
materialnej dla struktury konstytutywnej z parametrami wewnetrznymi. Wykorzy-
stujac ten postulat, przedstawiono ogélng posta¢ struktury konstytutywnej typu
predkosciowego.

Prace wykonano w ramach PBS nr 934 nt. ,Nowe ujecie zasad projektowania specjalnych obiektow
infrastruktury wojskowej”, 2016-2018.

Artykut wplyngt do redakcji 26.11.2015 r. Zweryfikowang wersje po recenzjach otrzymano 20.01.2016 r.
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W. DORNOWSKI

The convective description of kinematics of finite elasto-plastic deformations

Abstract. The convective description of kinematics of finite elasto-plastic deformations is presented.
From the numerical application point of view, such an approach is very useful [4]. It also leads to clear
interpretation of the geometrical sense of tensor transformation. Transformation rules for the spatial
tensor field objective at superposed spatial diffeomorphism are given. The local notion of the tangent
space unloaded elastically is introduced. The metric tensor defined in this space is the purely plastic
deformation measure. It is shown that transformation of this tensor to any other configuration leads
to other deformation measures but ever plastic one. Within the limits of the concept of covariance it
is shown that the additive decompositions, in which strains and their rates decompose additively into
elastic and plastic parts, can be derived from the multiplicative decomposition of the deformation
gradient. Using the free energy function, the formulation of material objectivity of the constitutive
structure with a finite set of internal variables is proposed. Making use of this formulation, the general
form of the rate type constitutive structure is presented.

Keywords: elasto-plasticity, large deformations
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