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Streszczenie

Przedstawiono historyczng droge ksztattowania si¢ teorii niepewnosci
pomiaru na przestrzeni dwoch stuleci. Droga ta zaczyna si¢ od wniosko-
wan Gaussa i Laplacea co do rozktadu btgdu w postaci krzywej dzwono-
wej, wzbogacona przez rozwigzanie Gosseta, w postaci rozktadu Studenta
dla skonczonej liczby serii obserwacji i uogélnienie tego rozwigzania
przez Welcha i Satterthwaitea. Rozwigzania te znalazty odbicie w teorii
niepewnosci sformulowanej w pracy Dietricha, na ktore powoluja sig¢
autorzy Przewodnika wyrazania niepewnos$ci pomiaru, opracowanego pod
koniec XX wieku.

Stowa kluczowe: niepewnos¢ pomiaru, historia metrologii.

Historical way of the measurement
uncertainty theory

Abstract

The paper describes a historical way formulating the measurement
uncertainty theory. The first achievements were: Gauss’s law of error
propagation in 1809 and Laplace’s statement of the central limit theorem
in 1810. This achievement leads to normal density function as the basis
distribution for population of measurement data. The inference of normal
distribution for measurand confirms the Airy’s work in 1875 using the
term “uncertainty”, and formulates the law uncertainty propagation. The
second step was a Gosset’s distribution of a probable error for the mean in
1908, called as a Student distribution. The generalization of this solution
was a paper by Welch and Satterthwaite concerning a distribution for the
measurand defined by a linear measurement function. The distribution was
a Student distribution with effective degree of freedom. The above
approach was used by Dietrich to formulate the general theory of
uncertainty. The basic assumption of this theory is an equal treating of
random and systematic uncertainties in a probabilistic way. His work was
a basic reference for the Guide to express the uncertainty in measurements,
published in 1995.

Keywords: measurement uncertainty, history of metrology.

1. Wstep

Teoria niepewnosci pomiaru ksztattowala si¢ przez ostatnie dwa
stulecia. Przestanki do tej teorii mozna odczytaé z zapisow przed-
stawionych w Przewodniku wyrazania niepewnos$ci pomiaru,
opublikowanego w ostatniej dekadzie XX wieku [1]. Jednak jej
dojrzalsza posta¢ mozna rozpozna¢ na kartach najnowszych opra-
cowan dotyczacych analizy danych pomiarowych [2 i 3]. Opiera
si¢ na zatozeniu o modelowaniu wyniku pomiaru zmienng losowa
o policzalnym rozktadzie prawdopodobienistwa. W tych najnow-
szych opracowaniach mowi si¢ wprost o przedstawianiu wyniku
w formie rozkladu i jego parametréw, w postaci wartosci oczeki-
wanej, odchylania standardowego i kwantyli jako umownych
granic wielko$ci mierzonej. Lecz zanim doszlo do takiego podej-
Scia w traktowaniu wyniku pomiaru warto przesledzi¢ najwazniej-
sze etapy ksztaltowania si¢ mys$li zwigzanej z opracowaniem

danych pomiarowych. Doprowadzily one do uksztattowania sig
wspotczesnego wyrazania niepewnosci pomiaru.

2. Poczatki zwigzane z wnioskowaniami
Laplacea i Gaussa

Juz pod koniec XVIII wieku Laplace formutuje trzy warunki
dotyczace krzywej (rozktadu) bledu. Po pierwsze ma by¢ syme-
tryczna wzgledem wartos$ci prawdziwej, gdyz obserwacje jedna-
kowo odchylajg si¢ od niej w kierunku wartosci wickszych, jak
i mniejszych. Po drugie musi zdaza¢ do zera, oddalajac si¢ od
warto$ci prawdziwej, gdyz prawdopodobienstwo, ze wartos¢
obserwacji moze by¢ nieskonczenie rézna od warto§ci prawdziwej
jest rowne zeru. Po trzecie obszar (pole powierzchni pod krzywa
bledu) musi liczbowo by¢ rowny jeden, gdyz pewne jest zdarze-
nie, ze kazda obserwacja zawarta jest pod tg krzywa. Takie kryte-
ria spelnia oczywiscie krzywa dzwonowa (rozktadu normalnego),
ale propozycj¢ jej zastosowania do opisu rozktadu btedu pomiaru
przedstawit dopiero Gauss w 1809 roku. Laplace poczatkowo
uwazal, ze takie kryteria moze speli¢ wiele funkcji, m. in. loga-
rytmiczne, np. e(x) = (1/2a)-log(a/ |x| ), gdzie a wyznacza granice

przedziatu btedu e - wnioskowanie z 1777 roku.

Gauss przyjmuje aksjomat, ze najbardziej prawdopodobng war-
toscig pojedynczej, nieznanej obserwacji jest $rednia arytmetyczna
zbioru danych, uzyskanego w tych samych warunkach pomiaro-
wych podczas wielokrotnego powtarzania obserwacji. Postuluje,
do opisu krzywej (rozktadu) btedu, przyjecie funkcji:

o(A)= 1o (1)
T

gdzie h jest stalg zwigzang z precyzja pomiaru.

W 1810 roku Laplace formutuje tezg, ze jezeli btad kazdej ob-
serwacji jest taki sam, to prawdopodobienstwo, iz blad $redniej n
obserwacji bedzie zawarty w granicach: xrh/n, jest rowne:

2 ’k ks
ﬁ Wj'exp[ 2k,r :|dr, 2)

gdzie & jest dtugos$cia przedziatu, wewnatrz ktoérego zawarty jest
btad pojedynczej obserwacji. Prawdopodobienstwo bledu zawar-
tego w granicach od x=-A/2 do x=h/2 autor oznacza ¢(x/h) oraz

definiuje, ze:
x L [x (x
= e = e @

Tak oto pierwsza dekada XIX wieku konczy si¢ doniostymi
stwierdzeniami, iz krzywa btgedu pomiaru wykonywanego w wa-
runkach powtarzalnosci jest krzywa dzwonowa, a rozkladowi
normalnemu podlega réwniez $rednia takich wynikow pomiaru.
Mozna powiedzie¢, ze dane eksperymentalne, uzyskane w warun-
kach powtarzalnosci, tworza populacje o rozktadzie normalnym.

Obszerniejsze informacje na powyzszy temat mozemy znalez¢
w pracy Stiglera [4], jednej z ciekawszych jakie dotycza histo-
rycznych poczatkow ksztattowania si¢ mysli metrologicznej,
w dziedzinie opracowania danych pomiarowych.

3. Dzielo Airy

Stusznos¢ przyjecia rozktadu normalnego dla danych doswiad-
czalnych potwierdza Airy w swoim dziele z 1875 roku [5]. Jest
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réwniez prekursorem pojecia niepewnos¢ (uncertainty). Postuluje
rozumienie bledu pomiaru (error) w konteks$cie niepewnosci po-
miaru, uzywajac pojeé ,,uncertain error” lub ,,uncertainty”. Przez
niepewnos$¢ bledu uwaza kazda jego wartos¢, tacznie z przypad-
kiem, gdy moze on by¢ réwny zero. Innymi stowy btad pomiaru
dla Airy to zbor jego warto$ci powtarzajacych si¢ w danym po-
miarze z okreslong czgstoscia. Autor stwierdza, na kartach swojej
pracy, ze prawdopodobienstwo, iz blad moze znalez¢ si¢ w prze-
dziale pomiedzy okreslonym x a x+3x wynosi:

XZ

L e @ 5x. 4)
CAT

Jak nie trudno si¢ domysle¢ wzoér powyzszy zawiera roOwnanie
krzywej dzwonowej. W powyzszym wzorze wystgpuje parametr c,
ktory autor nazywa modutem (modulus) i definiuje go jako:

¢ = Error of Mean Square x 1,414214 . %)

I tu nie trudno si¢ domysle¢, ze modut Airy jest rowny iloczynowi
btedu $redniego kwadratowego i pierwiastka z dwoch. Dodatko-
wo, w konkluzji, autor nazywa wzor (4) prawem czgstosci bledu
(Law of Frequency of Error), ktére wyraza prawdopodobienstwo
okreslonej wartosci btedu zawartej w przedziale pomiedzy x
i x+0x. Jednoczesnie stwierdza, ze modut jest staty dla okreslone-
go pomiaru lecz inny dla réznych pomiardow. Z dzisiejszego punk-
tu widzenia jest to oczywiste, gdyz dla kazdej serii pomiarowe;j
uzyskujemy okre$lona warto$¢ odchylenia standardowego ekspe-
rymentalnego, lecz mozliwe sg roézne jego wartosci dla kazdej
innej serii obserwacji.

Istotnym wnioskowaniem Airy jest rowniez twierdzenie, ze
w przypadku taczenia btedow pomiaru wielkosci X'i Y ich wspdl-
ny modut, dla wielkosci zagregowanej Z, podlega prawu:

sq. of mod. for Z = sq. of mod. for X+ sq. of mod. for Y, (6)

co jest rOwnoznaczne z zapisem wspolczesnego rownia niepewno-
$ci pomiaru (sumowania wariancji) w postaci:

uz(Z)qu(X)Jruz(Y). 7

Dzieto Airy u§wiadamia, iz mimo przyj¢cia zatozenia o rozkta-
dzie normalnym dla populacji wynikdw pomiaru kazda seria
obserwacji moze mie¢ inng warto§¢ Sredniej i odchylnia standar-
dowego eksperymentalnego (btedu $rednio kwadratowego).

4. Rozktad Studenta

Nad problemem rozktadu dla matej liczby obserwacji w probie
losowej pracowat Gosset, ktory publikowat swoje rozwazania pod
pseudonimem Student. Wyniki swoich dociekan przedstawit
w 1908 roku w czasopi$mie Biometrika [6]. Zaktadat, ze wyniki
pomiaru wywodza si¢ z populacji o rozktadzie normalnym, a sam
pomiar polega na losowaniu z tej populacji ograniczonej liczebnie
serii obserwacji jako proby losowej. Rozwazat serie obserwacji
o liczebnosci od 4 do 10. Stworzyt nowa zmienng losowa bedaca
ilorazem warto$ci $redniej serii obserwacji i odchylenia standar-
dowego eksperymentalnego tej $redniej. O ile sama $rednia, zgod-
nie z wnioskowaniem Laplacea, podlega rozktadowi normalnemu
to kwadrat odchylenia standardowego juz rozktadowi chi kwadrat.
Podzielenie zatem tych dwoch zmiennych prze siebie tworzy
nowy rozktad. Jest to rozktad wartosci $redniej standaryzowany
jego odchyleniem standardowym eksperymentalnym. Zostat na-
zwany rozkladem Studenta. Rozklad ten w swoim charakterze
podobny jest do rozktadu normalnego i do niego zbiezny wraz
z rosngcg liczba obserwacji w probie losowej, lecz o rosnacej roz-
pictoscei (szerokosci) wraz z malejaca liczbg obserwacji w probie.
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W publikacji [6] Gosset definiuje zmienng losowg z= x/s, gdzie
x to $rednia proby losowej (the mean of the sample), a s to odchy-
lenie standardowe tej proby (the standard deviation of the sample).
Wspolczesnie do zdefiniowania rozktadu Studenta uzywa sig
zmiennej losowe;j ¢ o postaci [1]:

(o XM (8)

s(x)

W powyzszym wzorze zmienna X centrowana jest warto$cig
oczekiwang u populacji o rozktadzie normalnym (z ktérej losowa-
na jest proba o licznosci n) i standaryzowana odchyleniem stan-
dardowym eksperymentalnym $redniej s( x ).

Mozna dodaé¢, ze praca Gosseta powstata dzigki merytoryczne-
mu wsparciu ze strony Pearsona, tworcy statystyki matematycz-
nej, ktéremu wdzigczne stowa uznania wyraza autor w ostatnich
zdaniach publikacji. Jako ciekawostk¢ mozna tez podaé, iz do
uzycia pseudonimu przy podpisywaniu pracy [6] Gosset zostat
zmuszony decyzja zarzadu firmy Guinness, w ktorej byt zatrud-
niony. Zarzad tej firmy bowiem rekomendowat dwie nazwy dla
autora ,,Pupil” lub ,,Student”. Gosset wybral t¢ druga, gdyz za-
pewne czut si¢ studentem doskonalgc swoje umiejetno$ci matema-
tyczne w szkole Pearsona. Wigcej na ten temat mozna przeczytad
w artykule [7].

5. Uogdlnienie Welcha i Satterthwaitea

Ogolniejsze zastosowanie rozkladu Studenta, niz tylko w odnie-
sieniu do pojedynczej zmiennej losowej, zaproponowali w swoich
publikacjach Welch [8] i Satterthwaite [9]. Obaj, niezaleznie,
rozwazali problem rozktadu dla zmiennej losowej bedacej suma
wielu zmiennych losowych, z ktorych kazda opisywana jest jej
wiasnym rozktadem Studenta o okre$lonej liczbie stopni swobody.
Wykorzystali fakt, iz wariancja ¥ wariancji eksperymentalnej s>
(kwadrat odchylenia standardowego eksperymentalnego) jest
proporcjonalna do ilorazu:

r(s?)oc ©

gdzie o jest odchyleniem standardowym populacji o rozktadzie
normalnym, a v liczbg stopni swobody. Korzystajac z prawa pro-
pagacji niepewnosci w postaci:

N
W20)=Y 0 0). (10)
i=1

mozna tatwo wykazaé, zastgpujac o ztozong niepewnoscia stan-
dardowa u.(y), ze:

uc“(y):ZN:u,-"(y), (11

Stad juz prosta droga do wzoru zalecanego przez Przewodnik [1]
do wyznaczania wypadkowej liczby stopni swobody:

4
v =) (12)

i”ﬁ(ﬂ

i=1

Zatem ze zmienng losowa, bedaca suma zmiennych losowych,
z ktorych kazda opisana jest rozktadem Studenta o okre$lonej
liczbie stopni swobody v; mozna, w przyblizeniu, zwigzac¢ rowniez
rozktad Studenta o wypadkowej liczbie stopni swobody v, obli-
czanej na podstawie wzoru (12). Satterthwaite w publikacji [9]
stwierdza, ze przyblizenie rozkladem Studenta o wypadkowej
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liczbie stopni swobody generuje kilkuprocentowy blad oblicze-
niowy. Przyblizenie powyzsze w swojej pracy, formutujacej teorig
niepewnosci pomiaru, przywotuje Dietrich [10].

6. Teoria niepewnosci Dietricha

Praca Dietricha jest jednym z podstawowych dziet zrodtowych,
na ktére powoluja si¢ autorzy Przewodnika [1]. Autor ksigzki [10]
w rozdziale po$wigconym ogolnej teorii niepewnosci przedstawia
nastepujace zalozenia:

- niepewno$¢ wyniku pomiaru wywolana jest suma oddziatywan
przypadkowego i systematycznych na wielko$¢ mierzona, z kto-
rych kazde mozna opisaé przy uzyciu rozktadu prawdopodobien-
stwa,

- sumowanie oddziatywan odbywa si¢ na drodze operacji splotu
matematycznego rozkladow przypisanych tym oddzialywaniom,

- oddziatywaniu przypadkowemu przypisuje si¢ rozktad Studenta,

- oddziatywaniu systematycznemu przypisuje si¢ rozktad prosto-
katny,

- w analizie niepewnosci uwzglednia si¢ jedno oddziatywanie
przypadkowe i m>1 oddzialywan systematycznych.

Problemem pozostaje zagadnienie obliczenia splotu wielu skta-
dowych o przyjetych rozktadach prawdopodobienstwa. Autor
stwierdza, ze czynnosc¢ jest zbyt czasochtonna i proponuje zasto-
sowanie rozwigzania przyblizonego w postaci wzoru na niepew-
no$¢ rozszerzona:

(13)

gdzie: s — odchylenie standardowe eksperymentalne, ¢t — kwantyl
rozktadu Studenta o liczbie stopni swobody v=n-1, n — liczba
obserwacji, k£ — kwantyl rozktadu prostokatnego, a; — szerokos¢
potowkowa rozkladu prostokatnego zwigzana i-tym oddzialywa-
niem systematycznym. Zalezno$¢ (13), jak stwierdza autor, nie
pozwala na dokladne wyznaczenie niepewnosci obliczanej na
podstawie splotu rozktadu Studenta z wieloma rozktadami prosto-
katnymi. Zaleca w zwiazku z tym przyblizone rozwigzanie wyni-
kajace z zastosowania wzoru Welcha-Satterthwaitea (12). Wzor
ten pozwala na obliczanie wypadkowej liczby stopni swobody,
a po przeksztalceniach mozna go przedstawi¢c w nastepujacej
postaci:

2
2

M
n a;

=1+ 5> (n-1). 14

Veff +Sz 3 (n—1) (14)

i=1

Na podstawie obliczonej wypadkowej liczby swobody wyznacza
si¢ kwantyl f.¢ rozktadu Studenta. Zgodnie z zaleceniami Prze-
wodnika [1] jezeli warto$¢ wypadkowe;j liczby stopni swobody nie
jest liczba catkowita, to jako vy nalezy przyjac liczbe catkowita
najblizsza wartosci obliczonej i od niej mniejszg. Wzor na nie-
pewnos$¢ rozszerzong wowczas ma postac:

(15)

7. Krajowe nawiazanie do teorii niepewnosci

W literaturze krajowej prekursorem zblizonego podejscia do
przedstawionej teorii niepewnosci pomiaru jest profesor Trzetrze-
winski. Na kartach swojego opracowania [11] postuluje probabili-
styczne traktowanie btedu (uchybu) przypadkowego i systema-
tycznego. Do opisu btedu przypadkowego uzywa funkcji Gaussa,
nazywajac ja normalna funkcja rozdzielcza. Przy matej liczbie

obserwacji proponuje zastosowanie zmiennej losowej z-Studenta,
jako ostrozniejszej oceny btedu przypadkowego. Do opisu biedu
(uchybu) systematycznego proponuje zastosowanie rozkladu
rownomiernego, w mys$l zasady, ze kazda jego warto$¢ z okreslo-
nego przedzialu jest jednakowo prawdopodobna. Podobnie jak
Przewodnik [1] do oceny rozdzielczosci, nazywanej uchybem
czuto$ci, proponuje tez jednostajny rozktad prawdopodobienstwa.
Generalnie zaleca stosowanie tego rozktadu przy ocenie uchybow
na podstawie ich warto$ci granicznych.

8. Podsumowanie

Wspodlczesnie wyrazana teoria niepewno$ci pomiaru czerpie
bogato z dorobku historycznego w dziedzinie opracowania danych
pomiarowych. Jej podstawg jest przyjecie zalozenia o normalnosci
rozktadu dla danych wywodzacych si¢ z pomiaru wykonywanego
w warunkach powtarzalno$ci. Dlatego mozna zastosowac rozktad
Studenta przy ocenie wyniku wywodzacego si¢ z ograniczonej
liczebnie serii obserwacji. To podejscie dotyczy metody typu A
oceny niepewnosci pomiaru. Jednakze metoda ta nie jest osta-
teczng i wymaga roéwniez przy analizie danych zastosowania
oceny metoda typu B, opartej na wiedzy wczesniejszej o samym
pomiarze. Sama teoria niepewnos$ci pozwala na laczenie tych
informacji poprzez odpowiedni model pomiaru. Poniewaz dla obu
ocen tworzone sg rozklady prawdopodobienstwa, laczenie tych
informacji odbywa si¢ na drodze propagacji tych rozktadoéw [2].
W ten sposob powstaje rozktad wynikowy opisujacy wielkos$c
mierzong. Parametry tego rozktadu wyrazaja wynik pomiaru.

Mozna pokusi¢ si¢ o stwierdzenie, ze teoria niepewnosci po-
miaru to historycznie uksztaltowana teoria probabilistycznego
opracowania informacji ptynacej bezposrednio z danych pomia-
rowych, jak 1 wiedzy o pomiarze.
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