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Rozwigzywanie ukladéw réwnan metoda eliminacji Gaussa

Streszczenie. Artykul ma na celu przedstawienie jednej z metod rozwiazywania uktadéw row-
nan liniowych. Jest przeznaczony gtéwnie dla studentéw pierwszego roku studidw licencjackich
i inzynierskich na kierunkach technicznych. W artykule przedstawiono algorytm, za pomoca kto-
rego mozna rozwigzac¢ pewne uklady rownan liniowych. Nazywa sie on metodg eliminacji Gaussa.
W artykule podano przyktady uktadéw réwnan liniowych rozwiagzanych za pomoca tego algorytmu.
Na koricu artykutu zamieszczono zadania do samodzielnego rozwiazania.

Slowa kluczowe: uktad réwnan liniowych, eliminacja Gaussa, operacje elementarne na wierszach,
macierz.

1. Wstep

Uktady réwnan liniowych wykorzystywane sa w modelowaniu réznych zjawisk. Wiele ciekawych przy-
ktadéw zastosowania uktadéw liniowych m.in. w ekonomii, zarzadzaniu, chemii, obwodach elektrycznych,
demografii, gospodarce lesnej, algorytmach pozycjonowania stron w sieci mozna znalezé w [2]. W artykule
przedstawimy kolejng metode rozwigzywania uktadéw rownan, zwana jest ona metoda eliminacji Gaussa.
Artykutl ten jest niejako kontynuacja artykutu [9], w ktorym zostala przedstawiona metoda rozwiazywa-
nia ukladéw réwnan za pomocg wzoréw Cramera. Wymagata ona umiejetnosci obliczania wyznacznikow.
Niestety dla wiekszej liczby rownan i niewiadomych czesto metoda ta jest nieefektywna. Ponadto, gdy
wyznacznik macierzy gtéwnej byl réwny zero, to nie mozna stosowaé¢ wzoréw Cramera. ROwniez nie
stosujemy wzoréw Cramera, gdy liczba niewiadomych jest rézna od liczby réwnan. Natomiast metode
eliminacji Gaussa mozna stosowaé nawet przy wiekszej ilosci niewiadomych lub gdy wyznacznik macierzy
gltéownej jest rowny zero oraz w przypadku, gdy liczba niewiadomych jest rézna od liczby réwnan. Na
poczatku artykutu przedstawimy algorytm rozwiazywania uktadéw réownan liniowych, zwany metoda eli-
minacji Gaussa. W rozdziale trzecim podamy przyktady ukladéw réwnan, ktoére rozwigzemy za pomoca
metody eliminacji Gaussa. Na koncu artykutu Czytelnik znajdzie zadania do samodzielnego rozwigzania
oraz odpowiedzi do tych zadan.
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2. Istota metody eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa moze by¢ wykorzystana m.in. do obliczania wyznacznikow, do wyznacza-
nia macierzy odwrotnej lub do obliczania rzedu macierzy. Dlaczego ta metoda dziala oraz metodologia
eliminacji w bardzo dobry sposéb zostata przedstawiona w [1]. Podstawowe wiadomosci na temat ukta-
dow rownan liniowych mozna znalezé m.in. w [3], [4], [6]. Metoda eliminacji Gaussa jest uniwersalna.
Za pomocy tej metody mozemy rozwiaza¢ ukltad réwnan liniowych, w ktérym niekoniecznie liczba nie-
wiadomych jest réwna liczbie réwnan. Dodatkowo dla uktadéw Cramera, w ktérych mamy wieksza ilo§é
niewiadomych i rownan, metoda ta zazwyczaj jest znacznie szybsza od metody Cramera.

W artykule skupimy sie na uktadach réwnan liniowych postaci:

a11%1 + a12%2 + a1373 + ... + a1pTy = by
a21%1 + A22%2 + A2373 + ... + A2p Ty = by

a31T1 + a32To + az3T3 + ...+ azpTy = b3

Am1T1 + Qm2T2 + G323 + . .+ G @y = by,

gdzie a;; € R, b; € Rdla1l <¢ < moraz 1 <j < n, natomiast x1,22,%3,...,2, 53 niewiadomymi, gdzie
m,n € N.

Powyzszy uklad réwnan liniowych mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej AX = B. Wiadomo, ze
rozwigzanie uktadu réwnain nie zmieni sie, jesli:

e zamienimy miejscami dwa réwnania,
e pomnozymy stronami wybrane réwnanie przez stalg rézna od zera,
e dodamy do wybranego réwnania inne réwnanie pomnozone przez stala.

Dla wygody i oszczednosci czasu podane wyzej operacje warto wykonywaé¢ na macierzy rozszerzonej tego
uktadu, czyli macierzy postaci:

ail ai12 a1z - a1y | b
az1 Gz A3 -+ A2p| b2
[A|B] = | @31 a3z asz - a3n| b3
Am1 Am2 am3 Tt Amn bm

W metodzie eliminacji Gaussa przeksztalcamy macierz rozszerzong do macierzy schodkowej, wykonu-
jac na jej wierszach nastepujace operacje elementarne:

e zamiang miedzy sobag dwoch wierszy (w; <> w;);
e pomnozenie pewnego wiersza przez liczbe rézna od zera (c - w;);

e dodanie do elementéw wybranego wiersza odpowiadajacych im elementéw innego wiersza pomno-
zonego przez dowolng liczbe (w; + ¢ - wj).



Wykonujemy tylko powyzsze operacje na wierszach tak, aby na koncu uzyskaé¢ macierz w postaci schodko-
wej. Majac juz macierz schodkowa, wracamy do uktadu réwnarn i rozwigzujemy uktad réwnan zaczynajac
od ostatniego réwnania.

Czasami macierz rozszerzona ma taka postaé, ze tatwo zauwazy¢, jakie operacje wykonaé. Jesli jednak
nie widzimy tego, mozna postepowaé¢ wedlug nastepujacego schematu.

1. Sprawdzamy, czy a1 # 0.

o Jedli tak, to przechodzimy do kroku 2.

e Jesli a1 = 0, to zamieniamy pierwszy wiersz z innym wierszem, ktérego pierwszy element jest
rézny od zera.

e Czasem warto zamieni¢ dwa wiersze tak, aby pierwszy element byt réwny 1 (dla algorytmu nie
ma to znaczenia, ale moze ulatwi¢ nam rachunki).

2. Za pomocy pierwszego wiersza zerujemy pierwsze wyrazy wiersza drugiego, trzeciego itd. (jesli
oczywiScie nie ma tam juz zer). Operacje te wykonujemy w ten sposéb, ze do wiersza drugiego,
trzeciego itd. dodajemy pierwszy wiersz pomnozony przez odpowiednie liczby.

3. Patrzymy teraz na drugi wiersz. Jego pierwszy element jest juz zerem. Chcemy, zeby drugi element
byl rézny od 0. Postepujemy jak w kroku 1, przy czym pamietamy, ze nie zmieniamy juz wiersza
pierwszego.

4. Za pomoca drugiego wiersza zerujemy drugie wyrazy wiersza trzeciego, czwartego itd. (jesli oczywi-
Scie nie ma tam juz zer). Operacje te wykonujemy w ten sposob, ze do wiersza trzeciego, czwartego
itd. dodajemy drugi wiersz pomnozony przez odpowiednie liczby. Pamietamy, aby nie zmieniaé
wierszy pierwszego i drugiego.

5. Nastepuie za pomoca wiersza trzeciego (po ewentualnej operacji elementarnej) zerujemy wszystkie
elementy z trzeciej kolumny lezace pod gtéwna przekatng. Nie zmieniamy pierwszych trzech wierszy.

6. Postepujemy tak, az dojdziemy do ostatniego wiersza. W tym momencie mamy juz posta¢ schod-
kowa.

7. Jezeli na jakim§ etapie wszystkie interesujace nas elementy sa zerami, to patrzymy na nastepna
kolumne i postepujemy analogicznie. Dazymy do tego, aby:

e na poczatku kazdego wiersza (z wyjatkiem, by¢ moze, pierwszego) byly tylko zera,

e w kazdym kolejnym wierszu na poczatku byto o co najmniej jedno zero wiecej niz w poprzednim

wierszu.

Bardzo wazne

W metodzie eliminacji Gaussa:
1) wykonujemy tylko wymienione operacje na wierszach,

2) operacje wykonujemy na calych wierszach macierzy rozszerzonej.
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3. Przyklady

W tym rozdziale podamy kilka przyktadow rozwigzywania uktadu rownan metoda eliminacji Gaussa.
Zaczniemy od prostego przyktadu.

Przyklad 1. Rozwiazemy ponizszy uktad réwnan:

20 —y+z2=-2
y+2z=1
—3z=9.

Widzimy, ze nasz uktad réwnan jest juz w postaci schodkowej, a jego macierz rozszerzona jest macierza
trojkatna:

0 0 -39

Z ostatniego rownania wyliczamy z:
—3z2=9=2z=-3.

Z drugiego wyliczymy y:
y+2z=1=y="T.

7 pierwszego rownania wyliczamy x:
2t —y+z2=-2=x=4.
Odp. Rozwigzaniem uktadu réwnan sa liczby x =4, y =7, z = —3.
Przyklad 2. Rozwiazemy nastepujacy uklad réwnan za pomoca algorytmu Gaussa:

T—y+2z=-1
20+ 5y + 3z =—1
—r+ 3y + 4z = 5.

Zaczynamy od przeksztalcenia macierzy rozszerzonej uktadu do postaci schodkowe;j:

1 -1 2/-1 1 -1 2|-1 1 1 -1 2/-1
2 5 3|—-1| —2w; — |0 7 1| 1 | we < 511)3 0 1 3]-3 —
-1 3 4-5 +w; 0 2 6/-6| —|0 7 11 —Twa
1 -1 2 |-1 1 -1 2/-1
- 10 1 3 |-3 - 10 1 3|-3

0 0 -—22/22| :(-22) 0 0 1/-1



Po wprowadzeniu z powrotem niewiadomych i znakéw réwnosci otrzymujemy:

r—y+2z=-1 r—y+2-(-1)=-1 rT—y= T =
y+3z=-3 Sqy+3-(-1)=-3 < {y=0 T Y=
z=—1. z=-1 z=-—1 z=—1.

Odp. Rozwigzaniem uktadu réwnan sg liczby x =1, y =0, 2 = —1.
Przyklad 3. Rozwigzemy teraz kolejny uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa:

T—2y+z—t=-4
2c —y—z+t=1
r+y+2z—t=5
r+y—z+t=4.

Zaczynamy od przeksztalcenia macierzy rozszerzonej uktadu do postaci schodkowe;j:

1 -2 1 —1|-4 1 -2 1 —1|-4 1 -2 1 —1|-4
2 1 -1 1|1 —2uw 0 3 -3 3|9 I R I I D
1 1 2 —15] —w 0 3 1 0]9]| —uw 0 0 4 -3 0|2
1 1 -1 1]4| —u 0 3 -2 2|8]| —w 0 0 1 —1/-1
1 -2 1 —1|-4 1 -2 1 —1|-4
o3 =3 3]0 3. |0 1 -1 13
0 0 1 —1/-1 0 0 1 —1/-1
0 0 4 -3/0]| —dws 0 0 0 1|4

Po wprowadzeniu z powrotem niewiadomych i znakéw réwnosci otrzymujemy:

r—2y+z—t=—4

y—z+t=3
z—t=-1
t=4.
Z trzeciego rownania mamy z —4 = —1,czyli z = 3. Z drugiego réwnania mamy y —3+4 = 3, czyli y = 2.
Z pierwszego réwnania mamy x —2-2+4+3 —4 = —4 czyli x = 1.

Odp. Rozwigzaniem uktadu réwnan sg liczbhy x =1,y =2, 2 =3, t = 4.
Przyklad 4. Rozwiazemy za pomoca metody eliminacji Gaussa kolejny uklad réwnan:

Ty +To+23+x4 =—4
201 +x2 + x4 = -9
—x1 4+ 229 + 5r3 — 204 = —5

T1 — Ty — 3x3 + 3x4 = 6.

Zaczynamy od przeksztalcenia macierzy rozszerzonej uktadu do postaci schodkowe;j:
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1 1 1]|-4 1 1 1 1]|-4

2 1 0 1[-9| —2uw 0 -1 -2 —1|-1

-1 2 5 —2[-5| +w 0 3 6 —1/-9| +3ws

1 -1 -3 36| -w 0 -2 —4 2[10| —2ws
1 1 1 1]-4 1 1 1 1]-4
0 -1 -2 —1| -1 I U S T
0 0 0 —4/-12 0 0 0 —4/-12
0 0 0 4|12 +2ws 0 0 0 0|0

W otrzymanej macierzy otrzymaliSmy wiersz zerowy, ktéry odpowiada réwnaniu tozsamosciowemu:
0581 + OIEQ + 0933 + 01‘4 = 0,

wiec mozemy go wykreslié. Mamy

1 1 1 1] -4

1 1 1 1| -4
0o -1 -2 -1| -1

-0 -1 -2 -1] -1

0 0 0 —4|-12 0 0 0 —4| 12
0 O 0 0] 0

Teraz w kazdym wierszu sprawdzamy pierwszy niezerowy element — odpowiada on zmiennej zwia-
zanej. Zatem w naszym ukladzie zmienne zwigzane to x1, x2, x4. Zmienne wolne to te, ktére nie sa
zwigzane, zatem w naszym przykladzie zmienna wolna to x3 i ja parametryzujemy,

rs=a, a€cR.
Teraz wracamy do uktadu réownan i otrzymujemy:

T1+ T+ 23+ 24 =—4

—To — 2563 — Ty = —1
—4xy = —12.
Z trzeciego rownania wyliczymy x4 = 3. Z drugiego wyliczymy xo, wiec o = —2a — 2. Natomiast
z pierwszego wyliczymy 1 = 2o+ 2 — a — 3 — 4, zatem z; = -5+ .
Odp. Podany uklad réwnan ma nieskoriczenie wiele rozwiazan, sa nimi liczby postaci: 1 = =5+ «,
To = —2—2a , r3 =, 4 = 3, gdzie a € R.

Przyklad 5. Rozwigzemy za pomoca metody eliminacji Gaussa kolejny uklad rownan:

T, + 229 + 313 — x4 = —1
2x1 +4xo + Tx3 — 4y = —6
3x1 4+ 629 + Txg + x4 = 5.

Zaczynamy od przeksztalcenia macierzy rozszerzonej uktadu do postaci schodkowe;j:



12 3 —-1/-1 12 3 -1|-1 1 2 3 —-1]-1
2 4 7 —4-6|] —2w; — (0 0 1 -2|-4 - (0 0 1 —-2/-4
3 6 7 1|5 —3w 0 0 -2 418 +2wy 00 0 00

Ostatni wiersz zerowy znowu wykreslamy i mamy macierz rozszerzona postaci:

ol

Teraz w kazdym wierszu sprawdzamy pierwszy niezerowy element — odpowiada on zmiennej zwigza-

1 2 3 -1
0 01 -2

nej. Zatem w naszym ukladzie zmienne zwigzane to x1, 3. Zmienne wolne to te, ktére nie sa zwigzane,
czyli w naszym przykladzie zmiennymi wolnymi sa a2 oraz x4 i je parametryzujemy:

ro=qa, a€R,

x4:67 6€R

Teraz wracamy do uktadu réwnan i otrzymujemy:

x1 + 2294+ 33 — 14 = —1

Tr3 — 21‘4 = —4.
Z drugiego réwnania wyliczymy xs = —4 4 2. Z pierwszego rownania wyliczymy x1:
T, =—1— 229 — 323 + T4,

podstawiajac za x9 = «, oraz za x4 =  otrzymujemy:
x1=—-1-2a—3(—4+2p) + 0,

zatem 7 = 11 — 2a0 — 5.
Odp. Rozwigzanie uktadu réwnan ma postaé:

Przyklad 6. Rozwiazemy nastepujacy uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa:

r+2y+z+t="7
Tr+by+2z+5t=1
dr—y—2z+4+2t=2.

Zaczynamy od przeksztalcenia macierzy rozszerzonej uktadu do postaci schodkowe;j:
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1 2 1 1|7 1 2 1 11 7 1 2 1 11 7
7T 5 2 51| =Twy — |0 -9 =5 —2|/-48 - 10 -9 -5 —-2|-48
4 -1 -1 2|2| —4w 0 -9 -5 —=2|-26| —ws 0 O 0 0] 22

Zauwazmy, ze ostatni wiersz macierzy rozszerzonej odpowiada sprzecznemu réwnaniu 0 = 22, wiec
analizowany uktad réwnan jest uktadem sprzecznym.
Odp. Podany uktad réwnan nie ma rozwigzan.

Widzimy, ze metoda eliminacji Gaussa jest bardziej uniwersalna niz metoda rozwigzywania uktadow
réwnan za pomoca wzordéw Cramera. Mozemy ja stosowaé do ukladéw réwnan z rézna liczbg zmiennych
oraz niewiadomych, do uktadéw réwnan w ktorych wyznacznik macierzy gtownej jest rowny zero. Ponadto
metoda ta przy wiekszej ilosci zmiennych jest bardziej efektywna, niz metoda rozwigzywania ukladow
réwnan za pomoca wzoréw Cramera.

4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Rozwiaz podane uklady réwnan metoda eliminacji Gaussa:

2 4+4y—z=1 r—2y+z=1
a){ —z+8y+32=2 b) {4z —y+2=3
20 —z=1 2x4+3y—2z=5

T E 2t tt=0 5x1 + 4wy + 3wz + 2w + 25 = 15
2t y+z4+2=0 Ay + 4wy + 3wy + 2w + a5 = 14
K r+2y+224+t=0 d) { 3z1 + 3y + 3w3 + 204 + x5 = 12
2x1 + 2xo + 223 + 224 + 5 =9
s4+y+z+t=0. T

Odpowiedzi
ayz=1, y=0, z=1 b) uktad sprzeczny, nie ma rozwiazan
c)r=—-a, y=0, 2=0, t=a,a€R d)yz1 =1, z2=1, z3=, a4=1, z5=1

Wiecej zadan mozna znalezé np. w [5]- [8].
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