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Ocena niepewnosci prostokatnych skfadowych
impedancji wyznaczanych posrednio Z pomiarow
sktadowych biegunowych i vice versa
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Streszczenie: w artykule omdwiono oszacowanie niepewnosci sktadowych prostokatnych
impedancji wyznaczonych posrednio z bezposrednich pomiaréw jego polarnych sktadowych

i odwrotnie. Przedstawiono wzory i funkcje znormalizowanych niepewnosci bezwzglednych

i wzglednych pary sktadowych impedancji wyznaczonej posrednio z pomiardw pozostatej pary.
Uwzgledniono réwniez ich wspdtczynnik korelacji w funkcji kata fazowego impedanciji i niepewnosci
mierzonej pary. Otrzymane zaleznosci zostaty szczegétowo przeanalizowane i oméwione.

Stowa kluczowe: niepewnos¢, pomiary posrednie, sktadowe impedancji, macierz kowariandji

1. Wprowadzenie

Pierwszym podrecznym urzadzeniem do pomiaréw napieé
przemiennych AC w szerokim zakresie amplitud i przesunieé
fazowych we wszystkich czterech ¢wiartkach, wyznaczanych
wzgledem napiecia odniesienia i bez obciazania badanego uktadu,
byl kompensator o wspolrzednych biegunowych z maszynowym
przesuwnikiem fazy opracowany w firmie Simens w 1918 r. przez
dr. Wiodzimierza Krukowskiego, p6zZniejszego profesora Poli-
techniki Lwowskiej [1, 2]. Obecnie do takich badan stuza cyfrowe
uklady elektroniczne z prostownikami fazoczulymi, zwane tez
woltomierzami wektorowymi. Niekiedy sa wyposazone w nasta-
wianie czestotliwosci, amplitudy i fazy odniesienia. W tej stoso-
wanej od lat technice pomiarowej pojawily si¢ nowe zagadnienia
wynikle z rozpowszechniania si¢ randomizowanej oceny doktad-
noéci pomiaréw za pomoca niepewnosci. Zastapila ona stoso-
wana wezesniej ocene przez bledy graniczne. W przypadkach,
gdy np. z bezposrednich pomiaréw sktadowych biegunowych
wielkosci elektrycznych wyznaczamy posrednio sktadowe pro-
stokatne lub na odwrét, w wyniku otrzymuje si¢ wartodci ze
soba powiazane. Réwniez powigzane sg ich niepewnosci. Do ich
wyznaczania trzeba wiec stosowaé¢ macierzowe réwnanie propa-
gacji niepewnosci, tj. wyznaczy¢ macierz kowariancji wielkosci
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wyjsciowych. Metoda ta jest opisana ogdlnie w Suplemencie 2
do Przewodnika wyznaczania niepewnosci GUM [3]. W tej pracy
jako przyktad metode te zastosowano do wyznaczania niepewno-
$ci prostokatnych sktadowych impedancji na podstawie pomia-
réow jej sktadowych biegunowych i vice versa. W literaturze nie
znaleziono jak szacowaé niepewnosci przy posrednim badaniu
tych skladowych.

2. Niepewnosci prostokatnych
sktadowych impedancji wyznaczanych
z pomiarow jej sktadowych
biegunowych

Mierzone bezposrednio sktadowe biegunowe impedancji traktuje
si¢ jako wielkosci wejsciowe traktuje sie je jako wielkos$ci wej-
Sciowe, a sktadowe prostokatne jako wielkosci wyjéciowe, ktore
otrzymuje si¢ posrednio ze znanych wzoréw. Wartosci tych skla-
dowych sg ze sobg skojarzone, gdyz zaleza od obu sktadowych
biegunowych. Nalezy dokonaé tez oceny niepewnoéci wielkosci
wyjéciowych. Zaleznoéci miedzy niepewnosciami wejéciowymi
i wyjSciowymi opisuje sie macierzowym réwnaniem propaga-
cji wariancji [3-5]. Proces ten przesledzi si¢ dla impedancji
Z (rys. 1). Jej modul | Z| i kat fazowy ¢ otrzymano z pomiaréw
tej impedancji w ukladzie z szeregowym opornikiem wzorco-
wym. Oszacowane w pomiarach niepewnosci sktadowych bie-
gunowych potraktuje sie dla uproszczenia jako nieskorelowane.
Zaleznosci miedzy parametrami impedancji

|2| = VR + X}, X0 =|2|sing, R=|2|cosp, tgp= %

Zaleznosé ogodlna dla wieloparametrowych pomiaréw posred-
nich
Y = F(X)
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|Z|sin ¢

ReZ

XLC

R=|Z|cos ¢

Rys. 1. Sktadowe biegunowe i prostokatne impedancji Z
Fig. 1. Polar and rectangular components of the impedance Z

Wektory wielkosci wejsciowych i wyjsciowych

X=[z], §0]T7 Y =[R, XLC]T

Zaleznoé¢ pomiedzy macierzami kowariancji niepewnosci bez-
wzglednych wejsciowych U, i wyjsciowych U, jest nastepujaca
[, 6]:

Uu,=8-U,-§

gdzie: macierz niepewnosci nieskorelowanych wielkosci wej-
$ciowych

UX = O-‘ZZ‘ O )
0 o,
macierz czulosci
OR  OR
s 8|Z| 9 cos @ —|Z|sin(p
- 0X,, 09X, - sin @ |Z|cos¢ ,
dz| dp

macierz niepewnoéci wielkosci wyjsciowych

U cos @ —|Z|sin¢ _0'\2z\ 0 cos @ sin @
Y sin @ |Z|cos(p | 0 o, —|Z|sin(p |Z|cos(p -

cosp — |Z | sin @ ofz‘ cos @ ofz‘ sin @

2 2
—|Z| o, sing |Z| 0, cosQ

sin @ |Z|cos¢7_

2 2 2 o2 : 2 2
0] cos (/7+|Z| o,sin” @ s1ngocos¢)[0"z‘—|Z| ij

2 . 2 .
sin ¢ cos (0(0"22‘ —|Z| 0'3,] O"ZZ‘ sin® @ + |Z| 0'; cos® @
Zwiazek wariancji niepewnosci bezwzglednych i wzglednych:
2 _ g2 2
9iz) = 6iz 12|
Niepewnosci, bezwzgledna i wzgledna skladowej rzeczywistej:
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2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2
O = Oy cOS ¢J+|Z| 0,sin” @ = cos” @ 0'\2\+|Z| otg’p |=

_ 0'\24 +|Z|2 otg’p

1+tg’p

_ a _ @ qzz‘ +o,tg’e
R’ R’

2 2 2, 2
R = Z‘+0¢tg¢.

1+ tg’p

Niepewnosci skladowej urojonej:

2 2 .2 2 9 2 2 2. 9 2 9
OLc = Oy sin (p+|Z| 0, coS” @ = Cos (p(o"z‘tg (p+|Z| G¢)=

2 9

2 tg’p + |Z| %
_ohtele+lzfop %
1+ tgzgo 12 1+ tg2¢

oo |4 Giwer o _1vipGigerar

87 =—* =
X X 1+tgp tg’p  1+tg’p
2 2 2
tg p + o,
— M _ s2 2 . 2
= o = % +o,ctg g
O-L(/ —
M

Wspbélezynnik korelacji

. 2 2
smq)cos(p(a‘z‘ —|Z| O'¢)

Prxe = > 2 9 9 2, 2 2 9
0'\2\+|Z| o8’ qz‘tg (p+|Z| o,

1+tg2(p 1+tg2(p

84 =%

83 + 0t [} + ojete’p

Prx,,

. . o, O,

Wprowadzajac oznaczenie z = |Z |— ==
o

CIR

zalezno$¢ znormalizowanych niepewnosci bezwzglednych

wyznaczono

O Ouc
% 94

w funkcji kata ¢ (rys. 2) oraz wspolezynnika kore-

lacji pgy,, (rys. 3) dla réznych wartosci parametru z. Podobne

o, O,
wykresy stosunkéw niepewnosci wzglednych —2, —£< w funk-
z
¢ji kata ¢ sa na rysunku 4 i w funkcji =% — na rysunku 5.
2
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Tabela 1. Znormalizowane niepewnosci bezwzgledne i wspétczynnik korelacji w punktach osobliwych
Table 1. Normalized absolute uncertainties and correlation coefficient in singular points

¢ [rad] Rezystancia Nlepewrloscal;ezwzglgdna Reaktancia Niepewnosé ’bcezwzglgdna Wspolczy;unk korelacji
—£ —= R,
Il %z
@ =-1/2 R z  (0,=0,2) 0 L (o,,=0,) 0
¢=0 0 L (o,=0y,) X, z  (o,.=0,\Z]) 0
@ =mr/2 R z  (0,=0,2]) 0 L (o,,=0,) 0

Szczegbdtowa analize tych przebiegéw pozostawiamy dociekli-
woéci Czytelnika.

Z analizy formul wynikajg wartodci znormalizowanych nie-
pewnosci bezwzglednych i wspélezynnika korelacji w punktach
osobliwych zestawione w tabeli 1.

Podobne formuly i wykresy mozna wyznaczy¢ tez dla nie-
pewnoséci modulu |Z] i kata ¢ impedancji Z z niepewnosci dla
pomiaréw jej skladowych prostokatnych R, X, i ich wspétczyn-
nika korelacji p, X,

3. Wyznaczanie niepewnosci sktadowych
biegunowych z pomiarow sktadowych
prostokatnych

Jest to zagadnienie odwrotne do poprzedniego. Wektory wielkosci
wejsciowych i wyjsciowych sa teraz nastepujace

X =R X, Y =2, tg¢"

Wybranie wielkodci wyjéciowej w postaci tg¢ uprosci znacz-
nie obliczenia, ktére beda tu wykonane dla niepewnosci wzgled-
nych. Tak jak i poprzednio, wspotczynnik korelacji niepewnoéci
wielko$ci wzglednych jest taki sam jak wielkosci bezwzglednych,
gdyz jest to ogdlna zasada.

Macierzowe réwnanie zaleznosci migdzy macierzami kowa-
riancji niepewnosci wzglednych wejsciowych Uj, 1 wyjsciowych
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U, jest nastepujace [5, 6]:
Usy = 8;- Ugy - S5

Macierz Uj, dla nieskorelowanych niepewnosci wielkosci wej-
sciowych i macierz czulosci S maja teraz nastepujace postacie

R X

o0, 0 Tz 2

Uy = " ) '8, = |Z|2 |Z|2
Oic N

Korzysta sie z tych samych, co poprzednio zaleznosci miedzy
parametrami impedancji Z:

2| =R+ X} tgp= X]fzc ,

X,.= X, X, X, =oL X,= 1/oC:

{Yn<p<hn}

o
Niepewnosci wzgledne sa okreslone jako 6, =—% oraz
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Tabela 2. Znormalizowane niepewnosci wzgledne i bezwzgledne sktadowych impedancji oraz wspétczynnik korelacji dla wielkosci wyjsciowych

w punktach osobliwych

Table 2. Normalized relative and absolute uncertainties of the impedance components and the correlation coefficient for the output values in singular points

@ [rad] Niepewno$¢ bezwzgledna % Niepewnos¢ bezwzgledna % Wspolezynnik korelacji Prx,.
O Oy '
o 9 5“ 5Lc %
0= 0,20, % (0,20, Jova
0 % 0 e
¢ = 1 (0 17 6;?) % = 8 + 8¢
[
_ [ [ LC
oo #:’ 05 =9c) 3. (% =00 5+ 0
o, | Z|2 oraz niepewno$¢ bezwzgledna dla kata ¢
Ogp = —2 dlag # 0
tgg  RX,. 5
X2, t8'p(S; +37) s
Zatem macierz wielkosci wyjéciowych Uy, jest teraz okreslona o, = (5; + éfc) = — =0, L —tg’p
nastepujaco |Z| (1 + tg2¢) (1 + tgzqo)
4 2
R' o X Xie o R o ] Oy, O'q,|Z|
Y 1 9L 5y 91 7 9r gdyz ey =
S 1 T - B twe R
Usy =85 Usx - S5 = e e
Lg (T 2 S + e 0o RX,
T Lt
12
Niepewnosci, wzgledne dla modutu impedancji Znormalizowana niepewnosé¢ wzgledna (5‘ 7 i znormalizowana
niepewnos¢ bezwzgledna g, kata ¢ wynosza odpowiednio
tg @
qz‘ _ R’ 2 X0 2 (52 + 67 .tg’ P _ 52
Z)| 4 4
z z 1+t 1+t J;
| | | | ( g (p) ( & (0) 5, tg () |tggo| 1+ﬁtg2(p
5— =+1————— oraz 5—“’ = 2R
i niepewnosé¢ wzgledna dla tangensa kata ¢ 1+ tg 4 R l+tg'e

S+ 65,

S =

Przyktady tych zaleznosci w funkcji kata fazowego przedsta-
wiono na rysunku 6, a wartosci charakterystyczne w punktach
osobliwych w tabeli 2.
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Wspdlezynniki korelacji dla niepewnosci wzglednych i bez-
wzglednych sa réwne, tj. p sz = Pz | WYNOSZY,

Xie o R o
2 "l
Pijdizp = 7 I =
VO + e Wé‘; + |ZL|Z Lo

X2, —RS Sude-5
V8 + SRS+ X182y NS+ 87\6% + Sictg'e

i ostatecznie

é g ¢
t [ 1

Pzlo = ‘ :
Jl + 5L20\/1 + iCtg’iqo
5 5

2

Przebiegi wspolczynnika korelacii podano na rysunku 7.
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4. Podsumowanie i wnioski

Do pomiaréw amplitudy i fazy napie¢ przemienno-pradowych
AC bez obciazania badanego obwodu profesor Wlodzimierz
Krukowski stworzyt przeszto wiek temu kompensator o wspot-
rzednych biegunowych z maszynowym przesuwnikiem fazy
[1, 2]. Obecnie takie pomiary realizuje sie za pomoca elek-
tronicznych fazoczutych uktadéw pomiarowych, zwanych tez
woltomierzami wektorowymi.

W pracy wyznaczono elementy macierzy kowariancji wielko-
Sci wyjsciowych. Przedstawiono tez wzajemne zaleznosci miedzy
niepewnosciami bezwzglednymi i wzglednymi dla obu rodzajéw
skladowych impedancji. Istotne znaczenie maja nie tylko war-
tosci mierzonych bezposrednio skladowych biegunowych |Z] i ¢,
ale i wzajemny stosunek ich niepewnosci.

7 analizy wynika, ze nawet gdy niepewnosci mierzonych bez-
posrednio skladowych, np. amplitudy i fazy nie sa ze soba skore-
lowane, to niepewnosci wyznaczanych z nich sktadowych, w tym
przypadku prostokatnych, juz beda skorelowane. Warto$¢ i znak
wspdélezynnika korelacji zalezy od wartosci stosunku niepewnosci
wielkosci wejéciowych.

Wektorowe ujecie propagacji niepewnosci dotyczy wszystkich
wieloparametrowych pomiaréw posrednich, w tym wyznaczania
parametréow uktadéw elektrycznych. Przypadek skorelowanych
wielkosci wejsciowych oraz przyklady pomiaréw skojarzonych
temperatur, sktadowych mocy pradu przemiennego, pola magne-
tycznego i obszar pokrycia 3D autorzy oméwili w kwartalniku
Pomiary Automatyka Robotyka 2/2018 [7]. Pomiary wielko$ci
skojarzonych wystepuja w szczegdlnosci w ukladach tréjfazo-
wych, np. przy przeksztalceniach tréjkat-gwiazda [8]. Zagad-
nienia te autorzy przedstawili tez w trzech wystapieniach na
Sympozjum Podstawowych Probleméw Metrologii PPM 2018
w Szczyrku [8].
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Evaluation of the uncertainties of rectangular components of the
impedance determined indirectly from measurements of polar

components and vice versa

Abstract: The paper discusses the estimation of the uncertainties of rectangular components of

the impedances determined indirectly from direct measurements of its polar components and vice
versa. Patterns and functions for normalized absolute and relative uncertainties of a pair of impedance
components determined indirectly from measurements of the remaining pair are given. Their
correlation coefficient as a function of the phase angle of the impedance and the uncertainty of the
measured pair is also included. The dependencies received were discussed in detalil.
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