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Nieoczywistosci cigglosci

Streszczenie. Przytaczamy definicje cigglosci funkcji rzeczywistej i nieoczywiste przyktady jej
zastosowania.
Stowa kluczowe: funkcje ciagle, punkty nieciaglosci

1. Wstep

Pojecia ciaglosci i pochodnej funkeji rzeczywistej naleza do podstaw analizy matematycznej. W pracy [1]
omdwilismy ewolucje pojecia cigglosci — od intuicyjnej do dwoch réwnowaznych definicji Heinego
i Cauchy’ego. Zobaczymy, ze postugujac sie formalnymi definicjami, napotkamy nieoczekiwane rezultaty.

Zakladamy znajomosé podstawowego kursu analizy matematycznej, szczegdlnie w zakresie ciagéw i ich
granic.

2. Definicje ciaglosci

Bedziemy rozpatrywali funkcje rzeczywiste jednej zmiennej, tj. funkcje f: D — R, gdzie D C R.
Intuicyjnie ciaglo$¢ czesto okresla sie tak, jak ponizej:

Definicja 1 (Intuicyjna, niepoprawna). Funkcja jest ciggla, gdy jej wykres mozna narysowaé bez
odrywania otéwka od papieru.

Definicja ta jest przydatna w elementarnym rozumieniu ciggtosci, tym niemniej — jak zobaczymy w
ponizszych przykladach — jest niepoprawna.

W kazdym kursie analizy matematycznej wprowadza sie dwie definicje ciaglosci: ciagowa Heinego
i otoczeniowsa Cauchy’ego (jej prawdziwym autorem jest Weierstrass [1]).

Definicja 2 (Cauchy’ego). Funkcja f: (a,b) = R jest ciggla w przedziale (a,b), gdy

AN AV A lzo—2l<s = [flw) - fx) <e.

zo€(a,b) €>06>0z€(a,b)
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Definicja 3 (Heinego). Funkcja f: (a,b) — R jest ciggta w przedziale (a,b), gdy dla dowolnego punktu x
tego przedziatu zachodzi: dla dowolnego ciggu x,, € (a,b) zbieznego do x, cigg wartosci f(x,) jest zbieiny

do f(z).

Definicje sa sobie rownowazne (co prawda przy przyjeciu co najmniej stabej wersji aksjomatu wyboru [1])
i mozemy je stosowaé zgodnie z potrzebami.

Zwroémy uwage, ze ciagtosé zdefiniowaliSmy tylko dla funkcji okreslonej na przedziale otwartym (takze
nieskoficzonym). Mozemy te definicje rozszerzy¢ dla dowolnej dziedziny bedacej podzbiorem zbioru liczb
rzeczywistych D C R.

Definicja 4 (Cauchy’ego — rozszerzona). Funkcja f: D — R jest ciggta w zbiorze D, gdy

A AV A lwo—zal<6 = |f(w) - flo)| <e.

xo€D e>06>0x€D

Definicja 5 (Heinego — rozszerzona). Funkcja f: D — R jest ciggla w zbiorze D, gdy dla dowolnego
punktu x tego zbioru zachodzi: dla dowolnego ciggu x,, € D zbieinego do x, cigg wartosci f(x,) jest

zbiezny do f(z).

Definicje rozszerzone takze sg sobie rownowazne, ale nie sa réwnowazne definicjom dla przedziatu
otwartego, poniewaz posiadaja szerszy zakres — co zilustrujemy ponizej. Dalej bedziemy postugiwaé sie
definicjami rozszerzonymi. Jeszcze bardziej ogolne definicje mozemy znalezé w [2]| (rozdzial 1, §7).

Powyzsze definicje mowia o ciaglosci funkcji w catej dziedzinie, ale ich konstrukcja pokazuje, ze mozemy
moéwié o ciggloscei funkeji dla danego elementu dziedziny, a funkcja moze byé ciagta tylko dla wybranych
elementow.

Definicja 6 (Cauchy’ego — rozszerzona, ciaglo$é w punkcie). Funkcja f: D — R jest ciggla
w punkcie xy € D, gdy

AV A leo—2l <6 = |f(zo) — fla)| <.

e>06>0x€D

Definicja 7 (Heinego — rozszerzona, ciaglosé w punkcie). Funkcja f: D — R jest cigglta w punkcie
xog € D, gdy dla dowolnego ciggu x,, € D zbieinego do xg, cigg wartosci f(xy) jest zbiezny do f(xo).

Definicje ciagtosci w punkcie tez sg sobie rownowazne dla wybranego punktu. Oczywiste jest, ze jezeli
funkcja jest ciagla w kazdym punkcie dziedziny, to jest ciagla, i prawdziwe jest rowniez twierdzenie
odwrotne.

Przyklad 1. Niech f: {0} — R, wtedy — niezaleznie od wartosci f(0) — funkcja f jest ciggta. Inaczej:

funkcja zadana na dziedzinie jednoelementowej jest zawsze ciggla.

Dowdd. Skorzystamy z definicji Heinego. Jedynym ciagiem z,, € D = {0} zbieznym do 0 jest ciag x, = 0,
zatem li_}rn flzn) = 11_{[1 £(0) = f(0). O

Mozemy tez zauwazy¢, ze jezeli dziedzina funkcji jest zbiorem skoriczonym, to funkcja jest ciagta.
Z definicji wynikaja wnioski sprzeczne z potocznym i popularnym rozumieniem funkcji ciagtlej.
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Funkcja f: (—00,0) U (0,00) = R;  f(z) = 1/x jest ciagla jako funkcja elementarna (patrz nizej).
Czytelnik zapyta: A co z ciggtoscig w zerze?. W zerze funkcja nie jest okreslona, ale jest ciggla na calej
swojej dziedzinie. Nie sprawdzamy wlasnosci ciaglosci funkcji poza jej dziedzina.

W praktyce najczesciej postugujemy sie funkcjami elementarnymi — to jest funkcjami jednej zmiennej
uzyskanymi poprzez (skoriczone) dzialania arytmetyczne (+ — x /) i operacje skladania funkcji ze
stalych, wielomianéw, pierwiastkéw naturalnego stopnia, funkcji trygonometrycznych i ich odwrotnych,
funkeji wykladniczych i logarytméw. Zwréémy uwage, ze kazda funkcja zapisana pojedynczym wzorem
f(z) = (kombinacja funkcji elementarnych) jest elementarna. Wszystkie funkcje elementarne sg ciagle.
Aby podaé przyktad funkcji nieciaglej, musimy szukaé przyktadu wsrod funkeji nieelementarnych, czyli
zapisanych w bardziej ztozony sposéb — na przyktad tak, jak ponizej: wzorem wariantowym.

Przyklad 2. Niech funkcja bedzie zadana wzorem wariantowym.

r dla x <0,
flx)=<1 dla =0,
rz dla x>0.

Funkcja f jest nieciggla, a doktadniej: nie jest ciggta w punkcie 0.

Dowdd. Wezmy ciag 1/n,n € N. Granica ciagu lim 1/n = 0 wynosi 0 i granica wartosci ciggu
n—oo

lim f(1/n) = 0 takze wynosi 0, a jest rozna od wartosci funkcji w zerze f(0) = 1. O

n—oo

3. Przypadki bardzo nieoczywiste

W tym rozdziale zaprezentujemy bardziej oryginalne przyktady, zdecydowanie przeczace intuicyjnej
Definicji 1.

Zdefiniujemy funkcje Dirichleta y — inaczej mowiac, funkcje charakterystyczng, zbioru liczb wymier-
nych Q.

Przyklad 3. Funkcja x: R — R jest nieciggta dla kazdej liczby rzeczywistej.

1 dla z€Q,

x(@) 0 dla z¢Q.
Dowdd. Niech g € Q, wtedy x(xo) = 1. Wezmy ciag x,, = z¢ + 7/n liczb niewymiernych zbiezny do z.
Ciag wartosci x(x,) jest ciagiem stalym o wyrazie 0 i granicy 0, réznej od 1, czyli funkcja x jest nieciagta
dla dowolnej liczby wymiernej. Rozpatrzmy teraz przypadek xg liczby niewymiernej. Ciag x,, przyblizen
dziesietnych dlugosci n z niedomiarem jest ciagiem liczb wymiernych zbieznych do xg o stalej wartosci
funkcji Dirichleta 1 i roznym od wartosci funkeji x(zp) = 0. Zatem funkcja x jest nieciagla takze dla
dowolnej liczby niewymierne;j. O

Dalej przytoczymy kilka ciekawych przyktadow — przy czym wiecej przyktadow tego typu znajdziemy
w [3] i [4].



Przyklad 4. Niech funkcja ¥: R — R bedzie zadana nastepujgco (funkcja charakterystyczna zbioru liczb
niewymiernych):
1 dla z¢&Q,

vie) = 0 dla z€Q.

Uzywajgc analogicznych argumentow jak w powyzszym przyktadzie, mozemy pokazad, zZe funkcja ¢ takze

jest nieciggta w kazdym punkcie. Jednak suma x + 1 jest zawsze réwna 1 i jest funkcjq ciggtq.

Przyklad 5. Przyktad funkcji wszedzie nieciggtej, ktorej warto$é bezwzgledna jest ciggta — jest to
zmodyfikowana funkcja Dirichleta:

1 dla z € Q,

(@) = -1 dla z¢Q.

Wartosé bezwzgledna tej funkcji jest zawsze réwna 1 i jest funkcjg cigglq.
Przyklad 6. Przyktad funkcji ciggtej tylko w jednym punkcie.

x dla z€Q,

0(x) =
—z dla z¢Q.
Dowdd. Funkcja 6 jest ciagla tylko w zerze. Przeprowadzenie dowodu (najlepiej z wykorzystaniem definicji
Heinego) zostawimy czytelnikowi. O

Na koniec damy przyktad funkeji o licznych punktach ciaglosci i nieciaglosci (tego sie nie da narysowac).

Przyklad 7. Przyktad funkcji nieciggtej dla liczb wymiernych i ciggtej dla liczb niewymiernych.
Przy definicji wykorzystamy fakt, ze kazda liczba wymierna © # 0 ma jednoznaczny zapis x = p/q,

gdzie p,q sq liczbami catkowitymi i ¢ > 0, oraz utamek p/q jest nieskracalny.

1/q dla z€Q, x=p/q, p/q nieskracalne,

#(e) 0 dla z ¢ Q.

Dowadd. Niech zy bedzie liczba niewymierng, a z,, ciagiem dazacym do zg. W tym ciagu mozemy mieé
wyrazy niewymierne i wymierne. Dla x, niewymiernych ¢(x,) = 0, a dla z, wymiernych ¢(x,) =
©(Pn/qn), gdzie mianownik g, rosnie do nieskorniczonosci wraz z dokladnoscia przyblizenia xg, to znaczy,
ze () = ©(Pn/qn) = 1/q, dazy do zera, co daje, ze niezaleznie od ciagu x,, mamy nl;ngo o(xy) = 0.

Niech teraz x¢ = p/q (nieskracalne) bedzie liczba wymierna, ciag =, = ¢ = p/q ma granice xg, a ciag
wartosci funkcji p(z,) = 1/q jest staly i ma granice 1/q. Wezmy inny dowolny ciag, tym razem liczb
niewymiernych x,,, dazacy do zg, np. x, = xg + 7/n. Ciag wartosci funkeji p(z,) = 0 jest staly o granicy
0. Oczywiscie 1/q # 0, czyli funkcja ¢ jest nieciggla dla liczb wymiernych. O

Znacznie trudniej udowodnié, ze niemozliwe jest podanie przyktadu funkcji: cigglej dla liczb wymiernych,
a nieciaglej dla liczb niewymiernych [4, Ch. 8].
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